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摘　要　提出了模糊蕴涵算子族的新概念，给出了两族蕴涵算子：犔－λ－犚０（λ∈
１

２
，［ ］１ ）族算子与犔－λ－犌（λ∈

［０，１］）族算子．犔－λ－犚０（λ∈
１

２
，［ ］１ ）族算子包括Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ（简称犚犾狌）算子与犚０算子，犔－λ－犌（λ∈［０，１］）族

算子包括犚犾狌算子与Ｇｄｅｌ（犚犌）算子．重点讨论了犔－λ－犚０（λ∈
１

２
，［ ］１ ）族算子的伴随算子及其正则性．结果表

明，在蕴涵算子族犔－λ－犚０（λ∈
１

２
，［ ］１ ）中，只有犚犔狌算子与犚０算子有伴随算子且具有正则性，从而说明这两种

算子是较理想的蕴涵算子．最后讨论了其应用，同时提出了命题的置信区间及其可信度的新概念．
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１　引　言

在模糊逻辑中，主要包括非（犪＝犪→０）、上

确界∨（犪∨犫＝ｍａｘ｛犪，犫｝）与蕴涵→三个算子．人们

对于非算子及上确界算子∨的定义基本一致，但

是，蕴涵算子→的定义却有很多种
［１４］．至于哪一种

最好尚无定论，不过，人们公认便于计算应用又具有

相伴随的左连续的三角模且具有正则性［５］的蕴涵算

子较好（因为以此建立的逻辑系统具有完备性）．

本文提出了蕴涵算子族的新概念，给出了两族蕴

涵算子分别称为犔－λ－犚０（λ∈
１

２
，［ ］１ ）族算子与

犔－λ－犌（λ∈［０，１］）族算子；重点讨论了犔－λ－

犚０（λ∈
１

２
，［ ］１ ）族算子，它包括 Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ算子

犚犔狌与犚０算子．我们讨论了犔－λ－犚０（λ∈
１

２
，［ ］１ ）

族算子的伴随算子及正则性．结果表明，在蕴涵算子

族犔－λ－犚０（λ∈
１

２
，［ ］１ ）中，只有犚犔狌与犚０算子具

有相伴随的三角模且满足正则性，从而说明这两种

算子是较理想的模糊蕴涵算子．

任意给定一个模糊命题（即犉（犛）
［４］中的公式），

运用不同的蕴涵算子计算公式的真值一般不相等，

甚至误差很大，这在模糊推理的实际应用中，有一定

的冒险性，为此本文引入了模糊命题的置信区间及

可信度的概念，并通过实例说明了本文给出的两族

模糊蕴涵算子和模糊命题的置信区间及可信度概念

的重要意义．

限于篇幅，另文再讨论犔－λ－犌（λ∈［０，１］）族

算子的性质．

２　准　备

定义１
［５］．　设：［０，１］

２
→［０，１］是二元函数，

如果当犪，犫，犮∈［０，１］时，

（１）犪犫＝犫犪；

（２）（犪犫）犮＝犪（犫犮）；

（３）犪１＝犪；

（４）若犫犮，则犪犫犪犮．

则称为［０，１］上的三角模，简称狋模．

定义２．　设是［０，１］上的狋模，犚：［０，１］
２
→

［０，１］是二元函数．若犪犫犮当且仅当犪犚（犫，犮），

犪，犫，犮∈［０，１］，则称犚 为与相伴随的蕴涵算子，

称（，犚）为伴随对．

以下犚（犪，犫）也常记为犪→犫．

定义３
［５］．　设→是［０，１］上的二元运算，如果

→满足下列性质：

（１）犫→犮＝１当且仅当犫犮；

（２）犪犫→犮当且仅当犫犪→犮；

（３）犪→（犫→犮）＝犫→（犪→犮）；

（４）１→犮＝犮；

（５）犫→∧
犻∈犐
犮犻＝∧

犻∈犐

（犫→犮犻），（∨
犻∈犐
犫犻）→犮＝∧

犻∈犐

（犫犻→犮）；

（６）犫→犮关于犮单调递增，关于犫单调递减．

则称模糊蕴涵算子→满足正则性．

３　蕴涵算子族

模糊蕴涵算子犚（狓，狔）＝狓→狔是定义在［０，１］×

［０，１］上的二元函数，其图像是曲面．由于模糊逻辑

是经典逻辑的推广，自然它应经过４个点（０，０，１），

（１，０，０），（１，１，１）与（０，１，１）．由于经过这４个点的

曲面无穷多，所以模糊蕴涵算子有很多种．哪一种模

糊蕴涵算子最优还不好定论．不过，现今人们公认简

便易行、满足左连续、正则性且具有伴随的三角模的

模糊蕴涵算子较好．为此下面借助几何图形直观地

提出下列两族模糊蕴涵算子．

定义４．　任意λ∈
１

２
，［ ］１ ，定义模糊蕴涵算子

→如下：

狓＝狔→狕

＝

１， 狔狕

１－狔＋（２λ－１）狕， 狕＋狔＜１且狔＞狕

（１－２λ）狔＋狕＋２λ－１，狕＋狔１且狔＞

烅

烄

烆 狕

，

（狔，狕）∈［０，１］×［０，１］．

特别地，λ＝１，
１

２
时分别对应犚犔狌及犚０算子

［３］，因此

称它为犚犔－λ－犚０算子，又称这些算子的全体为模糊

蕴涵算子族犔－λ－犚０，λ∈
１

２
，［ ］１ ．

狓＝犚（狔，狕）＝狔→狕的图像如图１所示．
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图　１
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定义５．　设→是［０，１］上的蕴涵算子，任意λ∈

［０，１］，在［０，１］上定义二元函数→如下：

狓＝狔→狕＝
１， 狔狕

λ（１－狔）＋狕，狔＞｛ 狕
，狔，狕∈［０，１］．

　　特别地，λ＝１，０时分别为犚犔狌及犚犌算子，因此

称它为犚犔－λ－犌蕴涵算子．又称这些算子的全体为蕴

涵算子族犔－λ－犌，λ∈［０，１］．

限于篇幅，下文仅讨论模糊蕴涵算子族犔－λ－

犚０（λ∈
１

２
，［ ］１ ）的性质．

定理１．　算子：

狓狔＝

０， 狓１－狔

狓＋狔－１
２λ－１

， 狓＜１－２（λ－１）狔

狔， １＋２（λ－１）狔狓１

，狔＜
１

２

狓＋狔－１
２λ－１

， 狓＜２λ（１－狔）

（２λ－１）（狔－１）＋狓， ２λ（１－狔）＜狓２（１－λ）狔＋２λ－１

狔， ２（１－λ）狔＋２λ－１＜狓１

，狔
１

２

，狓＞１－
烅

烄

烆

狔

满足狓狔狕当且仅当狓狔→狕．

证明．　这里

狓＝犚（狔，狕）＝狔→狕

＝

１， 狔狕

１－狔＋（２λ－１）狕， 狕＋狔＜１且狔＞狕

（１－２λ）狔＋狕＋２λ－１，狕＋狔１且狔＞

烅

烄

烆 狕

．

把狔看作定数，将狓＝狔→狕看作狕的一元函数如

图２所示．
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图　２

当０狔＜
１

２
时，

根据狓狔狕当且仅当狓狔→狕，得到

当０狓１－狔时，狕，狔→狕１－狔狓，只有

狓狔＝０，才能有狓狔狕，狕．

当１－狔狓２（１－λ）狔＋２λ－１时，解狓１－

狔＋（２λ－１）狕得到
狓＋狔－１
２λ－１

狕，于是定义狓狔＝

狓＋狔－１
２λ－１

．

当２（１－λ）狔＋２λ－１狓１时，若狓狔→狕＝１，

则狔狕，所以定义狓狔＝狔．

当狔
１

２
时，狓＝狔→狕，如图３所示．
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图　３

根据狓狔狕当且仅当狓狔→狕，得到：

当０狓１－狔时，与狔
１

２
时同理狓狔＝０；

当１－狔狓２λ（１－狔）时，与狔
１

２
时同理狓

狔＝
狓＋狔－１
２λ－１

；

２λ（１－狔）狓２（１－λ）狔＋２λ－１，解狓（１－

２λ）狔＋狕＋２λ－１得到狓＋（１－狔）（１－２λ）狕，于是

定义

狓狔＝狓＋（１－狔）（１－２λ）．

　　当２（１－λ）狔＋２λ－１＜狓１时，若狓狔→狕＝１

则狔狕，所以定义狓狔＝狔．

可以逐条验证以上推理都是可逆的，即如果按

定理中的方法求狓狔，则狓狔狕当且仅当狓

狔→狕成立． 证毕．

显然上述定理给出的算子不是三角模．故蕴涵

算子犚犔－λ－犌当λ∈
１

２
，（ ）１ 时没有相伴随的三角模．

当λ＝
１

２
，１时，犚犔－λ－犌有相伴随的三角模（参见

文献［４］）．
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定理２．　当λ∈
１

２
，［ ］１ 时，蕴涵算子犚犔－λ－犚０

满足正则性质（ｉ），（ｉｖ），（ｖ）及（ｖｉ）；当λ＝
１

２
，１时蕴

涵算子犚犔－λ－犚０还满足正则性质（ｉｉ）及（ｉｉｉ）．

证明．　（ｉ）由犔－λ－犚０，λ∈
１

２
，［ ］１ 的定义，易

见犫犮当且仅当犫→犮＝１．

（ｉｖ）

１→犮＝
１， 犮＝１

－２λ×１＋１＋犮－１＋２λ＝犮，犮＜｛ １
，

故１→犮＝犮．

（ｖ）①若犫∧犮犻
犻∈犐

，则对任意的犻∈犐都有犫犮犻，

从而

犫→犮犻＝１，则∧
犻∈犐

（犫→犮犻）＝１．

　　已知犫→∧
犻∈犐
犮犻＝１，所以犫→∧

犻∈犐
犮犻＝∧

犻∈犐

（犫→犮犻）．

②若犫＞∧
犻∈犐
犮犻且犫＋∧

犻∈犐
犮犻１，则存在犐０犐，使得

对任意犻０∈犐０有犫＞犮犻
０
且犫＋犮犻

０
１．从而

∧
犻∈犐

（犫→犮犻）＝∧
犻∈犐０

（犫→犮犻
０
）＝∧

犻∈犐０

［（２λ－１）犮犻
０
－犫＋１］

＝（２λ－１）∧
犻∈犐０

犮犻
０
－犫＋１＝犫→∧

犻∈犐
犮犻．

　　③若犫＞∧
犻∈犐
犮犻且犫＋∧

犻∈犐
犮犻＞１则对任意的犻∈犐，

有犫＋犮犻＞０．从而

∧
犻∈犐

（犫→犮犻）＝ ∧
犻∈犐

［（１－２λ）犫＋犮犻＋２λ－１］

＝ （１－２λ）犫＋犮犻＋（２λ－１）＝犫→ ∧
犻∈犐
犮犻 ．

　　（ｖｉ）固定犫０∈［０，１］，任取犮１，犮２∈［０，１］，且犮１＜

犮２，则

犫０→犮１＝

１， 犫０犮１

２λ犮１－（犫０＋犮１）＋１，犫０＋犮１１

－２λ犫０＋犫０＋犮１－１＋２λ，犫０＋犮１＞１
，犫０＞犮１

烅

烄

烆
；

犫０→犮２＝

１， 犫０犮２

２λ犮２－（犫０＋犮２）＋１，犫０＋犮２１

－２λ犫０＋犫０＋犮２－１＋２λ，犫０＋犮２＞１
，犫０＞犮２

烅

烄

烆
．

　　①当犫０犮２时，显然有犫０→犮１犫０→犮２；

②当犫０＞犮２时

ａ）若犫０＋犮２１，犫０＋犮１＜１，

犫０→犮２－犫０→犮１＝［２λ犮２－（犫０＋犮２）＋１］－

［２λ犮１－（犫０＋犮１）＋１］＝（２λ－１）（犮２－犮１）０

　　ｂ）若犫０＋犮１＞１，犫０＋犮２＞１，

犫０→犮２－犫０→犮１＝（－２λ犫０＋犫０＋犮２－１＋２λ）－

（－２λ犫０＋犫０＋犮１－１＋２λ）＝犮２－犮１＞０

　　ｃ）若犫０＋犮１１但犫０＋犮２＞１，

　　犫０→犮２－犫０→犮１＝（－２λ犫０＋犫０＋犮２－１＋２λ）－

［２λ犮１－（犫０＋犮１）＋１］＝２（１－λ）（１－犫０）＋犮２－

（２λ－１）犮１２（１－λ）犮１＋犮２－（２λ－１）犮１＝

（３－４λ）犮１＋犮２．

　　因为
１

２
λ１，所以－１－４λ－２，－１

３－４λ１，０＜犮２－犮１（３－４λ）犮１＋犮２犮１＋犮２．

综上所述，对任意一种情况，只要犮１＜犮２，都有

犫０→犮２犫０→犮１，从而犫→犮关于犮单调递增．

用类似的方法可证明犫→犮关于犫单调递减．

总之，当λ∈
１

２
，［ ］１ 时，蕴涵算子犚犾－λ－犚０满足

正则性质（ｉ），（ｉｖ）（ｖ）及（ｖｉ）．

当λ＝
１

２
，１时满足正则性质（ｉｉ）及（ｉｉｉ）的证明

参见文献［４］．

注．　犔－λ－犚０族蕴涵算子当λ∈
１

２
，（ ）１ 时不

满足正则性质（ｉｉ）及（ｉｉｉ）．

例如，λ∈
１

２
，（ ）１ ，取犮＝０．１，犫＝０．９１，犪＝

０．１＋０．０９（２λ－１）．由于犪＞犮且犪＋犮＜１，犫＞犮且

犫＋犮＞１，则

犫→犮＝ （１－２λ）犫＋犮＋２λ－１

＝ （２λ－１）（１－０．９１）＋０．１

＝０．０９（２λ－１）＋０．１＝犪，

犪→犮＝１－犪＋（２λ－１）犮

＝０．９－０．０９（２λ－１）＋０．１（２λ－１）

＝０．９＋０．０１（２λ－１）＜０．９１＝犫．

犪→ （犫→犮）＝１，但犫→ （犪→犮）＜１．

　　 由此说明 犔－λ－犚０ 族蕴涵算子当λ∈

１

２
，（ ）１ 时，不满足正则性质（ｉｉ）和（ｉｉｉ）．

４　应用、置信区间与可信度

犔－λ－犚０族的任一算子都是线性算子，计算简

单，便于应用．一方面它给实际应用提供了一些选择

的模型；另一方面，选取带参数的算子族会使结论更

加明朗化，决策尽量减少盲动性，看下面的例子．

例１．　公安人员审查一件盗窃案，已掌握的事

实有：

（１）八成是犃或犅 作的案；

（２）若是犃或犅 作的案，则作案的时间根本不
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可能发生在午夜之前；

（３）若犅证词仅八成属实，午夜时屋内灯光一

成未灭；

（４）若犅证词不属实，则案件发生在午夜之前

的可能性极大；

（５）据多方调查，午夜时屋内灯光确实灭了；

问：谁最有可能是罪犯？

为了便于进行模糊推理演算，我们先将已知的

事实进行量化和符号化．设

狆：是犃作的案；

狇：是犅作的案；

狉：作案时间发生在午夜之前；

狊：犅证词属实；

狋：午夜时灯光未灭．

根据前提条件，选取犔－λ－犚０蕴涵算子族，依

据模糊推理规则，推理过程可进行如下：

犜（狊）＝０．８，犜（狋）＝１－犜（狋）＝０．１．

（１）狊→狋

犜（狊→狋）＝１－犜（狊）＋（２λ－１）犜（狋）　　　

＝１－０．８＋０．１（２λ－１）＝０．２λ＋０．１．

（２）狋

犜（狋）＝１－犜（狋）＝１－０．１＝０．９（前提引入）．

（３）狊（（１），（２）拒取式）

犜（狋→ 狊）＝犜（狊→狋）＝０．２λ＋０．１，

犜（狊）＝犜（狋→ 狊）∧犜（狋）

＝ （０．２λ＋０．１）∧０．９

＝０．２λ＋０．１．

　　（４）狊→狉

犜（狊→狉）＝０．９．

　　（５）狉（（３），（４）假言推理）

犜（狉）＝犜（狊→狉）∧犜（狊）

＝０．９∧ （０．２λ＋０．１）＝０．２λ＋０．１．

　　（６）狆→狉

犜（狆→ 狉）＝１．０（前提引入）．

　　（７）狆（（５），（６））

犜（狆）＝犜（狆→ 狉）∧犜（狉）

＝ （０．１＋０．２λ）∧１

＝０．２λ＋０．１，

犜（犘）＝１－犜（狆）＝１－（０．２λ＋０．１）

＝０．９－０．２λ．

　　根据推理，犃作案的可能性是０．９－０．２λ．

（８）狆∨狇：犜（狆∨狇）＝０．８（前提引入）．

（９）狇（（７），（８）析取三段论）

犜（狇）＝犜（狆∨狇）∧犜（狆）＝０．１＋０．２λ．

　　根据推理，犅作案的可能性是０．１＋０．２λ．

下面我们通过图４分析对比犃 与犅 作案的可

能性．

!
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"

()'

(

!

图　４

从图４可以看出，犃作案的可能性大．

上例说明，选取不同的模糊蕴涵算子进行推理

时得到的结论会有很大的差别．

从上例我们看到，选取蕴涵算子族进行推理，

往往结论是一个定义在［０，１］上的λ的连续函数，为

此我们引入下列概念．

定义６．　设运用蕴涵算子族进行推理的结论

犘（即命题）是一个定义在［０，１］上的关于λ的连续

函数犳（λ）．我们称犳（λ）的值域为结论犘的置信区

间．设犘的置信区间的长度为犾，则称犽＝１－犾为结

论犘 的可信度．

根据上述定义，犃作案的置信区间是［０．７，０．８］，

可信度是０．９；

犅作案的置信区间是［０．２，０．３］，可信度是０．９．

若选取蕴涵算子族进行模糊推理，会使得到的

信息更加明朗化，这样可使决策减少盲动性．

５　结　论

本文给出了模糊蕴涵算子族

狓＝狔→狕

＝

１， 狔狕

１－狔＋（２λ－１）狕， 狕＋狔＜１且狔＞狕

（１－２λ）狔＋狕＋２λ－１， 狕＋狔１且狔＞

烅

烄

烆 狕

，

（狔，狕）∈［０，１］×［０，１］，λ∈
１

２
，［ ］１

（记为犔－λ－犚０）

和

狓＝狔→狕＝
１， 狔狕

λ（１－狔）＋狕，狔＞｛ 狕
，狔，狕∈［０，１］，λ∈

［０，１］（记为犔－λ－犌）．通过两个定理得到模糊蕴涵

算子族犔－λ－犚０的性质：当λ∈
１

２
，（ ）１ 时，蕴涵算
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子犚犔－λ－犌没有相伴随的三角模，满足正则性质（ｉ），

（ｉｖ），（ｖ）和（ｖｉ），但不满足正则性质（ｉｉ）及（ｉｉｉ）（见上

面）．当λ＝
１

２
及１时，犚犔－λ－犌分别为犚０及犚犾狌算子，

它们都有相伴随的三角模，且满足正则性，因此是较

理想的算子．

本文还通过一个公安人员审查一件盗窃案的实

例，说明了模糊蕴涵算子族犔－λ－犚０在近似推理中

的具体应用，同时引入了推理结果的置信区间及可

信度的概念．
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