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１　引　言

智能信息处理是当前信息科学理论和应用研究

中的一个热点领域．由于计算机科学与技术的发展，

特别是计算机网络的发展，每日每时为人们提供了

大量的信息．信息量的不断增长，对信息分析工具的

要求也越来越高，人们希望自动地从数据中获取其

潜在的知识．特别是近２０年间，知识发现（规则提

取、数据挖掘、机器学习）受到人工智能学界的广泛

重视，知识发现的各种不同方法应运而生．

粗糙集（ＲｏｕｇｈＳｅｔ，也称Ｒｏｕｇｈ集、粗集）理论

是Ｐａｗｌａｋ教授于１９８２年提出的一种能够定量分析

处理不精确、不一致、不完整信息与知识的数学工

具［１］．粗糙集理论最初的原型来源于比较简单的信

息模型，它的基本思想是通过关系数据库分类归纳

形成概念和规则，通过等价关系的分类以及分类对

于目标的近似实现知识发现．



由于粗糙集理论思想新颖、方法独特，粗糙集

理论已成为一种重要的智能信息处理技术［２４］，该

理论已经在机器学习与知识发现、数据挖掘、决策

支持与分析等方面得到广泛应用．目前，有３个有关

粗糙集的系列国际会议，即 ＲＳＣＴＣ、ＲＳＦＤＧｒＣ和

ＲＳＫＴ．中国学者在这方面也取得了很大的成果，从

２００１年开始每年召开中国粗糙集与软计算学术会

议；ＲＳＦＤＧＲＣ２００３、ＩＥＥＥ ＧｒＣ２００５、ＲＳＫＴ２００６、

ＩＦＫＴ２００８、ＲＳＫＴ２００８、ＩＥＥＥＧｒＣ２００８等一系列国

际学术会议在中国召开．

粗糙集理论与应用的核心基础是从近似空间导

出的一对近似算子，即上近似算子和下近似算子（又

称上、下近似集）．经典Ｐａｗｌａｋ模型中的不分明关

系是一种等价关系，要求很高，限制了粗糙集模型的

应用．因此，如何推广定义近似算子成为了粗糙集理

论研究的一个重点．

目前，常见的关于推广粗糙集理论的研究方法

有两种，即构造化方法和公理化方法．构造化方法是

以论域上的二元关系、划分、覆盖、邻域系统、布尔子

代数等作为基本要素，进而定义粗糙近似算子，从而

导出粗糙集代数系统．公理化方法的基本要素是一

对满足某些公理的一元集合算子，近似算子的某些

公理能保证有一些特殊类型的二元关系的存在；反

过来，由二元关系通过构造性方法导出的近似算子

一定满足某些公理．

事实上，有两种形式来描述粗糙集，一个是从集

合的观点来进行，一个是从算子的观点来进行．那

么，从不同观点采用不同的研究方法就得到粗糙集

的各种扩展模型．扩展模型的研究以及基于其上的

应用研究已经成为新的研究热点．

粗糙集理论与其它处理不确定和不精确问题理

论的最显著的区别是它无需提供问题所需处理的数

据集合之外的任何先验信息，所以对问题的不确定

性的描述或处理可以说是比较客观的，由于这个理

论未能包含处理不精确或不确定原始数据的机制，

所以这个理论与概率论、模糊数学和证据理论等其

它处理不确定或不精确问题的理论有很强的互补

性．因此，研究粗糙集理论和其它理论的关系也是粗

糙集理论研究的重点之一．

基于粗糙集理论的应用研究主要集中在属性约

简、规则获取、基于粗糙集的计算智能算法研究等方

面．由于属性约简是一个 ＮＰＨａｒｄ问题，许多学者

进行了系统的研究．基于粗糙集的约简理论发展为

数据挖掘提供了许多有效的新方法．比如，针对不同

的信息系统（协调的和不协调的、完备的和不完备

的），结合信息论、概念格、群体智能算法技术等都有

了相应的研究成果．

基于粗糙集理论的应用也涌现在各行各业．许

多学者将粗糙集理论应用到了工业控制［５８］、医学卫

生及生物科学［９１１］、交通运输［１２１４］、农业科学［１５１６］、

环境科学与环境保护管理［１７］、安全科学［１８］、社会科

学［１９］、航空、航天和军事等领域［２０２１］．

粗糙集理论发展二十余年来，无论在理论研究

还是应用研究上都取得了很多成果．从认知科学的

角度讲，我们如果要学习一个新的学科，就必须建立

它的系统体系结构，同时学习思维及计算方法，这样

我们就能从已知的结果推到未知的结果．本文将在

总结已有的这些研究成果的基础上，帮助读者建立

起一个这样的系统体系结构，同时指出进一步的研

究方向．我们将这个理论目前的研究状况介绍给信

息科学工作者，希望进一步推动并促进我国在这一

领域的研究工作．

本文第２节介绍粗糙集理论基础；第３节介绍

粗糙集模型研究，将从构造化方法和公理化方法、面

向集合的观点和面向算子的观点来阐述；第４节将

探讨粗糙集理论和证据理论、模糊集、形式概念分

析、知识空间等的关系；第５节是基于粗糙集的研究

以及应用．最后是总结和展望．

２　粗糙集理论基础

本节在回顾粗糙集基础概念的基础上，说明常

见的两种研究粗糙集的方法：构造化方法和公理化

方法．并且，从集合观点和算子观点来解释粗糙集．

２．１　概念、可定义集

为了对知识进行描述，首先需要知道什么是概

念．从经典的角度来看，每个概念都包含其内涵和外

延．为了给出概念内涵和外延的具体描述，我们考虑

一个简单的知识表达系统，即信息表．信息表就是一

组对象的集合，对象通过一组属性来描述．表１就是

一个信息表的例子．

表１　信息表实例

个体编号 头疼 肌肉疼 体温 流感

狓１ 是 是 正常 否

狓２ 是 是 高 是

狓３ 是 是 很高 是

狓４ 否 是 正常 否

狓５ 否 否 高 否

狓６ 否 是 很高 是
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信息表 犕 可以形式化地表达为四元组犕＝

（犝，犃狋，｛犞犪｜犪∈犃狋｝，｛犐犪｜犪∈犃狋｝）．表１中，犝＝

｛狓１，狓２，…，狓６｝是有限非空对象的集合，也称为论域，

犃狋＝｛头疼，肌肉疼，体温，流感｝是有限非空的属性

集合．犞犪表示属性犪∈犃狋的属性值的范围，即属性犪

的值域，犐犪：犝→犞犪是一个信息函数．如果犃犃狋，则

犐犃（狓）表示犝 中对象狓在属性犃 上的属性值．

为了形式化地定义概念的内涵，可以采用决策

逻辑语言［２２］来分析信息表．我们定义和讨论的决策

逻辑语言
!

由原子公式组成，公式是一种（属性，数

据）对，用命题联词：与、或、非等通过标准的方法构

成复合公式．公式是用来描述论域中对象的工具，可

以用来描述论域中具有某些性质的对象的子集．例

如在原子公式中，有序对（头疼，是）解释为在属

性“犪＝头疼”上值为“狏＝是”的所有对象的描述．

当为信息表犕 中的一个公式时，集合犿（）＝

｛狓∈犝，狓犕｝称为犕 中公式的含义．含义犿（）

的自变量是语言的公式，其值是信息表中对象集合

的子集．犿（）就是那些具有公式的性质的对象的

全体．换句话说，公式可以描述对象子集犿（）．

这样，就建立起了公式和论域犝 的子集之间的

关系．

利用决策逻辑语言
!

，可以给出概念的形式描

述：信息表犕 中的概念就是（，犿（）），其中∈!．

概念（，犿（））的内涵是，表示 犕 中对对象子集

犿（）的描述；概念（，犿（））的外延是犿（），其含义

是满足公式的所有对象的全体．

在粗糙集理论的很多应用中，经常考虑的只是

一个属性子集犃犃狋，即在决策逻辑语言中只考虑

犃中的属性．我们用符号!

（犃）表示由属性子集犃

定义的语言．将前面讨论中出现的!

用
!

（犃）来代

替，相应的结论也都成立．

考虑属性子集犃犃狋及其相应的语言!

（犃），

可定义集的形式化定义［２３］如下．

定义１．　在信息表 犕 中，如果称子集犡犝

是可被属性子集犃犃狋定义的，当且仅当在语言

!

（犃）中存在一个公式使得犡＝犿（）．否则，犡 称

为不可定义的．

值得注意的是，这里谈到的可定义，是指在属性

子集犃上是可定义的．

例如，表１中，我们考虑属性子集犃＝｛头疼，肌

肉疼｝，子集犡１＝｛狓１，狓２，狓３｝犝，公式１：（头疼＝

是）∧（肌肉疼＝是）．那么在语言!

（犃）中，显然有

犡１＝犿（１），子集｛狓１，狓２，狓３｝是可定义集．而且，子

集犡２＝｛狓４，狓６｝、犡３＝｛狓５｝也是可定义集，满足的

公式分别是２：（头疼＝否）∧（肌肉疼＝是）；３：（头

疼＝否）∧（肌肉疼＝否）．

根据定义１，可定义集的全体表示为

犇犲犳（犝，!（犃））＝｛犿（）｜∈!

（犃）｝．

如果概念的外延能用逻辑公式简洁地表达，那

它就是一个可定义的概念；从这个角度讲，概念的外

延就是可定义集．

类似地，由语言
!

（犃）定义的概念集合表示为

犇犲犳犆狅狀（犝，!（犃））＝｛（，犿（））｜∈!

（犃）｝．

很明显，如果两个对象狓犻，狓犼是等价的，那么他

们在语言
!

（犃）中由相同的公式描述，或者说他们在

犃上的各个属性值相同．刚才得到的可定义集就是

属性集合犃上的等价关系犈（犃）在论域犝 上产生的

划分，记为犝／犈（犃）＝｛［狓］犈（犃）｜狓∈犝｝，［狓］犈（犃）是由

关系犈（犃）确定的等价类，同一个等价类中的对象

是不可分辨的，所以，有时我们也称等价关系为不可

分辨 关系．上例 中，犝／犈（犃）＝ ｛｛狓１，狓２，狓３｝，

｛狓４，狓６｝，｛狓５｝｝．

等价类［狓］犈（犃）的并显然是可定义集．比如，考

虑子集犡＝｛狓１，狓２，狓３，狓４，狓６｝，它是等价类的并，描

述这个子集的公式为＝１∨２．

２．２　近似空间

语言
!

（犃）的所有可定义集正好构造成一个σ

代数σ（犝／犈（犃）），即

犇犲犳（犝，!（犃））＝σ（犝／犈（犃））．

序对犪狆狉＝（犝，犈（犃））称为一个Ｐａｗｌａｋ近似空

间，简称近似空间．所以，也可以将语言!

（犃）的所有

可定义集记为犇犲犳（犝，!（犃））＝犇犲犳（犪狆狉）．

通过 犝／犈（犃），可 以 构 造 一 个σ 代 数，即

σ（犝／犈（犃）），它包含空集和等价关系犈（犃）构成

的等价类及其并，并且在交、并和补运算上是封闭

的．那么，Ｐａｗｌａｋ近似空间也唯一确定了一个拓扑

空间（犝，σ（犝／犈（犃）））．

２．３　上下近似

针对不可定义集，显然不可能构造一个公式来

精确描述，只能通过上下界逼近的方式来刻画，这就

是粗糙集理论中的上下近似算子．

定义２．　设犈（犃）是信息表犕 上的等价关系，

犡犝，上下近似算子犪狆狉犈（犃），犪狆狉犈（犃）（下文我们采

用缩写形式犪狆狉，犪狆狉）定义为

犪狆狉（犡）＝∪｛犢｜犢∈σ（犝／犈（犃）），犢∩犡≠｝

＝∩｛犢｜犢∈犇犲犳（犝，!（犃），犡犢｝；
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犪狆狉（犡）＝∪｛犢｜犢∈σ（犝／犈（犃）），犢犡｝

＝∪｛犢｜犢∈犇犲犳（犝，!（犃），犢犡｝．

上近似犪狆狉（犡）是包含犡 的最小可定义集，下

近似犪狆狉（犡）是包含在犡中的最大可定义集．

根据定义２，可定义集显然有相同的上下近似．

刚才我们在可定义的基础上构造了一对近似算子．

也就是说，只有当对象不可定义时，才会用上下近似

的方法来描述．

考虑子集犡犝，论域空间将被分成３个区域：

（１）集合犡的正域：

犘犗犛（犡）＝犪狆狉（犡）；

（２）集合犡的负域：

犖犈犌（犡）＝犘犗犛（～犡）＝犝－犪狆狉（犡）；

（３）集合犡的边界域：

犅犖犇（犡）＝犪狆狉（犡）－犪狆狉（犡）．

如果犅犖犇（犡）是空集，则称集合犡 关于关系

犈（犃）是清晰的（ｃｒｉｓｐ）；反之，如果犅犖犇（犡）不是空

集，则称集合犡为关于关系犈（犃）粗糙的（ｒｏｕｇｈ）．

２．４　粗糙集

Ｐａｗｌａｋ
［１，２２］定义由等价关系确定的等价类

［狓］犈（犃）的集合就组成了Ｐ１粗糙集集合（Ｐ１Ｒｏｕｇｈ

Ｓｅｔ，ＰＲＳ１）．显然，Ｐ１粗糙集集合是子集集合，即

犘犚犛１＝｛［狓］犈（犃）｜犡２
犝｝．

借助上下近似的描述，也可以给出和犘犚犛１等价

的关于粗糙集的另外一种定义，称为Ｐ２粗糙集集

合．即犘犚犛２＝｛〈犡１，犡２〉｝＝｛〈犪狆狉（犡），犪狆狉（犡）〉｝．

犘犚犛１和犘犚犛２通称为Ｐａｗｌａｋ粗糙集．

有很多形式来描述粗糙集，比如Ｉｗｉｎｓｋｉ
［２４］在

布尔代数２犝的子代数上来描述粗糙集，他定义粗糙

集为一对可定义集；Ｙａｏ
［２５］在论域犝 的子集空间２犝

上描述粗糙集，定义粗糙集为一个闭区间集合．从代

数学意义上讲，Ｉｗｉｎｓｋｉ粗糙集代数和区间代数是等

价的，Ｉｗｉｎｓｋｉ粗糙集代数系统可以看作为一个上下

界是可定义集的区间代数系统．

同时，Ｐａｗｌａｋ、Ｓｋｏｗｒｏｎ、Ｗｏｎｇ和 Ｙａｏ
［２６２７］等

也提出用论域犝 的元素狓来描述粗糙集．一种简单

有效解释粗糙集的方法就是应用３个成员（隶属度）

函数来描述，即粗糙隶属度函数μ犡（狓）、强隶属度函

数μ犪狆狉（犡）（狓）和弱隶属度函数μ犪狆狉（犡）（狓）．

关于 粗 糙 隶 属 度 函 数 的 定 义，有 多 种 形

式［２８２９］．比如，文献［２８］采用三值逻辑［０，α，１］定义

的粗糙隶属度函数建立起了粗糙集和模糊集的关

系，用模糊集合来描述Ｉｗｉｎｓｋｉ粗糙集集合，并给出

了它们之间的关系．换句话说，采用此种隶属度函数

来描述粗糙集，建立起了粗糙集和模糊集的关系．

基于文献［２８］的隶属度函数，许多学者研究并

提出了各种概率模型：模糊集意义下的α截集、经典

Ｐａｗｌａｋ粗糙集、可变精度粗糙集（ＶＰＲＳ）、决策粗糙

集理论等．

以上对粗糙集的解释都是从集合的观点进行

的；还存在另外一种观点，即从算子的观点来解释粗

糙集．在面向算子的观点中，上下近似被看作是论域

幂集空间２犝上的一对一元算子犔 和犎．也就是说，

粗糙集理论中研究的系统（２犝，～，∩，∪，犔，犎）是标

准集合系统（２犝，～，∩，∪）附加了两个近似算子的

扩展．文献［３０］对各种算子的定义及其相互关系作

了探讨．

２．５　理论研究方法

经典粗糙集理论的基本思想是基于等价关系的

粒化与近似的数据分析方法．粗糙集理论与应用的

核心基础是从近似空间导出的一对近似算子，即上

近似算子和下近似算子（又称上、下近似集）．目前，

主要有两种研究方法来定义近似算子：构造化方法

和公理化方法．

２．１节中我们采用构造化方法回顾了经典的

Ｐａｗｌａｋ粗糙集模型．构造化方法的主要思路就是通

过直接使用二元关系的概念来定义粗糙集的近似算

子，从而导出粗糙集代数系统（２犝，∩，∪，～，犪狆狉，

犪狆狉）．构造化方法所研究的问题往往来源于实际，

所建立的模型有很强的应用价值，其主要缺点是不

易深刻体现近似算子的公理（代数）性质．所以，也有

许多学者从公理化的角度来研究粗糙集．

公理化方法也称为代数方法，有时也称为算

子方法，这种方法不像构造化方法中是以二元关

系为基本要素的，它的基本要素是一对满足某些

公理的一元近似算子犔，犎：２犝→２
犝，即粗糙代数系

统（２犝，～，∩，∪，犔，犎）中近似算子犔和犎 是事先

给定的．然后再去找二元关系使得由该二元关系及

其生成的近似空间按构造化方法导出的近似算子恰

好就是给定的由公理化方法定义的集合算子．近似

算子的某些特殊公理能保证有一些特殊类型的二元

关系存在，使这些关系能够通过构造方法产生给定

的算子；反之，由二元关系通过构造方法导出的近似

算子一定满足某些公理，使这些公理通过代数方法

产生给定的二元关系．

用公理化方法研究粗糙集最早的是 Ｌｉｎ和

Ｌｉｕ
［３１］．由于Ｌｉｎ和Ｌｉｕ给出的公理组不独立，文献

［３２］对其进行了改进．Ｙａｏ与Ｔｈｉｅｌｅ从不同的角度

２３２１ 计　　算　　机　　学　　报 ２００９年



分别对于一般关系下的经典粗糙集近似算子作了比

较完整的公理化刻画．文献［３３］刻画了一般关系下

各种经典粗糙近似算子的独立性公理集．

目前，关于粗糙集理论的公理化研究，已经取得

了进一步的成果［３４３６］．关于公理化的研究主要从公

理组的极小化及独立性两方面展开研究工作．近年

来，许多学者也展开了关于模糊粗糙近似算子、粗糙

模糊近似算子、直觉模糊粗糙近似算子的构造性定

义及其公理集的研究；其中，关于公理集的最小化问

题、独立性问题还有待进一步的研究．

目前，关于构造化方法研究粗糙集理论的成果

相对多些，比如我们后面的很多介绍都是采用构造

方法进行的．

３　粗糙集模型扩展

粗糙集模型扩展是粗糙集理论研究的一个重要

方向．结合其它理论方法与技术，大量的研究成果涌

现．本节通过举例说明如何进行模型扩展，希望起到

抛砖引玉的作用．

本节首先介绍上下近似的扩展定义，然后从粗

糙集基于元素、粒、子系统、论域、关系、集合或近似

空间等方向介绍相关的一些扩展模型．这些方面又

常常不是单独出现的，还可以交叉、综合．

３．１　上下近似的扩展定义

如果二元关系犚是等价关系［狓］犚，在近似空间

（犝，犚）上就得到Ｐａｗｌａｋ的基于元素的定义
［３７］；如

果犚是等价关系［狓］犚，在近似空间（犝，σ（犝／犚））上

则有基于粒的定义［３７］；如果二元关系犚是子集（子

系统），在近似空间（犝，σ（犝／犚））上则有基于子系统

的定义［３７］．

基于元素（ｅｌｅｍｅｎｔｂａｓｅｄ）的定义：

犪狆狉（犡）＝｛狓｜狓∈犝，［狓］犚∩犡≠｝

＝｛狓｜狓∈犝，狔∈犝［狓犚狔，狔∈犡］｝，

犪狆狉（犡）＝｛狓｜狓∈犝，［狓］犚犡｝

＝｛狓｜狓∈犝，狔∈犝［狓犚狔狔∈犡］｝．

基于粒（ｇｒａｎｕｌｅｂａｓｅｄ）的定义：

　犪狆狉（犡）＝∪｛［狓］犚｜［狓］犚∈σ（犝／犚），

［狓］犚∩犡≠｝，

　犪狆狉（犡）＝∪｛［狓］犚｜［狓］犚∈σ（犝／犚），［狓］犚犡｝．

基于子系统（ｓｕｂｓｙｓｔｅｍｂａｓｅｄ）的定义：

　犪狆狉（犡）＝∩｛犢｜犢∈σ（犝／犚），犡犢｝，

　犪狆狉（犡）＝∪｛犢｜犢∈σ（犝／犚），犢犡｝．

上述３种定义分别从元素、粒和子系统的角度

对等价关系进行了阐述．这３种等价的定义给出了

粗糙集理论中上下近似的不同表达方式．

在基于元素的定义中，如果一个元素狓的所有

等价元素（也就是它的等价类）都在集合犡 中，则狓

在犡 的下近似犪狆狉（犡）中；如果至少有一个狓的等价

元素在犡中，则这个元素狓在犡 的上近似犪狆狉（犡）

中．在基于粒的定义中，所有包含于犡的等价类的并

组成下近似犪狆狉（犡），所有和犡交集不为空的等价类

的并组成上近似犪狆狉（犡）．在基于子系统的定义中，

下近似犪狆狉（犡）就是包含于犡 的在子系统σ（犝／犚）

中的那些最大可定义集，上近似犪狆狉（犡）就是那些包

含犡的在子系统σ（犝／犚）中的最小可定义集．

有了上下近似的定义，就很容易得到粗糙集理

论中的其它概念的定义，比如边界域、正域、负域等．

这３种定义为结合其它理论扩展粗糙集模型建立起

了联系．

３．２　基于元素的扩展模型

设犚犝×犝 是论域上的一个任意二元关系，

则其定义了一个扩展的近似空间犪狆狉＝（犝，犚）．

从集合的观点来看，利用非等价关系显然可以

扩展３．１节中基于元素的粗糙集定义．例如，将元素

狓所在的等价类［狓］犚看成是狓 的一个邻域，从而得

到基于邻域的粗糙集模型［３８］．邻域关系犚狊（狓）只要

求满足自反性，不要求一定满足对称性或者传递性．

那么在基于元素的定义中，将等价类［狓］犚用非等价

关系犚狊（狓）代替，就得到基于非等价关系犚狊（狓）的

粗糙集模型：

犪狆狉（犡）＝｛狓｜狓∈犝，犚狊（狓）∩犡≠｝，

犪狆狉（犡）＝｛狓｜狓∈犝，犚狊（狓）犡｝．

经典粗糙集模型是邻域模型中犚狊（狓）为等价关

系时的特例．

同理，读者也可以定义其它的非等价关系来扩

展粗糙集理论．比如，为了处理不完备信息系统，已

有的多种扩展模型：容差关系、相似关系、量化容差

关系、限制容差关系和特征关系等等［３９４２］都是利用

各种非等价关系来扩展基于元素的粗糙集定义而得

到的．

从算子的观点来看，粗糙集模型中的近似算子

可以和模态逻辑中的必然性算子和可能性算子相联

系起来［４３］．在模态逻辑的公理化系统中，如果必然

性算子□用下近似算子犔来代替，可能性算子◇用

上近似算子犎来代替，非联结符　﹁用集合补运算～

代替，合取联结符∧用集合交运算∩代替，析取联结

符∨用集合并运算∪代替，蕴涵→用集合包含代
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替，那么得到的公理化系统就是一个粗糙集代数系

统．比如，已经有文献基于模态逻辑提出分级模态粗

糙集模型和概率模态粗糙集模型等［４３４５］．

关于模态逻辑的研究成果已经很多，如果将模

态逻辑中的研究方法与研究成果移植到粗糙集理论

研究中来，或者结合粗糙集理论来研究模态逻辑都

将是新的研究方向．

３．３　基于粒的扩展模型

基于粒的粗糙集定义是从等价类（划分）的角度

出发来讨论的．在基于Ｐａｗｌａｋ经典粗糙集的粒计

算模型中，划分就是一个基本粒．显然，如果扩展划

分的概念，就可以得到基于粒的扩展粗糙集模型；同

时，这也为粒计算的模型研究指明了新的研究方向．

Ｚａｋｏｗｓｋｉ在文献［４６］中将划分扩展到了覆盖．

设犆是论域犝 上的子集族，如果犆中的所有子集都

不空，且∪犆＝犝，则称犆是犝 的覆盖．那么在基于

粒的定义中，用犆 的子集代替［狓］犚，覆盖犆 代替

σ（犝／犚），就得到一对覆盖上下近似算子：

犪狆狉犡＝∪｛犢｜犢∈犆，犢∩犡≠｝；

犪狆狉犡＝∪｛犢｜犢∈犆，犢犡｝．

文献［３６，４７５０］都对覆盖广义粗糙集理论进行

了深入的研究．文献［３６］从不同的粒度结构来扩展

粗糙集模型，从简单的单层结构到复杂的层次结构

以及如何利用非等价关系来扩展粒度概念作了探

讨．文献［４７］结合形式概念分析来研究覆盖广义粗

糙集模型，文献［４８］讨论了基于覆盖的约简问题，文

献［４９５０］研究了各种不同类型的扩展覆盖粗糙集

模型及其关系等．

另一方面，基于这些扩展模型的应用研究也得

到了发展［５１５２］，比如覆盖粗糙集扩展模型应用于词

计算、社会科学、软件水印与软件混淆、泛逻辑中等

相关的成果已经开始出现．

目前，基于粒的粗糙集理论扩展主要结合了覆

盖和形式概念分析理论，如何结合其它粒计算工具

扩展粗糙集理论将是未来的研究方向之一．

３．４　基于子系统的扩展模型

在标准的基于子系统的粗糙集模型中，定义上

下近似用到的是相同的子系统．如果要扩展基于子

系统的定义，我们需要两个子系统，一个用于定义上

近似，一个用于定义下近似［５３］．

例如，在拓扑空间（犝，Ο（犝））中，子集族Ο（犝）

２犝称为犝 上的开集；开集的补集称为闭集，记为

犆（犝）＝｛　﹁犡｜犡∈Ο（犝）｝．开集包含和犝，并且在

并运算和有限次交运算下是封闭的；闭集包含和

犝，在交运算和有限次并运算下封闭．那么，在３．１节

基于子系统的下近似定义中用Ο（犝）代替σ（犝／犚），

上近似定义中用犆（犝）代替σ（犝／犚）就得到扩展了

的模型：

犪狆狉（犡）＝∩｛犢｜犢∈犆（犝），犡犢｝；

犪狆狉（犡）＝∪｛犢｜犢∈Ο（犝），犢犡｝．

在这种情况中，上下近似算子事实上就是拓扑

中的内部算子和闭包算子．经典粗糙集模型是拓扑

空间中开集和闭集相等时的特例．

同理，也可以结合拓扑、闭系统、布尔代数、格、

偏序等来扩展粗糙集理论；或者，从其它理论出发来

探讨他们同粗糙集理论的关系．设计合适的子系统

是研究的关键．例如，文献［５４］在完全分配格上定义

了一般化的粗糙近似算子，文献［５５］在完备的原子

布尔格上定义了粗糙近似并且研究了粗糙近似的结

构，文献［５６］在布尔代数的基础上讨论了约简问题．

相关的应用也出现在数据挖掘、信息检索［５７］等领域．

３．５　双论域模型

在经典Ｐａｗｌａｋ粗糙集模型中考虑的论域通常

只有一个犝，我们也可以从论域上来推广粗糙集

理论．

文献［５８］第一次将粗糙集模型推广到了两个不

同但相关联的论域上．设犝，犞 是两个论域，元素狌∈

犝 和狏∈犞 是相容的，记为狌"犝．不失一般性，假定

针对每个狌∈犝，都有一个狏∈犞 存在，使得他们是

相关联的，反之亦然．那么犝，犞 之间的相容关系 "

就可以用一个多值映射γ：犝→２
犞来定义，即γ（狌）＝

｛狏∈犞｜狌"狏｝．为了扩展粗糙集模型，文献［５８］定义了

如下一对上下近似：

犪狆狉"

（犡）＝｛狌∈犝｜γ（狌）∩犡≠｝；

犪狆狉"

（犡）＝｛狌∈犝｜γ（狌）犡｝．

上述定义也可以看作是３．１节基于元素定义的

模型推广，这时的二元关系就变成为两个论域笛卡

尔乘积的一个子集．

文献［５９］进一步研究推广了基于双论域的粗糙

集模型，并将其应用于不确定性推理中．文献［５９６１］

结合模糊集将该理论推广到多个论域，其特点是论

域犝 中的模糊集犡 的上下近似是由另一个论域犞

中的元素来表达的．

如何结合其它理论从多论域的角度来研究粗糙

集理论还有待进一步的工作．

３．６　概率模型

根据是否使用了统计信息，粗糙集模型扩展大

致可以分为两类：一类是经典的代数粗糙集模型，另
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一类是概率型的粗糙集模型．前述各种模型都是基

于代数粗糙集模型的扩展．概率型的粗糙集模型在

粗糙隶属度函数的基础上来讨论．

对于任意犡犝，粗糙隶属度函数定义为

μ犡（狓）＝
｜犡∩［狓］犚｜
｜［狓］犚｜

．

文献［２７］提出了决策粗糙集理论，得到了犡 的

上下近似定义：

犪狆狉β，δ（犡）＝犘犗犛β，δ（犡）∪犅犖犇β，δ（犡）

＝｛狓｜狓∈犝，犘（犡｜狉（狓））＞δ｝，

犪狆狉β，δ（犡）＝犘犗犛β，δ（犡）

＝｛狓｜狓∈犝，犘（犡｜狉（狓））β｝．

进一步分析会发现许多概率型粗糙集模型可以

由决策粗糙集导出，它们均可以视为决策粗糙集的

特例．

比如，当β＝１，δ＝０时，概率函数取

犘（犡｜狉（狓））＝
｜犡∩狉（狓）｜
｜狉（狓）｜

，

那么犪狆狉１，０（犡）和犪狆狉１，０（犡）将表示为

犪狆狉１，０（犡）＝｛狓｜狓∈犝，狉（狓）∩犡≠｝，

犪狆狉１，０（犡）＝｛狓｜狓∈犝，狉（狓）犡｝．

显然，如果狉（狓）是等价关系，这个模型就是经

典Ｐａｗｌａｋ粗糙集模型．

文献［６１］指出经典代数粗糙集模型的约简理论

不再适用于概率型粗糙集模型，由此提出了决策粗

糙集约简所需保持不变的若干特征，并系统阐述了

决策粗糙集约简理论．决策粗糙集理论在网络支持

系统、属性选择和信息过滤中得到了应用［６２６５］．

更多的基于概率的模型［６６６９］得到发展，比如：

０．５概率粗糙集模型、可变精度粗糙集模型（ＶＰＲＳ）、

参数化粗糙集模型和贝叶斯粗糙集模型等．

目前，概率型粗糙集的有关研究主要有３个重

点：（１）概率型上下近似集和正、负、边界区域特征；

（２）概率型规则的语义解释；（３）概率型粗糙集属性

约简理论．

４　粗糙集与其它不确定信息

处理理论的联系

随着对粗糙集理论研究的不断深入，与其它数

学分支的联系也更加紧密．粗糙集理论研究不但需

要以这些理论作为基础，同时也相应地推动这些理

论的发展．本节探讨粗糙集理论与其它不确定信息

处理理论的关系．

４．１　粗糙集和证据理论

粗糙集理论与ＤｅｍｐｓｔｅｒＳｈａｆｅｒ证据理论（ＤＳ

证据理论）在处理不确定性的问题方面，产生和研究

的方法是不同的，但却有某种相容性，粗糙集理论是

为开发规则的机器自动生成而提出的，而ＤＳ证据

理论主要用于证据推理．

ＤＳ证据理论用一对信任函数和似然函数在给

定证据下对假设进行估计和评价．利用基本概率分

配函数犿：２犝→［０，１］，信任函数和似然函数定义为

犅犲犾（犡）＝∑
犃犡

犿（犃），犘犾（犡）＝ ∑
犃∩犡≠

犿（犃）．

在证据理论中，基本概率分配函数（即 ｍａｓｓ函

数）一般是由主观给出的可信度，所以又被称为可信

度分配函数．

观察证据理论中信任函数和似然函数的定义形

式，可以发现其和粗糙集理论中的上下近似有相似

之处．文献［７０７１］讨论了二者的关系，得出以下结

论：在一个随机近似空间犪狆狉＝（犝，犚，（σ（犕），犘））

上，对于任意犡犝，定义

犅犲犾（犡）＝犘（犪狆狉（犡）），犘犾（犡）＝犘（犪狆狉（犡）），

则犅犲犾（犡）和犘犾（犡）是犝 上一对对偶的信任函数和

似然函数，其对应的ｍａｓｓ函数为

犿（犡）＝
犘（犡）， 犡∈犝／犚

０，｛ 其它
．

在这种情况下，信任结构中的焦元是两两不相

交的，是论域上的划分，此时信任函数退化为内概

率．犘（犪狆狉（犡））和犘（犪狆狉（犡））分别为犡 的上、下近

似随机质量：

犘（犪狆狉（犡））＝
｜犪狆狉（犡）｜

｜犝｜
，

犘（犪狆狉（犡））＝
｜犪狆狉（犡）｜

｜犝｜
．

可见，粗糙集理论中的下近似和上近似的概率

恰好分别是信任函数和似然函数［７０］，然而生成信任

函数和似然函数的基本概率分配函数方法是不同

的，前者来自于系统中数据本身，比较客观，而后者

往往来自于专家的经验，带有很强的主观性．

文献［７２７３］等进一步讨论了粗糙集理论与ＤＳ

证据理论的关系，二者有很强的互补性．从代数学意

义上来讲，任何具有概率特性的信任函数都可以有

相应的扩展粗糙集模型，比如，在串行代数、区间代

数等结构上已有一些研究成果出现．

４．２　粗糙集和模糊集

模糊集和粗糙集理论在处理不确定性和不精确
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性问题方面都推广了经典集合论，两个理论的比较

和融合一直是人们感兴趣的话题．鉴于粗糙集理论

和模糊集理论之间的互补性，文献［７４７９］提出了模

糊粗糙集和粗糙模糊集的概念．

设（犝，犚）是近似空间，犚是论域犝 上的等价关

系，犉是一个模糊集，则犉∈#

（犝），模糊集犉在空

间（犝，犚）上的上下近似犪狆狉犚（犉）、犪狆狉犚（犉）是一对

模糊集：

μ犪狆狉犚犉
（狓）＝ｓｕｐ｛ｍｉｎ［μ犉（狔），μ犚（狓，狔）］｜狔∈犝｝，

μ犪狆狉犚犉
（狓）＝ｉｎｆ｛ｍａｘ［μ犉（狔），１－μ犚（狓，狔）］｜狔∈犝｝

（ＲＦ）

（犪狆狉犚（犉），犪狆狉犚（犉））称为模糊集犉在犝 上的

粗糙模糊集．ＲｏｕｇｈＦｕｚｚｙ模型将近似对象由ｃｒｉｓｐ

集犡扩展为了模糊集犉．

如果进一步将等价关系犚 扩展为模糊相似关

系
$

，则有模糊近似空间（犝，$）．犉∈#

（犝），模糊

集 犉 在 空 间 （犝，$）上 的 上 下 近 似犪狆狉
$

（犉）、

犪狆狉
$

（犉）是一对模糊集：

μ犪狆狉
$

犉
（狓）＝ｓｕｐ｛ｍｉｎ［μ犉（狔），μ$

（狓，狔）］｜狔∈犝｝，

μ犪狆狉
$

犉
（狓）＝ｉｎｆ｛ｍａｘ［μ犉（狔），１－μ$

（狓，狔）］｜狔∈犝｝

（ＦＲ）

（犪狆狉
$

（犉），犪狆狉
$

（犉））称为模糊集犉在犝 上的

模糊粗糙集．ＦｕｚｚｙＲｏｕｇｈ模型不仅将近似对象从

ｃｒｉｓｐ集犡扩展到了模糊集犉，而且将论域上的等价

关系犚扩展到了模糊相似关系$．

从式（ＲＦ）、（ＦＲ）显而易见，粗糙模糊集是模

糊粗糙集的特例．而经典粗糙集又是粗糙模糊集中

近似对象为ｃｒｉｓｐ集时的特例，为了更好地理解这个

结论，我们来看粗糙集的另一个定义形式．

如前所述，粗糙集是通过上下近似来描述的，上

下近似有时候也称为粗糙集的弱强成员函数．用

μ犡，μ犚来表示犡和犚的成员函数，注意到集合描述的

特征函数表示（即μ犡（狔）＝１，若狔∈犡；否则为０），则

基于元素的粗糙集定义可改写为

μ犪狆狉犚（犡）
（狓）＝ｓｕｐ｛μ犡（狔）｜狔∈犝，（狓，狔）∈犚｝，

μ犪狆狉犚（犡）
（狓）＝ｉｎｆ｛μ犡（狔）｜狔∈犝，（狓，狔）∈犚｝．

其含义是直观的，只有任意与狓具有等价关系犚

的狔都在集合犡中（即μ犡（狔）＝１），才有μ犪狆狉犚犡（狓）＝１

（即狓∈犪狆狉犚犡）．另一式理解类似．我们还可以进一

步改写上式得到

μ犪狆狉犚（犡）
（狓）＝ｓｕｐ｛ｍｉｎ［μ犡（狔），μ犚（狓，狔）］｜狔∈犝｝，

μ犪狆狉犚（犡）
（狓）＝ｉｎｆ｛ｍａｘ［μ犡（狔），１－μ犚（狓，狔）］｜狔∈犝｝

（Ｒ）

事实上，上式也是一对模糊集．观察式（Ｒ）、

（ＲＦ），显然经典粗糙集是粗糙模糊集在近似对象为

ｃｒｉｓｐ集犡时的特例．

既然粗糙集、模糊粗糙集和粗糙模糊集是模糊

集，那它们一定可以用α截集的形式来表达，文献

［７５］讨论了该工作．另外，文献［７６］结合概率粗糙集

模型进行了推广；文献［７７］讨论了应用模糊粗糙集

于属性约简和决策规则的获取．文献［７８８１］等讨论

了各种扩展模型应用于信息检索、文字识别、股票价

格预测等．

４．３　粗糙集和形式概念分析

形式概念分析是一种从形式背景建立概念格来

进行数据分析的方法．形式背景（犝，犞，犚）由对象集

犝 和属性集犞 的一个二元关系犚 给出．在一个形式

背景中，我们可以构造（对象，属性）对，称为形式概

念，记为（犃，犅），其中犃犝，犅犞．形式概念中的

对象犃称为外延，即犲狓狋犲狀狋（犃，犅）＝犃；形式概念中

的属性犅称为内涵，即犻狀狋犲狀狋（犃，犅）＝犅．所有的形

式概念组成一个完全格，称为概念格，记为犔（犝，犞，

犚），或者简记为犔．

形式概念的外延可看成是对象的可定义集，从

某种意义上来说，这一点和粗糙集的可定义集定义

不同．事实上，形式概念的外延是一个依据内涵得到

的不可区分对象集．根据内涵的属性集，外延中的所

有对象都是不可区分的；外延中的所有对象具有内

涵中的所有属性．所有的外延，即对象集可以被认为

是一个不同的可定义集系统．任意的一个对象集可

能不是形式概念的外延．当对象集不是形式概念的

外延时，我们认为它是不可定义集．因此，在形式概

念分析中，提出一种不同的可定义性．

所有的外延形成对象论域幂集上的一个子系

统，这个子系统对交运算是封闭的．任何形式概念的

外延可看成是一个可定义集．借助粗糙集上下近似

算子，对任意一个对象集犡犝，我们可以用概念的

外延从上下逼近来描述．扩展３．１节基于子系统的

定义，即集合运算符∩和∪分别用格理论中算子∧

和∨代替，子系统σ（犝／犚）用格犔代替，对象的可定

义集就是形式概念的外延，那么就得到了在近似空

间犪狆狉＝（犝，犔）上基于格理论的关于对象子集犡的

上下近似定义［８２］：

　犾犪狆狉犡 ＝犲狓狋犲狉狀（∧｛（犃，犅）｜（犃，犅）∈犔，犡犃｝）

＝∩｛犃｜（犃，犅）∈犔，犡犃｝，

　犾犪狆狉犡 ＝犲狓狋犲狉狀（∨｛（犃，犅）｜（犃，犅）∈犔，犃犡｝）

＝（∪｛犃｜（犃，犅）∈犔，犃犡｝）．
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运用近似算子的子系统定义，由于子系统只对

交运算封闭，上近似由一个概念的外延组成而下近

似由一组概念的内涵来描述，有可能犡 的下近似不

是犡 的子集．所以，上述算子是一种逼近描述．粗糙

集理论的目的是预测，形式概念分析的目的是描

述［８３］．

目前，基于形式概念分析和粗糙集理论的结合

研究已经形成一个新的研究热点．研究成果体现在

以下几方面：（１）在形式概念分析中提出不同的近

似算子［８４］；（２）将粗糙集的结果引入形式概念分析

中研究形式概念分析的约简问题［８５］；（３）通过模式

类型算子描述概念和层次概念组织（即概念格）可应

用到粗糙集分析中［８６］．此外，形式概念分析中的依

赖空间问题也得到了研究［８７］．

４．４　粗糙集和知识空间

粗糙集理论和知识空间理论都是研究知识结构

的理论；但他们用于解决不同的实际问题．粗糙集主

要研究如何对数据进行分析及知识发现；而知识空

间［８８８９］着重对问题集进行分析，从而对个体知识状

态进行评估．如何将知识空间和粗糙集理论结合正

在成为一个新的研究方向．

粗糙集理论和知识空间都在一个有限的论域集

以及一些论域集的子集上进行讨论，可记为（犝，%），

其中
%２

犝．在粗糙集中，犝 中的元素称为对象，%中

的元素称为可定义集；对不可定义集，我们必须通过

一对可定义集合分别从上下逼近来表示．在知识空

间中，犝 是一组问题集，而%

中的元素犓 称为个体的

知识状态，
%

称为知识结构．某个个体的知识状态犓

由问题间的依赖关系或者不同个体掌握不同的问题

集决定．利用ｓｕｒｍｉｓｅ关系犘
［８８］（关系犘 满足传递

性和自反性），知识结构可以定义为

%＝｛犓｜（狇，狇′∈犙，狇犘狇′，狇′∈犓）狇∈犓｝．

此定义中，知识结构
%

既包含空集也包含问

题集犝，并且在集合交运算和集合并运算下封闭．由

此，定义了一个近似空间犪狆狉＝（犝，%）．那么，在近

似空间（犝，%）上，针对问题子集犡犝，在３．１节

基于子系统的上下近似定义的基础上有以下扩展定

义［９０］：

犪狆狉（犡）＝｛∩｛犓∈%｜犡犓｝｝，

犪狆狉（犡）＝｛∪｛犓∈%｜犓犡｝｝．

在这个定义形式中，知识结构在补运算中不封

闭，也就是说，扩展模型不满足经典粗糙集理论中的

对偶性质．

读者也可以尝试其它形式的扩展，比如知识结

构
%

只在并运算下封闭，通过分析
%

中的知识状态，

找出最有效的解决问题的捷径．

虽然粗糙集和知识空间研究对象不同，但从粒

计算的角度来看，它们都可看成由一些基本粒通过

不同的方式构造粒结构的过程．%其实是对知识从

不同大小的粒度进行多层次的描述．关于这方面的

研究成果尚不多，希望能有更多的学者参与这个问

题的研究．

４．５　粗糙集和粒计算

粒计算是一门飞速发展的新学科．它融合了粗

糙集、模糊集及人工智能等多种理论的研究成果．词

计算模型、粗糙集模型和商空间模型是３个主要的

粒计算（ＧｒａｎｕｌａｒＣｏｍｐｕｉｎｇ，ＧｒＣ）模型
［９１９２］．粗糙

集理论已经成为研究粒计算的重要工具．

基于粗糙集模型的粒计算，它的粒是一个划分，

是一个特别的粒计算结构．基本知识粒度的构造和

知识表示方法的拓广，实质是将粗糙集的商集扩展

成一个拓扑空间，以此保证运算的封闭性，即用

σ（犝／犚）代替犝／犚，它是布尔代数（２
犝，～，∩，∪）的

一个子代数，则（犝，σ（犝／犚））构成一个拓扑空间．

近些年，基于粗糙集理论来研究粒计算的工作

尤为突出．文献［９３］使用ＲｏｕｇｈＭｅｒｅｏｌｏｇｙ方法和

神经网络技术，基于知识粒化思想，提出了一个

Ｒｏｕｇｈ神经计算（ＲＮＣ）模型，将粗糙集的知识基

（划分块）和神经网络相结合，形成一种高效的神经

计算方法．文献［９４］综述了关于ＲＮＣ模型的主要

研究线索．文献［９５］利用粗糙集粒计算模型来学习

分类规则，用粒网格来表示学习所得的分类知识，提

出了粒之间关联性的度量公式，通过搜索粒来归纳

分类规则，给出了构造粒网格的算法．在研究Ｒｏｕｇｈ

推理的基础上，文献［４５］对粒逻辑进行了探讨．

文献［９６］结合粗糙集邻域系统对粒计算进行了

详细的研究，为数据挖掘提供了新的方法和视角．两

个覆盖生成相同覆盖广义粗集的判别条件［９７］、覆盖

粒计算模型的不确定性度量［９８］、基于集合论覆盖原

理的粒计算模型［９９］等也得到了研究．

文献［１００１０１］以容差关系为基础，提出了不完

备信息系统的粒计算方法，使用属性值上的容差关

系给出不完备信息系统的粒表示、粒运算规则和粒

分解算法，同时结合粗糙集中的属性约简问题，提出

了不完备信息系统在粒表示下属性必要性的判定

条件．
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结合粗糙集理论的粒计算方法已经在机器学

习、数据分析、数据挖掘、规则提取、智能数据处理和

粒逻辑等［９２］方面取得了一定的应用．

５　基于粗糙集的应用研究

目前，基于粗糙集理论的应用研究主要集中在

知识获取、基于粗糙集的计算智能算法研究等方面．

这些研究成果成功应用在许多领域，有的已经获得

了商业价值．

５．１　知识获取

知识获取是发现存在于数据库中有效的、新颖

的、具有潜在效用的乃至最终可理解的模式的非平

凡过程．粗糙集理论可支持知识获取的多个步

骤［１０２］，如数据预处理、属性约简、规则生成、数据依

赖关系获取等．

传统的基于粗糙集理论的数据预处理过程通常

包括决策表补齐和决策表离散化．关于这方面的研

究工作已经取得一些成果［１０３１０４］．

属性约简就是保持信息系统分类能力不变的情

况下，约去不必要的属性．属性约简在某些应用领

域，又叫数据约简、特征提取、知识约简等．如何求属

性约简是约简理论研究的一个重要方面．

基于粗糙集的知识约简理论发展为数据挖掘提

供了许多有效的新方法．针对协调决策表，现已提出

了求属性约简的许多算法［１０５１０９］，如数据分析法、基

于信息熵的属性约简算法、动态约简算法、增量式算

法、可辨识矩阵算法等．

随着粗糙集理论研究的不断深入，许多学者进

一步在等价关系下，讨论了不协调决策表的多种约

简［１１０１１４］，如广义决策约简、可能性约简、动态约简、

分布约简、最大分布约简、β约简、熵约简及近似熵

约简等．

文献［１０５，１１５］从信息论的角度进一步研究了

属性约简问题；并且修正了以前学术界认为基于代

数观和基于信息观的粗糙集理论是等价的观点，得

到了一系列有益的结论；文献［１１６］进一步提出了针

对协调决策表和不协调决策表的核属性的不同计算

方法．

同时，讨论的信息系统的形式也越来越多，如连

续值信息系统、区间值信息系统、模糊值信息系统、

集值信息系统等，并且相应系统的约简理论也得到

了发展．

另一方面，随着概念格、偏序集等理论与粗糙集

理论的结合，基于概念格的约简方法、广义协调决策

形式背景知识约简方法、偏序关系下的决策形式背

景规则提取与属性约简、对象概念格的属性约简方

法、基于用户偏好的属性约简、属性序下的快速约简

算法、权值约简、基于群体智能算法的属性方法等新

方法［１１７１２７］也大量涌现．比如，文献［１２５］结合高斯

消去法通过矩阵运算直接得到属性约简，为属性约

简研究提供了新思路．文献［１２６］对各种约简研究方

法作了总结：从算法结构的层次来说，常见的约简策

略有３种：删除法、增加法、加删法；而各个约简方法

的不同体现在各自的启发式策略的不同上．

５．２　知识的不确定性度量

随着粗糙集理论的研究深入，一种新的不确定

性———粗糙性正逐渐被人们认识和接受．至今，人们

已经研究分析了３种不同的不确定性：随机性，即随

机现象的不确定；模糊性，即模糊概念的不确定性；

粗糙性，即信息系统中知识和概念的不确定性．

处理知识的不确定性的方法往 往用香 农

（Ｓｈａｎｎｏｎ）信息熵来刻画，知识的粗糙性与信息熵

的关系比较密切，知识的粗糙性实质上是其所含

信息多少的更深层次的刻画．不少学者结合信息

论做了研究工作：运用Ｓｈａｎｎｏｎ熵对粗糙集理论中

的规则进行度量［１２８］、基于信息熵的知识约简算

法［１０５１０７］、度量粗糙集和粗糙分类的模糊性［１２９］、不

完备系统中的熵度量［１３０］等．

信息熵和知识粒度从两个不同的角度研究了信

息系统的不确定性度量．信息系统的信息熵越大，系

统的不确定性越大；而信息系统的知识粒度越大，系

统的不确定性越大．所以，结合粒计算来研究不确定

性度量正在成为新的研究热点［１３０１３１］．

寻求合适的度量来刻画知识的不确定性是粗糙

集理论研究的一个重要方向．在粗糙集理论与其它

处理模糊性或不确定性方法的理论研究中，主要集

中在它与概率统计、模糊数学、ＤＳ证据理论和信息

论等的相互渗透与补充．例如，文献［１３２］从信息熵

的角度提出了一种粗糙集不确定性的模糊度度量

方法．

５．３　面向领域的数据驱动的数据挖掘

简而言之，数据挖掘的目的就是从数据中挖掘

出知识．在机器学习的许多方法中，我们往往依赖于

一些先验知识，比如：贝叶斯概率方法依赖于先验概

率；模糊集理论依赖于成员隶属度函数；多专家决策
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系统依赖于专家的权值属性．毫无疑问地，依靠这些

先验知识的帮助我们成功地解决了许多问题．但是，

有些领域的先验知识很难获得，比如网络入侵检测；

另外，像外太空探索等新兴问题，要获得其先验知识

也是很困难的．因此，如何建立根据问题已有的信

息，而不依赖于先验知识获得问题解的计算模型具

有非常重要的价值，可为真正的智能化数据挖掘

提供理论支撑．为此，有学者提出领域（用户）驱动

（ｕｓｅｒｄｒｉｖｅｎ）的数据挖掘模型
［１３３１３４］、数据驱动

（ｄａｔａｄｒｉｖｅｎ）的数据挖掘模型
［１３５１３７］等，取得了一

些初步研究成果．

在这些工作的基础上，Ｗａｎｇ
［１３８］将数据驱动和

领域（用户）驱动的思想相结合，提出在保证知识的

不变性的前提下，如何研究面向应用领域的数据驱

动的数据挖掘理论与技术方法，应该是数据挖掘研

究领域下一步的发展方向．由此提出了面向应用领

域的数据驱动的数据挖掘模型，即３ＤＭ（Ｄｏｍａｉｎ

ｏｒｉｅｎｔｅｄＤａｔａｄｒｉｖｅｎＤａｔａＭｉｎｉｎｇ）．

考虑到粗糙集理论不需要领域先验知识可以进

行学习的特点，一些学者基于粗糙集理论研究了面

向应用领域的数据驱动的数据挖掘问题．比如，通过

分析知识的不确定性特征［１３７］，在基于粗糙集的自

主式缺省规则知识获取［１３５］、数据驱动的自主式决

策树学习［１３６］、数据驱动的自主式粒计算［１３９］、数据

驱动的概念格学习［１４０］研究中取得了很好的结果，

初步证实了３ＤＭ的可行性和有效性．

Ｏｈｓｕｇａ
［１４１］认为知识发现就是一个翻译的过

程，是一个从无符号到有符号表达方式的转变，并从

谓词逻辑学的角度讨论了知识的表达问题．文献

［１４１］与３ＤＭ的研究，均说明了数据挖掘是一个知

识表达形式的转换过程，即知识从人们难以理解和

运用的数据表示形态转换到人类易于理解和运用的

知识表示形态，如产生式规则、决策树等．３ＤＭ 更进

一步探讨了数据挖掘过程中的各种知识来源，如数

据、先验知识、用户兴趣、领域问题约束等，及其在整

个知识学习过程中的关系。

在３ＤＭ 的研究工作中，还存在一些待解决的

研究问题，如：（１）领域先验知识的编码模式；（２）用

户兴趣模式和领域制约模式的编码模式；（３）用户

交互控制信息的编码模式；（４）增量式的面向应用

领域的数据驱动的数据挖掘模型等．

５．４　海量数据挖掘

为了使粗糙集应用于海量数据处理，国内外学

者从以下几方面进行了研究：

（１）利用粗糙集理论对海量数据集进行合理分

割．文献［１４２］结合粗糙集给出了最佳分割的定义．

（２）结合其它技术，研究增量式学习方法，处理

粗糙集理论本身难以实现知识的积累、动态增长的

问题．基于粗糙集的关于属性最小约简的增量式算

法、增量式更新概念格算法、增量式知识获取算法、

结合决策树的增量式规则获取、增量式属性约简

等［１４３１４８］得到了研究．

如何提高增量式学习方法的效率并将其应用到

相关领域将是下一步的工作重点．

（３）粗糙集理论对不完备海量数据的处理，目

前的方法基本上都是基于对等价关系的泛化来解决

的．比如容差关系
［３９］、相似关系［４０］、限制容差关

系［４１］、利用模糊聚类处理不完备信息系统［１４９］、两步

规则提取法处理不完备信息系统［１５０］．文献［１５１］针

对不完备信息系统中的“数据补齐法”和“模型扩展

法”进行了系统比较分析，提出了所有可能的８类扩

展模型，详细分析了已有扩展模型的优缺点和相互

关系，同时对不满足自反性的几类可能的扩展模型

作了讨论和分析．

粗糙集理论在不完备信息系统中的应用，是将

其进一步推向实用的关键之一，因为现实数据可能

在一定程度上是不完备的．

（４）利用数据库技术使粗糙集理论的相关算法

直接处理驻留磁盘的海量数据．文献［１５２］提出类分

布链表，通过多步生成的方法解决了内存对海量数

据限制的问题．

（５）与快速排序结合，降低海量数据挖掘的处

理复杂度．文献［１２０，１５３］提出的新方法能有效提高

海量数据处理的效率．

粒计算包含着将复杂问题划分为一系列更容易

处理的、更小的子问题，从而降低全局计算代价的思

想．因此，研究基于粗糙集理论的粒计算模型也将是

解决此类复杂问题的重要方向之一．

５．５　其它应用领域

从应用的领域来看，基于粗糙集理论的应用除

了我们上文提到的信息科学等方面，还遍及其它许

多领域．许多学者将粗糙集理论成功应用到了工业

控制、医学卫生及生物科学、交通运输、农业科学、环

境科学与环境保护管理、安全科学、社会科学、航空、

航天和军事等领域．比如：电厂气温过热控制
［５］、虚

拟现实的可视化［６］、对原棉纱线强度和纤维性能之

间的知识规则提取［７］、手写体识别［８］、胸部 Ｘ线数

字图像滤波增强［９］、湖泊生态系统健康评定指数法

９３２１７期 王国胤等：粗糙集理论与应用研究综述



的评价［１０］、医疗图像处理［１１］、遥感数据处理［１２］、综

合分类器设计与实现［１３］、铁路行车调度指挥［１４］、食

品安全综合评价［１５］、昆虫总科阶元分类［１６］、泥石流

危险度区划指标选取［１７］、网络故障诊断［１８］、上市公

司违规行为预警［１９］、武器系统灰色关联评估［２０］和航

空控制［２１］等等．

６　总结与展望

虽然粗糙集理论从提出至今只有二十几年的发

展历史，但取得的研究成果是令人瞩目的．在基于数

据的决策与分析、机器学习、模式识别等计算机领域

的成功应用，逐渐被人们所重视．

本文首先介绍了该理论的一些基础知识，然后

介绍了如何从构造化方法、公理化方法来扩展粗糙

集模型以及该理论和证据理论、模糊集、粒计算、形

式概念分析、知识空间等的关系．

事实上，关于任何一门新学科的研究工作通常

包括理论和应用两方面．

从理论研究来说，关于粗糙集理论的研究工作

可以从粗糙集模型扩展来进行．研究者可以从构造

化方法、公理化方法采用基于集合的观点或是基于

算子的观点来扩展粗糙集理论．我们也可以结合模

糊集、证据理论、粒计算、形式概念分析、知识空间等

理论来研究粗糙集模型．从而，从理论上推动该学科

的发展．

例如，可以从基于元素、基于粒和基于子系统的

观念，结合概率论、逻辑学等其它理论来扩展定义粗

糙集中的最基本概念———上下近似算子，进而解决

相关领域的问题．比如，对等价关系的各种扩展定义

就带来了各种处理不完备信息系统的方法．

另一方面，有了各种粗糙集模型，研究者可以在

相关模型下进行应用研究．比如，知识约简及规则获

取、不确定性信息处理、不完备性信息处理、海量数

据挖掘等．

粗糙集理论研究目前正成为信息科学中的一个

热点，我们将这个理论目前的研究状况归纳总结并

介绍给读者，希望我国更多的感兴趣的研究同行更

多地了解这个理论的研究工作，促进这一理论及其

相关研究在我国的发展．
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ｍｕｄｆｌｏｗｄａｎｇｅｒｄｅｇｒｅｅｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｒｏｕｇｈｓｅｔｔｈｅｏｒｙ．Ｊｏｕｒ

ｎａｌｏｆＧｅｏｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２００６，１２（２）：２３６２４２（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（匡乐红，徐林荣，刘宝琛，姚京成．基于粗糙集原理的泥石

流危险度区划指标选取方法．地质力学学报，２００６，１２（２）：

２３６２４２）

［１８］ ＰｅｎｇＹＱ，ＬｉｕＧＱ，ＬｉｎＴ，ＧｅｎｇＨＳ．Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｒｏｕｇｈ

ｓｅｔｔｈｅｏｒｙｉｎｎｅｔｗｏｒｋｆａｕｌｔｄｉａｇｎｏｓｉｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩｎ

ｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，ＩＣＩＴＡ ２００５．

Ｓｙｄｎｅｙ，Ａｕｓｔｒａｌｉａ，２００５，２：５５６５５９

［１９］ ＸｕｅＦｅｎｇ，ＫｅＫｏｎｇＬｉｎｇ．Ｔｈｅｅａｒｌｙｗａｒｎｉｎｇｏｆｌｉｓｔｅｄｃｏｍ

ｐａｎｙ’ｓｉｌｌｅｇａｌｂｅｈａｖｉｏｒｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｏｆｒｏｕｇｈｓｅｔ

ａｎｄｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ．ＳｏｆｔＳｃｉｅｎｃｅ，２００８，２２（４）：４９５３（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ）

（薛锋，柯孔林．粗糙集理论和遗传算法集成的上市公司违

规行为预警研究．软科学，２００８，２２（４）：４９５３）

［２０］ ＨｕＦａｎｇ，ＨｕａｎｇＪｉａｎＧｕｏ，ＣｈｕＦｕＺｈａｏ．Ｇｒｅｙｒｅｌａｔｉｏｎ

ｅｖａｌｕａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｏｆｗｅａｐｏｎｓｙｓｔｅｍｂａｓｅｄｏｎｒｏｕｇｈｓｅｔ．Ａｃｔａ

Ａｒｍａｍｅｎｔａｒｉｉ，２００８，２９（２）：２５３２５６（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（胡方，黄建国，褚福照．基于粗糙集的武器系统灰色关联评

估模型．兵工学报，２００８，２９（２）：２５３２５６）

［２１］ ＷｏｊｃｉｋＺＭ．ＤｅｔｅｃｔｉｎｇｓｐｏｔｓｆｏｒＮＡＳＡｓｐａｃｅｐｒｏｇｒａｍｓｕｓｉｎｇ

ｒｏｕｇｈｓｅｔｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２ｎｄＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎ

ＲｏｕｇｈＳｅｔｓａｎｄＣｕｒｒｅｎｔＴｒｅｎｄｓｉｎＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，ＲＳＣＴＣ’２０００．

Ｃａｎａｄａ，２０００：５３１５３７

［２２］ ＰａｗｌａｋＺ．ＲｏｕｇｈＳｅｔｓ：ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＡｓｐｅｃｔｓｏｆＲｅａｓｏｎｉｎｇ

ＡｂｏｕｔＤａｔａ．Ｂｏｓｔｏｎ：ＫｌｕｗｅｒＡｃａｄｅｍｉｃＰｕｂｌｉｓｈｅｒｓ，１９９１

［２３］ ＹａｏＹＹ．Ａｎｏｔｅｏｎｄｅｆｉｎａｂｉｌｉｔｙａｎｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ／／ＬＮＣＳ

ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＲｏｕｇｈＳｅｔｓＶＩＩ，ＬＮＣＳ４４００．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒ

ｌａｇ，２００７：２７４２８２

［２４］ ＩｗｉｎｓｋｉＴＢ．Ａｌｇｅｂｒａｉｃａｐｐｒｏａｃｈｔｏｒｏｕｇｈｓｅｔｓ．Ｂｕｌｌｅｔｉｎｏｆ

ｔｈｅＰｏｌｉｓｈＡｃａｄｅｍｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅｓＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９８７，３５：６７３

６８３

［２５］ ＹａｏＹＹ．Ｔｗｏｖｉｅｗｓｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｒｏｕｇｈｓｅｔｓｉｎｆｉｎｉｔｅｕｎｉ

ｖｅｒｓｅｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎＲｅａｓｏｎｉｎｇ，

１９９６，１５（４）：２９１３１７

［２６］ ＰａｗｌａｋＺ，ＳｋｏｗｒｏｎＡ．Ｒｏｕｇｈｍｅｍｂｅｒｓｈｉｐｆｕｎｃｔｉｏｎｓ／／Ｚａｄｅｈ

ＬＡ，ＫａｃｐｒｚｙｋＪｅｄｓ．ＦｕｚｚｙＬｏｇｉｃｆｏｒｔｈｅＭａｎａｇｅｍｅｎｔｏｆ

Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙ．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＪｏｈｎＷｉｌｅｙ＆Ｓｏｎｓ，１９９４：２５１２７１

［２７］ ＹａｏＹＹ，ＷｏｎｇＳＫＭ．Ａｄｅｃｉｓｉｏｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃｆｒａｍｅｗｏｒｋｆｏｒ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇｃｏｎｃｅｐｔｓ．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＭａｎＭａ

ｃｈｉｎｅＳｔｕｄｉｅｓ，１９９２，３７：７９３８０９

［２８］ ＹａｏＹ Ｙ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｒｏｕｇｈｓｅｔ ｍｏｄｅｌｓ／／ＰｏｌｋｏｗｓｋｉＬ，

ＳｋｏｗｒｏｎＡｅｄｓ．ＲｏｕｇｈＳｅｔｓｉｎＫｎｏｗｌｅｄｇｅＤｉｓｃｏｖｅｒｙ．Ｈｅｉ

ｄｅｌｂｅｒｇ：ＰｈｙｓｉｃａＶｅｒｌａｇ，１９９８：２８６３１８

［２９］ ＰａｗｌａｋＺ．Ｒｏｕｇｈｓｅｔｓａｎｄｆｕｚｚｙｓｅｔｓ．ＦｕｚｚｙＳｅｔｓａｎｄＳｙｓ

ｔｅｍｓ，１９８５，１７：９９１０２

［３０］ ＹａｏＹＹ．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｖｅａｎｄａｌｇｅｂｒａｉｃｍｅｔｈｏｄｓｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｙ

ｏｆｒｏｕｇｈｓｅｔｓ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９９８，１０９（１４）：２１４７

［３１］ ＬｉｎＴＹ，ＬｉｕＱ．Ｒｏｕｇｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｏｐｅｒａｔｏｒｓ：Ａｘｉｏｍａｔｉｃ

ｒｏｕｇｈｓｅｔｔｈｅｏｒｙ／／ＺｉａｒｋｏＷＰｅｄ．ＲｏｕｇｈＳｅｔｓ，ＦｕｚｚｙＳｅｔｓ

ａｎｄＫｎｏｗｌｅｄｇｅＤｉｓｃｏｖｅｒｙ．Ｌｏｎｄｏｎ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９４：

２５６２６０

［３２］ ＺｈｕＦｅｎｇ，ＨｅＨｕａＣａｎ．Ｔｈｅａｘｉｏｍａｔｉｚａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｏｕｇｈ

ｓｅｔ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ，２０００，２３（３）：３３０３３３

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（祝峰，何华灿．粗集的公理化．计算机学报，２０００，２３（３）：

３３０３３３）

［３３］ ＳｕｎＨｕｉ，ＬｉｕＤａＹｏｕ，ＬｉＷｅｎ．Ｔｈｅｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆａｘｉｏｍ

ｇｒｏｕｐｓｏｆｒｏｕｇｈｓｅｔ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ，２００２，

２５（２）：２０１２０９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（孙辉，刘大有，李文．粗集公理组的极小化．计算机学报，

２００２，２５（２）：２０１２０９）

［３４］ ＷｕＷＺ，ＭｉＪＳ，ＺｈａｎｇＷＸ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｕｚｚｙｒｏｕｇｈｓｅｔｓ．

ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００３，１５１：２６３２８２

［３５］ ＬｉｕＧＬ，Ｚｈｕ Ｗ．Ｔｈｅａｌｇｅｂｒａｉｃｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ

ｒｏｕｇｈｓｅｔｔｈｅｏｒｙ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００８，１７８（２１）：

４１０５４１１３

［３６］ ＺｈａｎｇＷｅｎＸｉｕ，ＹａｏＹｉＹｕ，ＬｉａｎｇＹｉ．ＲｏｕｇｈＳｅｔａｎｄＣｏｎ

ｃｅｐｔＬａｔｔｉｃｅ．Ｘｉ′ａｎ：Ｘｉ′ａｎＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２００６

（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（张文修，姚一豫，梁怡．粗糙集与概念格．西安：西安交通

大学出版社，２００６）

［３７］ ＹａｏＹＹ．Ｏｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｉｎｇｒｏｕｇｈｓｅｔｔｈｅｏｒｙ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ

ｔｈｅ９ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＲｏｕｇｈＳｅｔｓ，ＦｕｚｚｙＳｅｔｓ，

ＤａｔａＭｉｎｉｎｇ，ａｎｄＧｒａｎｕｌａｒＣｏｍｐｕｔｉｎｇ（ＲＳＦＤＧｒＣ２００３），

２００３：４４５１

１４２１７期 王国胤等：粗糙集理论与应用研究综述
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ｅｎｃｅｓ，１９９８，１１１（１４）：２３９２５９

［３９］ ＫｒｙｓｚｋｉｅｗｉｃｚＭ．Ｒｏｕｇｈｓｅｔａｐｐｒｏａｃｈｔｏｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｉｎｆｏｒｍａ

ｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，１９９８，１１２：３９４９

［４０］ ＳｔｅｆａｎｏｗｓｋｉＪ，ＴｓｏｕｋｉａｓＡ．Ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｔａｂｌｅｓ

ａｎｄｒｏｕｇｈｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ．ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，２００１，

１７（３）：５４５５６６

［４１］ ＷａｎｇＧｕｏＹｉｎ．ＥｘｔｅｎｓｉｏｎｏｆＲｏｕｇｈｓｅｔｕｎｄｅｒｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｉｎ

ｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＲｅｓｅａｒｃｈａｎｄＤｅｖｅｌ

ｏｐｍｅｎｔ，２００２，３９（１０）：１２３８１２４３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）

（王国胤．Ｒｏｕｇｈ集理论在不完备信息系统中的扩充．计算

机研究与发展，２００２，３９（１０）：１２３８１２４３）

［４２］ ＧｒｚｙｍａｌａＢｕｓｓｅＪ Ｗ．Ａｒｏｕｇｈｓｅｔａｐｐｒｏａｃｈｔｏｄａｔａｗｉｔｈ

ｍｉｓｓｉｎｇａｔｔｒｉｂｕｔｅｖａｌｕｅｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１ｓｔＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｆ Ｒｏｕｇｈ Ｓｅｔｓ ａｎｄ Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ

（ＲＳＫＴ２００６）．Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ，Ｃｈｉｎａ，２００６：５８６７
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ｌｏｇｉｃ．ＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔＡｕｔｏｍａｔｉｏｎａｎｄＳｏｆｔＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，ａｎＩｎｔｅｒ

ｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌ，１９９６，２（２）：１０３１２０

［４４］ ＬｉｎＴＹ，ＬｉｕＱ，ＺｕｏＸＬ．Ｍｏｄｅｌｓｆｏｒｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｒｏｕｇｈｌｏｇｉｃ

ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｄａｔａｍｉｎｉｎｇ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１９９６Ａｓｉａｎ，
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