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摘　要　完全狆支配集是一个著名的ＮＰ难问题，在无线传感网络中被用于构建无线传感节点的自我保护网络．
该文主要研究完全狆支配集在ＤＧ（ＤｉｓｋＧｒａｐｈ）模型及其特殊模型上的参数复杂性及参数算法设计．首先证明完
全狆支配集在顶点度受限的ＵＤＧ（ＵｎｉｔＤｉｓｋＧｒａｐｈ）上仍是ＮＰ难的．为了深入理解完全狆支配集在ＵＤＧ模型上
的难解性根源，利用参数化规约进一步研究了完全狆支配集在ＵＤＧ上的参数复杂性．基于难解性根源的分析，最
后利用树分解技术和动态规划技术，针对平面图（一种特殊ＤＧ模型）上的完全狆支配集，设计了一个时间为
犗（（２狆＋２）１９．１·槡犽犽３狀＋狀３）的精确算法，其中狀为给定实例中的顶点个数，犽为问题解的大小．
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１　引　言
支配集是经典的ＮＰ难问题，在无线网络、测量

及地理信息系统、编码理论、图像处理、数值分析、
ＶＬＳＩ设计、信息检索、生物学等众多领域都有应
用［１］．近来，人们从参数复杂性及参数算法的角度对
支配集问题进行了深入的研究．支配集在一般图上
是犠［２］完全的，这表示除非犠［２］类问题都是固
定参数可解的，否则该问题不存在时间复杂度为
犗（犳（犽）狀犮）的算法，其中狀为问题规模，犮是一个常
量，犽为问题解的大小，犳（犽）是一个可计算函数［２］．
因此，人们主要研究了特殊图上支配集的参数算法
设计．Ａｌｂｅｒ等人提出了区域分解技术，并利用该技
术证明了平面图上支配集具有３３５犽的线性核上
界［３］．随后Ｃｈｅｎ等人将平面图上支配集的核上界
改进到６７犽［４］．Ｄｏｒｎ利用分支分解和快速矩阵相乘
技术针对平面图上支配集设计了一个时间复杂度为
犗（２１１．９８槡犽）的参数亚指数算法［５］．最近，人们对支
配集的参数算法研究扩展到比平面图更一般的
图，如无犎图子式的图（犎ｍｉｎｏｒｆｒｅｅｇｒａｐｈ）、无
犓犻，犼图（犓犻，犼ｆｒｅｅｇｒａｐｈ）和犱退化图（犱ｄｅｇｅｎｅｒａｔｅｄ
ｇｒａｐｈ）等［６７］．

完全狆支配集是与支配集相关的一个重要问
题．完全狆支配集在无线网络中具有重要应用．在
无线传感网络中，完全狆支配集被用于构建自我保
护网络，使传感节点能够抵抗外部的攻击，从而传感
节点能更好地进行监控工作［８９］．完全狆支配集的
严格定义如下．

完全狆支配集
输入：无向图犌＝（犞，犈），非负整数狆，犽．
任务：判断是否存在一个大小不超过犽的点集

犜犞，使得对于犞中的每个点狏，狏至少与犜中的
狆个顶点相邻．

如果狆＝１，则称之为完全支配集．自完全支配
集和完全狆支配集被提出以来［１０１１］，人们主要从两
方面对其进行了研究．一方面，人们从算法和复杂性
角度对其进行研究．完全支配集是ＮＰ完全的［１２］，
甚至在顶点的最大度为３的平面图上仍是ＮＰ难
的［１３］．文献［８］证明完全支配集的近似度的上界为
ｌｏｇ狀，其中狀为图中顶点的个数．文献［１４］给出了一
个近似度为ｌｎ（δ－０．５）＋１．５的近似算法，其中δ
为输入图中的顶点最大度．文献［１５］证明了对任意
常数狆，完全狆支配集是ＮＰ难的，给出了一个近

似度为ｌｎ狀的多项式时间近似算法，并证明了近似
度的下界为（１／狆）ｌｎ狀．文献［１６］指出完全支配集存
在时间为犗（６犾）的精确算法，其中犾为输入图的树
宽．另一方面，人们从图理论角度对完全支配集和完
全狆支配集进行研究．文献［１０］给出了顶点个数至
少为３的连通图上最优完全支配集大小的上界为
２狀／３．文献［１７］进一步证明了在顶点度至少为３的
图上最优完全支配集大小的上界为狀／２．文献［１８］
证明了在顶点度至少为狆的图上，其最小完全狆支
配集大小的下界为狆狀／Δ，其中Δ为图中顶点的最
大度．

ＤＧ模型和ＵＤＧ模型在无线网络中具有重要
应用［１９］．人们对ＤＧ模型和ＵＤＧ模型上ＮＰ难问
题进行了深入研究．从ＮＰ复杂性角度出发，文献
［２０］研究了斯坦纳树等经典难解问题在ＵＤＧ模型
上的难解性．从参数算法角度出发，文献［２１］研究
了红蓝支配集和连通点覆盖在ＤＧ模型上的核心
化算法设计．近来完全狆支配集在无线网络中得到
成功应用，因此人们开始关注ＤＧ模型和ＵＤＧ模
型上完全狆支配集的研究．文献［９］研究了ＵＤＧ上
完全支配集，并证明了完全支配集在ＵＤＧ上的近
似率上界为１０．

本文主要从参数复杂性和参数算法角度对ＤＧ
模型及其特殊模型上完全狆支配集问题进行系统
的研究．首先证明了完全狆支配集在顶点的最大度
为３的ＵＤＧ上仍是ＮＰ难的．基于参数化规约，进
一步证明了完全狆支配集在ＵＤＧ上是犠［１］难
解的，即完全狆支配集在ＵＤＧ上以问题解的大小
犽作为参数是固定参数不可解的．但如果限制ＤＧ
模型中相交圆之间的距离，则完全狆支配集在ＤＧ
上以犽作为参数是固定参数可解的．最后研究完全
狆支配集在一种特殊ＤＧ模型平面图上的参数算
法设计，利用树分解技术和动态规划技术，提出了一
个时间为犗（（２狆＋２）１９．１·槡犽犽３狀＋狀３）的参数化精确
算法，其中狀为输入实例中的顶点个数．从而证明了
完全狆支配集在平面图上以狆和犽为参数是固定
参数可解的．

２　相关术语
设狕，狕′为欧式平面上的任意两个点，用犱（狕，狕′）＝

（狓－狓′）２＋（狔－狔′）槡 ２表示狕，狕′间的欧式距离，
其中（狓，狔），（狓′，狔′）分别为狕，狕′在欧式平面上
的坐标值．在欧式平面上，将一个圆犇!

２表示为
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（狉，狓，狔）∈!

３，其中狓，狔分别为圆犇的圆心横坐标
值和纵坐标值，而狉为圆犇的半径．设!＝｛犇１，…，
犇狀｝（犇犻!

２）为欧式平面上狀个圆的集合，用犌
!

＝
（犞

!

，犈
!

）表示
!

的相交图，即犞
!

＝｛狏１，…，狏狀｝，
犈

!

＝｛（狏犻，狏犼）｜犇犻∩犇犼≠｝．设犌（犞，犈）为一个无
向图，其中犞是犌的顶点集，犈是犌的边集．如果存
在一个欧式平面上的圆集合

!＝｛犇１，…，犇狀｝（犇犻
!

２），使得犌＝犌
!

，则称犌为ＤＧ（ＤｉｓｋＧｒａｐｈ）．如果
对

!

中任意两个圆犇犻，犇犼，满足狉犻＝狉犼，即半径相等，
则称犌为ＵＤＧ（ＵｎｉｔＤｉｓｋＧｒａｐｈ）．特别地，如果对
!

中任意两个圆犇犻，犇犼，满足犱（狏犻，狏犼）狉犻＋狉犼（狏犻，狏犼
分别表示圆犇犻和犇犼的圆心），则称图犌为硬币图
（ｃｏｉｎｇｒａｐｈ）．称!＝｛犇１，…，犇狀｝为图犌的圆盘模
型．用μ（!）表示!

中所有圆所占的欧式平面上的面
积大小．设犛!

２为欧式平面上的点集合，用
!

［犛］＝
｛犇∈!｜犇∩犛≠｝表示犛在!

中的导出圆集合．
设犌（犞，犈）为一个无向图，如果能将图犌嵌入

到二维平面上，使得犌中任意两条边除端点外不相
交，则称犌为平面图．平面图和硬币图是等价的［２２］．

定义１［２３］．　设犌（犞，犈）为一给定的无向图．图
犌的树分解是一个二元对〈｛犡犻｜犻∈犐｝，犜〉，其中犡犻
是顶点犞的一个子集（称为包），树犜的每个节点
犻∈犐都对应犞的一个子集犡犻，且满足以下条件：

（１）∪犻∈犐犡犻＝犞，即覆盖原图犌的所有顶点；
（２）对于图犌上的每一条边（狌，狏）∈犈，存在一

个犻∈犐使得｛狌，狏｝∈犡犻，即覆盖所有的边；
（３）对于任意的犻，犼，犽∈犐，如果在树犜中，犼是犻

到犽路径上的节点，则犡犻∩犡犽犡犼，即保证与原图
的一致性．

树分解〈｛犡犻｜犻∈犐｝，犜〉的宽度定义为ｍａｘ｛｜犡犻｜
｜犻∈犐｝－１．图犌的树宽狋狑（犌）是犌的所有可能树
分解树中的最小宽度值．

在得到给定图的树分解后，通常将给定的树分解
转化为一种具有简单结构的树分解———完美树分解．

定义２［２３］．　如果树分解〈｛犡犻｜犻∈犐｝，犜〉满足
以下条件：

（１）树犜的任意节点最多包含两个子节点；
（２）如果节点犻包含两个子节点犼、犽，则犡犻＝

犡犼＝犡犽（称犻为连接节点）；
（３）如果节点犻只包含一个子节点犼，则满足以

下两个条件中的一个：
（ａ）｜犡犻｜＝｜犡犼｜＋１且犡犼犡犻（称犻为引入

节点）；
（ｂ）｜犡犻｜＝｜犡犼｜－１且犡犻犡犼（称犻为遗忘

节点）．

则称〈｛犡犻｜犻∈犐｝，犜〉为完美树分解．
可在多项式时间内将任意给定的树分解转换成

完美树分解，具体如以下引理所示．
引理１［２３］．　给定图犌＝（犞，犈）和图犌的一个

宽度为犽，节点个数为犖的树分解，可在线性时间
内（犗（犖））将该树分解转化成一个宽度为犽、节点个
数为犗（犖）的完美树分解．

３　犝犇犌上的犖犘复杂性
完全狆支配集在一般图上是ＮＰ难的，本节进

一步证明完全狆支配集在顶点度受限的ＵＤＧ上仍
是ＮＰ难的．

首先给出以下重要引理．
引理２［２４］．　顶点最大度为４的平面图犌（犞，犈）

可按以下方式嵌入到面积不超过犗（｜犞｜）的二维平
面上：每个顶点具有整数的坐标；任一条边均由一些
平行于狔轴或狓轴，形式为狓＝犻或狔＝犼的线段组
成（犻、犼为整数）．

基于引理２，可得出：
定理１．　完全狆支配集在顶点的最大度为３

的ＵＤＧ上是ＮＰ难的．
证明．　要证明定理的正确性，只需证明完全支

配集（狆＝１）在顶点的最大度为３的ＵＤＧ上是ＮＰ
难的．完全支配集在顶点的最大度为３的平面图上
是ＮＰ难的［１３］．证明从顶点最大度为３的平面图上
的完全支配集规约到顶点最大度为３的ＵＤＧ上的
完全支配集．设图犌为顶点最大度为３的平面图．
基于犌，构造一个顶点最大度为３的ＵＤＧ图犌′，使
得图犌上存在一个大小不超过犽的完全支配集当
且仅当图犌′上存在一个大小不超过犽′的完全支配
集（犽和犽′为非负整数）．

利用引理２，将图犌嵌入到二维平面上，使得任
一个顶点均具有整数坐标，任一条边均由一些形式
为狓＝犻或狔＝犼的线段组成（犻、犼为整数）．调整坐标
刻度，使得任意两个顶点间的边由一些长度为整数
的线段组成（任意两个点间的最短距离为１）．在该
嵌入下，对于犌中的任一点狏，用一个圆心为狏点所
在的坐标位置、半径为１／８的圆代替．对于犌中的
任一条边（狌，狏），用４犽狌狏个半径为１／８的圆代替
（犽狌狏０），且以以下方式组织这４犽狌狏个圆的相交模
式：除了以狌、狏为圆心的圆，这４犽狌狏个圆不与其它圆
相交，且这４犽狌狏个圆及以狌、狏为圆心的圆的相交图
是条长度为４犽狌狏＋２的简单路径（路径长度等于该
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路径上的顶点个数）．图犌′即为按以上方式构造出
的圆的相交图．因此，图犌′上的点由两部分组成：从
犌上的顶点转换过来的点集犞以及从图犌上的边转
换过来的点集犞犈．显然，图犌′上的顶点最大度为３．

下面证明：图犌上存在一个大小不超过犽的完
全支配集当且仅当图犌′存在一个大小不超过犽′＝
犽＋∑狌狏∈犈２犽狌狏的完全支配集．

：假设图犌上存在一个大小不超过犽的完全
支配集犇．基于犇，构造图犌′上的一个完全支配集
犇′．注意到犌′中的顶点由两部分组成：犞和犞犈．首
先将犞∩犇中的所有点加入犇′．下面说明将犞犈中
的哪些点放入犇′中．分３种情况讨论．设狌，狏为图
犌上两个相邻的点．由犌′的构造过程可知，在图犌′
中，狌，狏间的路径狆（狌，狏）上有４犽狌狏个内部点（犽狌狏
０），且这些内部点均来自点集犞犈．不失一般性，假设
犽狌狏１．为了描述的方便，假设路径狆（狌，狏）上的
４犽狌狏个内部点从与狌相邻的第一个内部点依次编号
到与狏相邻的最后一个内部点．（１）狌，狏∈犇．将路径
狆（狌，狏）上的第１个、最后一个及第４犻个和第４犻＋１
个（１犻犽狌狏－１）内部点放入犇′中．（２）狌犇，狏∈
犇．将路径狆（狌，狏）上的第４犻＋１和第４犻＋２个（０
犻犽狌狏－１）内部点放入犇′中．（３）狌，狏犇．将路径
狆（狌，狏）上的第４犻＋２和第４犻＋３个（０犻犽狌狏－１）
内部点放入犇′中．容易验证，犇′是图犌′上的完全支
配集，且｜犇′｜＝｜犇｜＋∑狌狏∈犈２犽狌狏．

：假设图犌′上存在一个大小为犽′＝犽＋∑狌狏∈犈２犽狌狏
的完全支配集犇′．设狌∈犞，犖犌（狌）为点狌在图犌
上的邻居节点集合．下面证明，图犌′上存在一个大
小不超过｜犇′｜的完全支配集犇″，满足犖犌（狌）∩
犇″≠．假设犖犌（狌）∩犇′＝．设犖犌′（狌）为点狌在
图犌′上的邻居节点集合．因点狌需被支配，所以
犇′∩犖犌′（狌）≠．设犪∈犇′∩犖犌′（狌）．设狏∈犖犌（狌）
且犪在路径狆（狌，狏）上．根据假设，狏犇′．注意到路
径狆（狌，狏）上有４犽狌狏个内部点．设犘为路径狆（狌，狏）
上包含在解犇′中的内部节点集合．容易验证，为了
完全支配路径狆（狌，狏）上的狌点及所有内部点，
｜犘｜２犽狌狏＋１．如果狌犇′，则设犛为路径狆（狌，狏）
上第４犻＋１和第４犻＋２个（０犻犽狌狏－１）内部点组
成的点集，否则设犛为路径狆（狌，狏）上的第１个、最
后一个及第４犻个和第４犻＋１个（１犻犽狌狏－１）内部
点组成的点集．设犇″＝（犇′＼犘）∪犛∪｛狏｝．显然，犇″
是图犌′上的完全支配集．注意到｜犛｜＝２犽狌狏．因此，

｜犇″｜＝｜犇′｜．
设犇″为图犌′上的完全支配集，且满足：对任意

点狌∈犞，犖犌（狌）∩犇″≠．设犇＝犇″＼犞犈．显然，犇
是图犌上的完全支配集．下面证明犇是图犌上一个
大小不超过犽的完全支配集．设狌，狏∈犞．由犌′的构
造过程可知，路径狆（狌，狏）上有４犽狌狏＋２个点（犽狌狏
０），且其中４犽狌狏个内部点均来自点集犞犈．容易验证，
为了完全支配路径狆（狌，狏）上的４犽狌狏个内部点，这
４犽狌狏个内部点中至少需２犽狌狏个包含在解犇″中．因此，
｜犇｜＝｜犇″＼犞犈｜犽． 证毕．

４　犝犇犌上的参数复杂性
因完全狆支配集在ＵＤＧ上是ＮＰ难的，一个

自然的问题是完全狆支配集在ＵＤＧ上是否是固定
参数可解的．本节研究完全狆支配集以目标解的大
小作为参数的参数复杂性．

定理２．　完全狆支配集在ＵＤＧ上是犠［１］
难解的．

证明．　要证明定理的正确性，只需证明完全支
配集（狆＝１）在ＵＤＧ上是犠［１］难解的．从犽团问
题参数化规约到ＵＤＧ上的完全支配集．给定一个
无向图犌（犞，犈）和一个非负整数犽，犽团问题的任务
是回答图犌中是否存在一个顶点子集犓犞，使得
｜犓｜犽，且犓中顶点在图犌中的导出子图是一个
完全图．犽团问题是犠［１］难解的［２５］．设（犌，犽）为犽
团问题的一个实例．基于（犌，犽），构造出完全支配集
的一个实例（犌′，犽′），其中犌′为ＵＤＧ图，满足：犽′＝
犳（犽）（犳为一可计算函数），且（犌，犽）是犽团问题的
真实例当且仅当（犌′，犽′）是完全支配集的真实例．

首先说明（犌′，犽′）的总体构造思路．将图犌看成
是一个有向图：对犌中的任一条边（狌，狏），用有向边
［狌，狏］和［狏，狌］代替（狌，狏）；对任一个点狌，假设存在
从狌到狌的自我有向边．在犌中找一个大小为犽的
团，其本质是在犌中找犽２条边，使得这犽２条边构成
了一个犽团．为了模拟找这犽２条边的过程，在图犌′
中构造犽２个相同的部件（ｇａｄｇｅｔ），每个部件用来模
拟找一条边．这犽２个部件按犽行和犽列的方式排列，
用犌犻，犼表示第犻行第犼列的部件．同一行相邻的部件
用行连接器进行连接，同一列相邻的部件用列连接
器进行连接．行连接器的作用是保证针对同一行部
件找出的犽条有向边的起始顶点是相同的；而列连
接器的作用是保证针对同一列部件找出的犽条有向
边的终止顶点是相同的．

１７８１９期 骆伟忠等：完全狆支配集的参数算法



为了表述方便，对犌（犞，犈）中的点和边进行编
号．对犌中的顶点从１到狀进行编号（狀＝｜犞｜），用
犮（狏）表示顶点狏∈犞的编号；对犌中的任一条有向
边犲＝［狌，狏］，则犲的编号犮（犲）＝（犮（狌）－１）×狀＋
犮（狏）．显然，犌上任一条边的编号在１到狀２之间．对
于犌上的某条有向边犲的编号狊（１狊狀２），用
狓（狊）表示边犲的起始顶点编号，用狔（狊）表示边犲的
终止顶点编号．

接下来描述部件、行连接器和列连接器的具体
构造．

图１　部件及连接器

部件犌犻，犼的构造．犌犻，犼由１７个模块组成：犡１，…，
犡８，犢１，…，犢８，犣，每个模块包含了多个圆，具体的构
造见图１．每个犡类型的模块犡犻包含了狀２圆，每个
犢类型的模块犢犻包含了狀２＋１个圆，而模块犣包含
了８个圆．犡和犢类型模块中的每个圆犆的圆心坐
标的形式为（狓１＋犪ε，狔１＋犫ε），其中狓１，狔１为整数，表
示圆心的基准坐标，ε＝１／８狀２，－狀犪，犫狀，称犪为
圆犆的横偏移量，犫为圆犆的竖偏移量．同一个模块
（犡和犢类型）中的圆的基准坐标相同，即狓１和狔１值
相同．为了表示的方便，设犗犳犳狓狔（犆）＝（犪，犫），表示
圆犆的圆心偏移量．对于犌犻，犼，如果犻≠犼，则对于图
犌中的每条编号为狊的非自我有向边，每个模块犡犾
（或犢犾）中均有一个编号为狊的圆犡犾，狊（或犢犾，狊）与之
对应；如果犻＝犼，则对于图犌中的每条编号为狊的自
我有向边，每个模块犡犾（或犢犾）中均有一个编号为狊
的圆犡犾，狊（或犢犾，狊）与之对应．对于类型为犢的每个
模块犢犾，还包含一个编号为０的圆犢犾，０．每个模块中
编号为狊的圆的圆心偏移量如下所示：
　　犗犳犳狓狔（犡１，狊）＝（狊，－狔（狊））；

犗犳犳狓狔（犡２，狊）＝（狊，狔（狊））；
犗犳犳狓狔（犡３，狊）＝（－狓（狊），－狊）；
犗犳犳狓狔（犡４，狊）＝（狓（狊），－狊）；
犗犳犳狓狔（犡５，狊）＝（－狊，狔（狊））；
犗犳犳狓狔（犡６，狊）＝（－狊，－狔（狊））；
犗犳犳狓狔（犡７，狊）＝（狓（狊），狊）；
犗犳犳狓狔（犡８，狊）＝（－狓（狊），狊）；
犗犳犳狓狔（犢１，狊）＝（狊＋０．５，狊＋０．５）；
犗犳犳狓狔（犢２，狊）＝（狊＋０．５，－狀）；
犗犳犳狓狔（犢３，狊）＝（狊＋０．５，－狊－０．５）；
犗犳犳狓狔（犢４，狊）＝（－狀，－狊－０．５）；
犗犳犳狓狔（犢５，狊）＝（－狊－０．５，－狊－０．５）；
犗犳犳狓狔（犢６，狊）＝（－狊－０．５，狀）；
犗犳犳狓狔（犢７，狊）＝（－狊－０．５，狊＋０．５）；
犗犳犳狓狔（犢８，狊）＝（狀，狊＋０．５）．
由以上构造可知，对于犡和犢类型的任两个圆

犆１和犆２，只有当犆１，犆２在同一个模块，或它们所在
的模块相邻时，犆１，犆２才可能相交．

模块犣由８个圆组成．其中圆犣１（犣３，犣５，犣７）与
模块犡８（犡２，犡４，犡６）和犡１（犡３，犡５，犡７）中的每个圆
均相交，且与圆犣２（犣４，犣６，犣８）相交，但与其它任何
圆均不相交．圆犣２（犣４，犣６，犣８）只与圆犣１（犣３，犣５，
犣７）相交．

行连接器犎犻，犼的构造．犎犻，犼连接部件犌犻，犼和部
件犌犻，犼＋１．犎犻，犼中的圆分为两模块犎１和犎２，每个模
块均包含狀＋１个圆．模块犎１连接犌犻，犼中的模块犡３

和犌犻，犼＋１中的模块犡８，模块犎２连接犌犻，犼中的模块
犡４和犌犻，犼＋１中的模块犡７．模块犎１中编号为狊的圆
犎１，狊的圆心偏移量为犗犳犳狓狔（犎１，狊）＝（－狊－０．５，
－狀２－１），而模块犎２中编号为狊的圆犎２，狊的圆心偏
移量为犗犳犳狓狔（犎２，狊）＝（狊＋０．５，狀２＋１）．犎１和犎２
中的圆不会与任何犢类型模块中的圆相交．

列连接器犞犻，犼的构造．犞犻，犼连接部件犌犻，犼和部
件犌犻＋１，犼．犞犻，犼中的圆分为两模块犞１和犞２，每个模块
均包含了狀＋１个圆．模块犞１连接犌犻，犼中的模块犡６

和犌犻＋１，犼中的模块犡１，模块犞２连接犌犻，犼中的模块犡５

和犌犻＋１，犼中的模块犡２．模块犞１中编号为狊的圆犞１，狊
的圆心偏移量为犗犳犳狓狔（犞１，狊）＝（狀２＋１，－狔（狊）），
而模块犞２中编号为狊的圆犞２，狊的圆心偏移量为
犗犳犳狓狔（犞２，狊）＝（－狀２－１，狔（狊））．犞１和犞２中的圆不
会与任何犢类型模块中的圆相交．

设犽′＝１２犽２．显然，（犌′，犽′）的构造可以在多项
式时间内完成．

接下来证明（犌，犽）是犽团问题的真实例当且仅

２７８１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１３年



当（犌′，犽′）是完全支配集的真实例．
假设（犌，犽）为一个真实例，并设犓为图犌上

一个大小为犽的团．图犌′上一个大小为１２犽２的完全
支配集犜构造如下．设犓中的犽个点为狏１，…，狏犽，
并假设犮（狏１）＜犮（狏２）＜…＜犮（狏犽）．对犓上的每一条
有向边犲＝［狏犻，狏犼］∈犈（犓），将犌′中的部件犌犻，犼上的
以下１２个圆加入犜中：犣１，犣３，犣５，犣７，犡１，犮（犲），
犡２，犮（犲），犡３，犮（犲），犡４，犮（犲），犡５，犮（犲），犡６，犮（犲），犡７，犮（犲），
犡８，犮（犲）．由犌′的构造过程可知，犜是图犌′上的完全支
配集．

假设（犌′，犽′）是一个真实例，并设犜为图犌′上
一个大小为１２犽２的完全支配集．首先证明以下命题．

命题１．每个部件犌犻，犼上有１２个圆包含在犜中．
证明．　因为犣２只能被犣１支配，易推出犜一定

包含犣１．如果犜包含犣２，则用犡１∪犡８中的任意一
个圆代替犣２，可得另一个解．因此，可以假设犜不包
含犣２．因为犣１需要被支配，所以犜至少包含犡１或
犡８中的一个圆，不失一般性，假设犜包含犡１中的一
个圆．因为犡１∪犡８中的任意一个圆均不能支配犢１
中所有圆，所以犜至少包含犢１∪犡８中的一个圆．综
上所述，犜至少包含犡１∪犡８∪犢１中的两个圆．同
理，可推出犜一定包含犣３，犣５，犣７，不包含犣４，犣６，
犣８，至少包含犡２∪犡３∪犢３中的两个圆，至少包含
犡４∪犡５∪犢５中的两个圆，至少包含犡６∪犡７∪犢７中
的两个圆．另一方面，注意到犜为一个大小为１２犽２
的完全支配集．因此每个部件犌犻，犼上刚好有１２个圆
包含在犜中．从而命题得证． 证毕．

因为共有犽２个部件，每个部件包含１２个圆，所
以连接器上的圆没有一个包含在犜中．

接下来证明以下命题．
命题２．　对于每个部件犌犻，犼，存在一个犌′的完

全支配集犜′，犜′包含犌犻，犼上的以下１２个圆：犣１，犣３，
犣５，犣７，犡１，狊，犡２，狊，犡３，狊，犡４，狊，犡５，狊，犡６，狊，犡７，狊，犡８，狊，其
中１狊狀２．

证明．　设犜′∩（犡１∪…∪犡８）的值在所有解
中是极大的．由命题１可知，犜′包含犣１，犣３，犣５，犣７．
下面证明，对每一个模块犡犻，犜′至少包含一个犡犻中
的圆．假设犜′不包含犡犻中的任意一个圆．由命题１
可知，犜′至少包含４个犡类型的圆．因此，存在两个
模块犡犪，犡犫，使得犜′∩犡犪≠，犜′∩犡犫≠，但对
任意犪＜犻＜犫，满足犜′∩犡犻＝．从而对任意犪＜犻
犫，满足犜′∩犢犻≠．假设犡犪，犼∈犜′∩犡犪，令犜″＝
犜′＼（犢犪＋１∪…∪犢犫）∪（犡犪＋１，犼∪…∪犡犫，犼），显然，犜″
是犌′上的一个大小不超过｜犜′｜的完全支配集．这与

犜′∩（犡１∪…∪犡８）的值在所有解中是极大的前提
矛盾．另一方面，容易得知，对每一个模块犡犻，犜′至
多包含一个犡犻中的圆，否则｜犜′｜＞１２犽２．设犜′包含
圆犡１，犼１，…，犡８，犼８．下面证明犼１＝…＝犼８．由部件犌犻，犼
的构造过程可知，对于任两个圆犡犻，犼犻和犡犻，犼犻＋１，只有
当犼犻犼犻＋１时，犡犻，犼犻和犡犻，犼犻＋１才能支配犢犻＋１中的所有
圆．因此，犼１犼２…犼８犼１，即犼１＝犼２＝…＝犼８．

证毕．
因此，假设犜满足命题２的性质．
接下来证明以下命题．
命题３．　对于同一行的两个相邻的部件犌犻，犼和

犌犻，犼＋１，假设犌犻，犼上每个犡类型模块中编号为狊的圆
（即圆犡１，狊，犡２，狊，犡３，狊，犡４，狊，犡５，狊，犡６，狊，犡７，狊，犡８，狊）包
含在犜中，而犌犻，犼＋１上每个犡类型模块中编号为狊′
的圆包含在犜中，则狊和狊′满足以下性质狓（狊）＝
狓（狊′）．

证明．　假设狓（狊）＞狓（狊′）．容易观察到，此时第
１个部件犌犻，犼的包含在犜中的圆犡３，狊支配了犎１中的
以下圆：犎１，狓（狊），…，犎１，狀．而第２个部件犌犻，犼＋１的包
含在犜中的犡８，狊′支配了犎１中的以下圆：犎１，０，…，
犎１，狓（狊′）－１．因此，犜没有支配犎１，狓（狊′）．这与犜是一个
犌′上的一个解的前提矛盾．类似地，如果狓（狊）＜
狓（狊′），则可推出犎２中的犎２，狓（狊）没有被犜支配．

证毕．
由命题３容易得出：对于同一行的任两个部件

犌犻，犼和犌犻，犼′，假设犌犻，犼上每个犡类型模块中编号为狊
的圆包含在犜中，而犌犻，犼′上每个犡类型模块中编号
为狊′的圆包含在犜中．则狓（狊）＝狓（狊′）．

命题４．　对于同一行的部件犌犻，犼和犌犻，犼′（犼≠
犼′），假设犌犻，犼上每个犡类型模块中编号为狊的圆包
含在犜中，而犌犻，犼′上每个犡类型模块中编号为狊′的
圆包含在犜中．则狊≠狊′．

证明．　假设狊＝狊′，即狓（狊）＝狓（狊′）且狔（狊）＝
狔（狊′）．假设部件犌犼，犼上犡类型的在犜中的圆的编号
为狊″，犌犼′，犼′上犡类型的在犜中的圆的编号为狊．因
为狔（狊）＝狔（狊″）＝狓（狊″），狔（狊′）＝狔（狊）＝狓（狊），所以
狊″＝狊．假设犌犼，犼′上犡类型的在犜中的圆的编号为
狊″″．因为狓（狊″）＝狓（狊″″），狔（狊）＝狔（狊″″），狓（狊″）＝
狔（狊″）＝狔（狊），所以狓（狊）＝狔（狊）．但由犌犼，犼′的构造
过程可知，对于犌犼，犼′中犡类型的任意一个圆犆，假设
圆犆的编号为犾，则狓（犾）≠狔（犾）．矛盾． 证毕．

使用类似于命题３和４的证明方法可得：对于
同一列的部件犌犻，犼和犌犻′，犼（犻≠犻′），假设犌犻，犼上每个犡
类型模块中编号为狊的圆包含在犜中，而犌犻′，犼上每
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个犡类型模块中编号为狊′的圆包含在犜中．则
狔（狊）＝狔（狊′）且狊≠狊′．

基于犜，图犌上的一个大小为犽的团犓的构造
如下．对于每个部件犌犻，犼，假设犌犻，犼上每个犡类型模
块中编号为狊的圆包含在犜中，则将图犌上编号为
狊的边加入图犎中．由以上讨论可知，图犎中的犽２
条有向边中没有重复边，即没有两条起始点和终止
点均相同的边，且图犎中刚好有犽个不同的顶点．
因此，图犎是图犌的一个有向完全子图．将犞（犎）
加入犓中，则犓是图犌一个大小为犽的团．证毕．

从完全狆支配集在ＵＤＧ上固定参数不可解性
证明的过程可知，问题的难解性依赖于以下假设：
ＵＤＧ圆盘模型中相交圆间的距离可以无限接近．如
果限制相交圆之间的距离，则问题的难度会发生根
本性的改变．这是因为，如果相交圆间的距离大于某
个常量ｃ，则图中顶点的最大度是受限的，利用文献
［２６］的“几何”核心化技术容易得出所研究的问题是
固定参数可解的，具体如以下定理所示．

定理３．　给定一个ＤＧ图犌（犞，犈），假设!

为犌
的圆盘模型．如果!

中任何两个圆的圆心之间的距
离大于某个常量ｃ，且!

中圆的半径是有限常量，则
完全狆支配集在实例（犌，犽）上是固定参数可解的．

证明．假设!

的相交图犌
!

（犞
!

，犈
!

）中的顶点按如
下方式嵌入到欧式平面上：顶点狏犻∈犞!

位于圆犇犻∈
!

的圆心位置．假设!

中圆的最大半径和最小半径分
别为常量狉ｍａｘ和狉ｍｉｎ．注意到对任意点狏∈犞!

，因为
!

中圆的最大半径为狉ｍａｘ，所以有μ（!［犖［狏］］）
π（３狉ｍａｘ）２＝９π狉２ｍａｘ（犖［狏］表示狏及其邻接点的集
合）．因此，如果μ（!）＞９犽π狉２ｍａｘ，则（犌，犽）是一个假
实例．假设μ（!）９犽π狉２ｍａｘ．另外一方面，因为!

中圆
的最小半径为狉ｍｉｎ，且任何两个圆的圆心之间的距
离大于某个常量ｃ，所以μ（!）π（ｃ槡狀／２＋狉ｍｉｎ）２
（π／４）ｃ２狀（将所有圆的圆心放入某个圆中），其中
狀＝｜犞｜．从而（π／４）ｃ２狀μ（!）９犽π狉２ｍａｘ狀
（３６狉２ｍａｘ／ｃ２）·犽．因此，完全狆支配集具有大小为
（３６狉２ｍａｘ／ｃ２）·犽的核．因为一个参数化问题是可核心
化的当且仅当该问题是固定参数可解的［２］，所以完全
狆支配集在实例（犌，犽）上是固定参数可解的．证毕．

５　平面图上的参数算法设计
平面图是一种相交圆之间的距离最大化的特殊

ＤＧ模型：任何两个相交圆均以相切的方式进行相
交．由上一节的分析可知，完全狆支配集在平面图

上是固定参数可解的．本节进一步证明平面图上完
全狆支配集存在参数亚指数算法．设（犌，犽）为完全
狆支配集的一个实例（犽为问题解的大小），该算法基
于树分解技术和动态规划技术，主要由两部分组成：

（１）找到图犌上的一个最优树分解（犡，犜），且
证明该树分解的树宽是受限的，即树宽是关于犽的
一个函数：狋狑（犌）犳（犽）；

（２）利用动态规划技术，在树分解树上设计一
个时间复杂性为２α·狋狑（犌）狀犗（１）的算法，其中α为一常
量，狀为问题规模．
５１　树分解

首先给出关于平面支配集问题的一个重要结论．
引理３［２７］．设图犌为一平面图．如果犌上存在

一个大小不超过犽的支配集，则图犌的树宽狋狑（犌）
９．５４６槡犽．

基于以上引理，可得新的引理．
引理４．　设图犌为一平面图．如果犌上存在一

个大小不超过犽的完全狆支配集，则图犌的树宽
狋狑（犌）９．５４６槡犽．

证明．　设平面图犌上存在一个大小不超过犽
的完全狆支配集犇．显然，犇也是图犌上的一个支
配集．由引理３可得狋狑（犌）９．５４６｜犇槡｜．因此，
狋狑（犌）９．５４６｜犇槡｜９．５４６槡犽． 证毕．
５２　动态规划

针对完全狆支配集实例（犌，犽）的一个树宽受限
的完美树分解〈｛犡犻｜犻∈犐｝，犜〉，基于动态规划技术
设计完全狆支配集的参数亚指数算法．为了表述方
便，先介绍相关概念．

对于分解树犜上的每个节点犻∈犐，用犌犻表示节
点犻及其子孙节点中所有顶点在图犌中的导出子
图，即犌犻＝（犞犻，犈犻），其中犞犻表示节点犻及其子孙节
点所对应的包的所有顶点集合，犈犻＝犈∩（犞犻×犞犻）．

对于每一个包犡犻，假设犡犻中的顶点是按顺序
编号的，即对任意犻∈犐，犡犻＝｛狓１犻，…，狓狀犻犻｝，其中狀犻表
示犡犻中顶点的个数．对于任意包犡犻，使用２（狆＋１）
种颜色对其中的顶点进行着色：
犼^：该点在解中且已经被犼个点支配（０犼狆）；
犼：该点不在解中且已经被犼个点支配（０

犼狆）．
设犮＝（犮１，…，犮狀犻）∈｛０^，…，^狆，０，…，狆｝狀犻．则称犮

为针对包犡犻中顶点的一种着色方案，且用犮狋表示犡犻
中的第狋个顶点狓狋犻在犮中被着的颜色．假设在某着色
方案犮下某顶点狓狋犻的着色为犮狋，用犫（犮狋）表示在着色

４７８１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１３年



方案犮下顶点狓狋犻被支配的次数，即如果犮狋＝^犻（０犻
狆），则犫（犮狋）＝犻，如果犮狋＝犻（０犻狆），则犫（犮狋）＝犻．

针对一个大小为狀犻的包犡犻，定义函数犿犻：
｛０^，…，^狆，０，…，狆｝狀犻→"∪｛＋∞｝．对于犡犻中顶点的一
种着色方案犮＝（犮１，…，犮狀犻）∈｛０^，…，^狆，０，…，狆｝狀犻，
犿犻（犮）表示犡犻中顶点在着色方案犮限制下，图犌犻中
的最小完全狆支配集的大小．对于包犡犻中顶点的一
种着色方案犮＝（犮１，…，犮狀犻）∈｛０　^，…，^狆，０，…，狆｝狀犻，
如果以下条件满足：

（狋∈｛１，…，狀犻｝：犫（犮狋）１）∧（｜犖∧（狓狋犻）｜＜
犫（犮狋）），其中犖∧（狓狋犻）表示图犌［犡犻］中顶点狓狋犻的邻居
且着色属于｛０^，…，^狆｝的点集，

则称犮为无效着色方案．
对于给定着色方案犮＝（犮１，…，犮狀犻）∈｛０^，…，^狆，

０，…，狆｝狀犻，定义＃∧（犮）＝｜｛狋｜狋∈｛０^，…，^狆｝｝｜．
动态规划算法为每个树分解树中的节点犻∈犐

建立一张动态规划表犃犻，如表１所示．表犃犻共有
狀犻＋２列，有（２狆＋２）狀犻行．每一行代表包犡犻中顶点的
一种着色方案犮，以及该着色方案的函数值犿犻（犮）和
前驱指针狆犻（犮）．狆犻（犮）用于最后构造最优解，指向获
得犿犻（犮）值的包犡犻孩子节点的某着色方案．算法首
先计算树分解树中叶节点的动态规划表，然后自底
向上计算中间节点的动态规划表，也就是说，对于每
个节点犻∈犐，只有计算完节点犻的所有子孙的动态
规划表，才根据节点犻的孩子节点的动态规划表更
新节点犻的动态规划表．显然，所求解的完全狆支配
集的最优解大小包含在根节点的动态规划表中．

表１　动态规划表犃犻
狓１犻 狓２犻 … 狓狀犻－１犻 狓狀犻犻 犿犻（） 狆犻（）
０^! ０^! ０^! ０^!


狆 狆 狆 狆

步骤１：初始化．
算法的第１步是计算树分解树中叶节点的动态

规划表．对每一个叶节点包犡犻的所有着色方案犮∈
｛０^，…，^狆，０，…，狆｝狀犻，按如下公式求解函数犿犻（犻）值：

犿犻（犮）＝＃∧（犮），犮是有效着色方案
＋∞，犮｛ 是无效着色方案．

　　步骤２：后序遍历树分解树犜，执行动态规划的
过程．

假设当前遍历到的节点为犻∈犐．如果犻为叶节

点，则不执行任何操作．下面假设犻为中间节点．下
面分情况讨论节点犻的动态规划表的计算．

（１）遗忘节点．假设节点犻为遗忘节点，并设其
孩子的编号为犼．注意到此时图犌犻和图犌犼是相同的，
而犡犼包含了犡犻中所有顶点且只比犡犻多一个顶点．
不失一般性，假设犡犻＝｛狓１犻，…，狓狀犻犻｝，犡犼＝｛狓１犻，…，
狓狀犻犻，狓｝．

引理５．　对遗忘节点犡犻的每一种着色方案犮：
犿犻（犮）＝ｍｉｎ犱∈｛^狆，狆｝｛犿犼（犮×｛犱｝）｝．

证明．　根据树分解的定义，顶点狓不会再出
现在后续要处理的树分解树中的任何一个中间节点
中．因此，后续要处理的包不会改变顶点狓被支配
的次数．对包犡犼的任意着色方案犮×｛犱｝，如果犱
｛狆，^狆｝，则在该着色方案的限制下，顶点狓在图犌中
被支配的次数少于狆次，也即着色方案犮×｛犱｝不会
导出一个图犌上的完全狆支配集．因此，只需考虑
狓的着色为狆或^狆的着色方案． 证毕．

按引理５的公式对遗忘节点犡犻的动态规划表
进行计算，并将指针狆犻（犮）指向获得犿犻（犮）值的包狓犼
中的着色方案犮×｛犱｝（即犿犻（犮）＝犿犼（犮×｛犱｝））．

（２）引入节点．假设节点犻为引入节点，其孩子
节点的编号为犼∈犐．此时，图犌犻包含图犌犼中的所有
点且比犌犼多一个顶点狓，该顶点狓在图犌犻中只与包
犡犼中的某些顶点相邻，而与犞犼＼犡犼中的任何点均不
相邻．不失一般性，假设犡犼＝｛狓１犼，…，狓狀犼犼｝，犡犻＝
｛狓１犼，…，狓狀犼犼，狓｝．设顶点狓在包犡犻中的邻居为
犖（狓）∩犡犻＝｛狓犾１犼，…，狓犾狆犼｝，其中１犾１…犾狆
狀犼．为了表述的方便，定义一个针对包犡犼中顶点着
色的一个转换函数：｛０^，…，^狆，０，…，狆｝狀犼→｛０^，…，
狆^，０，…，狆｝狀犼．对于包犡犼上的一个着色方案犮＝
（犮１，…，犮狀犼），定义函数（犮）＝｛犮′１，…，犮′狀犼｝使得
犮′狋＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
犼^（犼＝犻－１），如果犮狋＝^犻且狋∈｛犾１，…，犾狆｝，犻１
犻－１， 如果犮狋＝犻且狋∈｛犾１，…，犾狆｝，犻１
犮狋， 其它情况
烅
烄

烆 ．
　　引理６．　对引入节点犡犻的孩子犡犼的每一种着
色方案犮，任意０犾狆，有

（１）犿犻（犮×｛犾｝）＝

　
犿犼（犮），在图犌［犡犻］中，狓存在犾个邻居

狓狇犼∈犡犻满足犮狇∈｛０^，…，^狆｝
＋∞，其它情况
烅
烄

烆 ；
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（２）犿犻（犮×｛^犾｝）＝
犿犼（犮′）＋１，在图犌［犡犻］中，狓存在犾个邻居

狓狇犼∈犡犻满足犮′狇∈｛０^，…，^狆｝，
其中犮′＝（犮）

＋∞， 其它情况

烅

烄

烆 ．
证明．　首先考虑（１）的正确性．此时顶点狓被

分配的着色为犾．为了保证包犡犻的着色方案犮×犾的
有效性，需保证顶点狓至少被犾个顶点支配，即狓的
邻居点中至少有犾个是在解中．注意到在图犌犻中，顶
点狓只能被包犡犻中顶点支配．因此在图犌犻和图
犌［犡犻］中，顶点狓的邻居点集是相同的．

下面证明（２）的正确性．顶点狓的着色^犾表明狓
已被放入解中，因此相比于着色方案犮，狓在包犡犻中
的所有邻接点｛狓犾１犼，…，狓犾狆犼｝在着色方案犮×｛^犾｝下被
支配的次数均增加了一次．假设在着色方案犮下，狓
的某邻接点狓狇犼∈｛狓犾１犼，…，狓犾狆犼｝被支配的次数为犻次．
因狓的着色^犾会给狓狇犼的支配次数增加一次，同时注
意到犿犼（犮′）犿犼（犮）（狓狇犼在着色犮′下被支配的次数为
犻－１次），所以犿犻（犮×｛^犾｝）的值为犿犼（犮′）＋１．证毕．

按引理６的公式对引入节点犡犻的动态规划表
进行计算，对于有效着色方案犮×｛犾｝，犮×｛^犾｝，将指
针狆犻（犮×｛犾｝）指向包狓犼中的着色方案犮，而指针
狆犻（犮×｛^犾｝）指向犮′．

（３）连接节点．假设节点犻为连接节点，其两个
孩子的编号分别为犼和犽．设犡犻＝犡犼＝犡犽＝
｛狓１犻，…，狓狀犻犻｝．此时图犌犼和图犌犽的顶点交集为犡犻，而
图犌犻＝犌犼∪犌犽．

为了表述方便，引入以下概念．设犮＝｛犮１，…，
犮狀犻｝∈｛０^，…，^狆，０，…，狆｝狀犻为犡犻上的一个着色方案．
对于任两个着色方案犮′＝｛犮′１，…，犮′狀犻｝∈｛０^，…，^狆，
０，…，狆｝狀犻和犮″＝｛犮″１，…，犮″狀犻｝∈｛０^，…，^狆，０，…，狆｝狀犻，
如果以下条件满足：

（１）犮狋＝^犻犫（犮′狋）＋犫（犮″狋）－犾犻，其中犻０，犾＝
｜犖∧（狓狋犻）｜（图犌［犡犻］中，顶点狓狋犻的邻居且在解中的
点的个数）；

（２）犮狋＝犻犫（犮′狋）＋犫（犮″狋）－犾犻．其中犻０，犾＝
犖∧（狓狋犻），
则称犮′和犮″划分了犮．

引理７．　对于连接节点犡犻中的着色方案犮：
犿犻（犮）＝ｍｉｎ｛犿犼（犮′）＋犿犽（犮″）－＃∧（犮）｜犮′，犮″划分了犮｝．

证明．首先证明犿犻（犮）ｍｉｎ｛犿犼（犮′）＋犿犽（犮″）－

＃∧（犮）｜犮′，犮″划分了犮｝．对于任一对划分了犮的着色
方案犮′，犮″，设犇′，犇″分别为在犮′，犮″限制下，图犌犼和
犌犽中大小为犿犼（犮′）和犿犽（犮″）的完全狆支配集．设
犇＝犇′∪犇″．容易得知，犇是在犮限制下，图犌犻的一
个完全狆支配集．因此，犿犻（犮）｜犇｜＝犿犼（犮′）＋
犿犽（犮″）－＃∧（犮）．

下面证明犿犻（犮）ｍｉｎ｛犿犼（犮′）＋犿犽（犮″）－
＃∧（犮）｜犮′，犮″划分了犮｝．假设犇为在着色方案犮的限
制下，图犌犻中大小为犿犻（犮）的完全狆支配集．设
犇′＝犇∩犞（犌犼），犇″＝犇∩犞（犌犽）．按以下方法构造
包犡犼（犡犽）的一个着色方案犮１（犮２）：对包犡犼（犡犽）中
任一顶点狓狋犼（狓狋犽），设犻为点狓狋犼（狓狋犽）在图犌犼（犌犽）上包
含在犇′（犇″）中的邻居个数，即犻＝｜犖（狓狋犼）∩犇′｜
（｜犖（狓狋犽）∩犇″｜），如果点狓狋犼（狓狋犽）在犇′（犇″）中，则
狓狋犼（狓狋犽）的着色犮１狋（犮２狋）＝^犻，否则犮１狋（犮２狋）＝犻．根据犿犼（）
和犿犽（）的定义可知，｜犇′｜犿犼（犮１），｜犇″｜犿犽（犮２）．
容易得知，犮１，犮２划分了犮．综上所述，可得
犿犻（犮）＝｜犇｜＝｜犇′｜＋｜犇″｜－｜犇′∩犇″｜犿犼（犮１）＋
　　　犿犽（犮２）－＃∧（犮）ｍｉｎ｛犿犼（犮′）＋犿犽（犮″）－
　　　＃∧（犮）｜犮′，犮″划分了犮｝． 证毕．

按引理７的公式对连接节点犡犻的动态规划表
进行计算，并将指针狆犻（犮）指向获得犿犻（犮）值的犮′
和犮″．

步骤３：构造最优解．
假设狉为树分解树犜的根．当狉以外的所有节

点的动态规划表计算完毕，最后才计算狉的动态规
划表．根据狉的动态规划表，可以得到最小完全
狆支配集的大小．

引理８．　设狉为树分解树犜的根，则最小完全
狆支配集的大小为ｍｉｎ｛犿狉（犮）｜犮∈｛^狆，狆｝狀狉｝．

证明．　注意到犌狉＝（犞，犈）＝犌．根据犿狉（）的
定义可得引理８的正确性． 证毕．

根据最优解大小犿狉（犮）及各个动态规划表中设
立的指针，利用回溯法即可得到最优解．

定理４．　给定图犌的一个树宽为狋狑（犌）的完
美树分解〈｛犡犻｜犻∈犐｝，犜〉，则可以在犗（（２狆＋
２）２·狋狑（犌）狋狑（犌）３犖）时间内求解图犌的最优完全
狆支配集，其中犖为犜中的节点个数．

证明．　树分解定义的第１个条件保证了原图
中所有顶点均被处理．在进行初始化及在动态规划
的过程中，在给当前处理包犡犻中某个顶点狓分配着
色^犻（或犻）时，保证了在图犌犻中至少有犻个顶点支配
了顶点狓，即顶点狓的着色是有效的．根据树分解定
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义的第２个条件，原图中任两个相邻的顶点至少出
现在一个包中，从而保证了原图中任意点的着色有
效性．树分解定义的第３个条件保证了动态规划过
程的一致性．如果一个顶点狓出现在两个不同的包
犡犻和犡犼中，根据该定义，犡犻到犡犼的路径上的所有包
均包含顶点狓，由于动态规划的过程保证了两个相
邻包的公共顶点的着色相容性，所以最终计算出的
最优解中顶点狓在各个包中的着色是相容的．

下面分析算法的时间复杂性．首先考虑第１步
的初始化．对于任一叶节点犻∈犐，其动态规划表犃犻
最多包含的着色方案个数是（２狆＋２）狀犻（狀犻为包犡犻的
大小）．对于每一着色方案犮，为了计算犿犻（犮），需要
检验犮是否有效，这需要时间犗（狀３犻）．因此计算一个
叶节点的动态规划表的时间为犗（（２狆＋２）狀犻狀３犻）．下
面分析步骤２的时间．设节点犻∈犐为树分解树中的
中间节点．（１）遗忘节点犻动态规划表的计算时间．
显然，计算节点犻的动态规划表的时间为犗（（２狆＋
２）狀犻）．（２）引入节点犻动态规划表的计算时间．容易
得出，计算节点犻的动态规划表的时间为犗（（２狆＋
２）狀犻狀３犻）．（３）连接节点犻动态规划表的计算时间．其
时间由划分了动态规划表犃犻中着色方案犮的着色
方案对犮′，犮″的个数决定，即 ∑

犮∈｛０，…，狆，０^，…，^狆｝狀犻
｜｛（犮′，犮″）

｜犮′和犮″划分了犮｝｜．显然，其个数的上界为（２狆＋
２）狀犼（２狆＋２）狀犽（２狆＋２）２·狋狑（犌）（狀犼，狀犽为犻的两个孩
子节点的包大小）．因此，计算一个中间节点犻的时
间复杂度为犗（（２狆＋２）２·狋狑（犌）狋狑（犌）３）．因为分解树
的中间节点个数最多有犖个，所以步骤２的时间复
杂性为犗（（２狆＋２）２·狋狑（犌）狋狑（犌）３犖）．最后考虑步骤
３的计算时间．显然，步骤３中决定最小完全狆支配
集的大小犿狉（犮）的时间复杂性为犗（（２狆＋２）狀犻）．根
据犮及每个动态规划表中设立的指针，通过回溯法
在时间犗（（２狆＋２）狋狑（犌）犖）内得到最优解．综上所
述，构造一个最优完全狆支配集的时间为犗（（２狆＋
２）２·狋狑（犌）狋狑（犌）３犖）． 证毕．

由引理４和定理４可得如下定理．
定理５．　给定平面图上完全狆支配集的一个

实例（犌，犽），可在时间犗（（２狆＋２）１９．１·槡犽犽３狀＋狀３）内
解决完全狆支配集问题，其中狀为图犌中的顶点个
数，犽为问题解的大小．

证明．　算法主要由两步组成：
（１）针对平面图犌，计算一个最优的完美树分解

〈｛犡犻｜犻∈犐｝，犜〉（犜的节点个数犖＝犗（狀））．如果该

树分解的树宽狋狑（犌）＞９．５４６槡犽，则图犌上不存在
大小不超过犽的完全狆支配集，返回“否”．如果
狋狑（犌）９．５４６槡犽，则进行下一步；

（２）基于完美树分解〈｛犡犻｜犻∈犐｝，犜〉，运用动态
规划技术求解图犌上的最优完全狆支配集犇，如果
｜犇｜犽则返回犇，否则返回“否”．

以上算法的正确性可由引理４和定理４得出．
下面分析算法的时间复杂性．计算平面图犌的最优
树分解的时间为犗（狀３）［２７２８］．根据引理１，从树分解
到完美树分解的转换需时间犗（狀）．因此步骤１的时
间为犗（狀３）．由定理４及狋狑（犌）９．５４６槡犽，可得步
骤２的时间为犗（（２狆＋２）１９．１·槡犽犽３狀）．综上所述，整
个算法的时间复杂度为犗（（２狆＋２）１９．１·槡犽犽３狀＋狀３）．

证毕．

６　结　论
本文主要研究了完全狆支配集在ＤＧ模型及

其特殊模型上的难解性根源及参数算法设计．证明
了完全狆支配集在顶点的最大度为３的ＵＤＧ上仍
是ＮＰ难的，并进一步证明了完全狆支配集在
ＵＤＧ上是犠［１］难解的．通过犠［１］难解性的证
明发现，ＵＤＧ（圆盘）模型中相交圆间的距离对完全
狆支配集在ＵＤＧ上难解性有根本性的影响：如果
相交圆的圆心之间的距离大于某个常量，则完全狆
支配集在ＤＧ上是固定参数可解的．基于完全狆支
配集难解性根源分析，利用树分解和动态规划技术，
最后针对平面图上完全狆支配集设计了一个时间复
杂度为犗（（２狆＋２）１９．１·槡犽犽３狀＋狀３）的参数亚指数算
法，其中狀为给定实例中的顶点个数，犽为问题解的
大小．
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ｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，ｃｏｍｐｕｔｅｒｔｈｅｏｒｙ．

犠犃犖犌犑犻犪狀犡犻狀，ｂｏｒｎｉｎ１９６９，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ
ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｎｅｔｗｏｒｋｏｐｔｉ
ｍｉｚａｔｉｏｎ，ｂｉｏｉｎｆｏｒｍａｔｉｃｓ．

犆犎犈犖犑犻犪狀犈狉，ｂｏｒｎｉｎ１９５４，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ
ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｂｉｏｌｏｇｙ，ｃｏｍｐｕｔｅｒ
ｔｈｅｏｒｙ，ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．

８７８１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１３年



犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
　　ＴｈｉｓｗｏｒｋｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ
ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａｕｎｄｅｒＧｒａｎｔｓ（６１２３２００１，６１１０３０３３，
６１１７３０５１）ｗｈｉｃｈｆｏｃｕｓｏｎｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＫｅｒｎｅｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒＮＰｈａｒｄｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｐｒａｃｔｉｃｅ，
ａｎｄｔｈｅｄｅｓｉｇｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｇｒａｐｈｍｏｄｉｆｉ
ｃａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｓ，ａｎｄｔｈｅＰｏｓｔｄｏｃＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｅｎｔｒａｌ
ＳｏｕｔｈＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ．Ｕｎｄｅｒｔｈｅｓｅｐｒｏｊｅｃｔｓ，ｗｅｍａｉｎｌｙｓｔｕｄｙｔｈｅ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒ
ＮＰｈａｒｄｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｗｉｒｅｌｅｓｓｎｅｔｗｏｒｋｓ．Ｕｎｔｉｌｎｏｗ，ｗｅｈａｖｅ
ｄｅｖｅｌｏｐｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｓｅｖｅｒａｌｃｌａｓｓｉｃａｌＮＰ
ｈａｒｄｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｗｉｒｅｌｅｓｓｓｅｎｓｏｒｎｅｔｗｏｒｋｓ，ｓｕｃｈａｓＭｉｎ
ｐｏｗｅｒＭｕｌｔｉｃａｓｔ，ＣｏｎｎｅｃｔｅｄＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＳｅｔ，ａｎｄＭａｘ
ｌｉｆｅｔｉｍｅＴａｒｇｅｔＣｏｖｅｒａｇｅ．

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｉｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｂｒａｎｃｈｏｆｃｏｍ
ｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｔｈｅｏｒｙａｎｄｉｓａｉｍｅｄａｔｐｒａｃｔｉｃａｌｌｙｓｏｌ
ｖｉｎｇａｌａｒｇｅｎｕｍｂｅｒｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓｔｈａｔａｒｅｔｈｅｏ
ｒｅｔｉｃａｌｌｙｉｎｔｒａｃｔａｂｌｅ．Ｔｏｔａｌ狆ＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＳｅｔｉｓａｆａｍｏｕｓＮＰ
ｈａｒｄｐｒｏｂｌｅｍ，ｗｈｉｃｈｈａｓｉｍｐｏｒｔａｎｔａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｉｎｗｉｒｅｌｅｓｓ
ｎｅｔｗｏｒｋｓ．Ｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｈａｓｂｅｅｎｅｘｔｅｎｓｉｖｅｌｙｓｔｕｄｉｅｄｆｒｏｍ

ｔｈｅｖｉｅｗｐｏｉｎｔｏｆａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ，ｈｅｕｒｉｓｔｉｃ，ｅｔｃ．Ｂｙｗａｙｏｆ
ｃｏｎｔｒａｓｔ，ｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｉｔｉｓｍｕｃｈｌｅｓｓｄｅ
ｖｅｌｏｐｅｄ．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｄｉｓｋｇｒａｐｈｓａｎｄｕｎｉｔｄｉｓｋｇｒａｐｈｓ
ｈａｖｅｉｍｐｏｒｔａｎｔａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｉｎｗｉｒｅｌｅｓｓｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ．Ｉｎ
ｔｈｉｓｗｏｒｋ，ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｍｐｌｅｘｉ
ｔｙａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＴｏｔａｌ狆Ｄｏｍｉｎａｔｉｎｇ
Ｓｅｔｉｎｄｉｓｋｇｒａｐｈｓａｎｄｕｎｉｔｄｉｓｋｇｒａｐｈｓ．Ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｓｈｏｗｔｈａｔ
Ｔｏｔａｌ狆ＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＳｅｔｒｅｍａｉｎｓＮＰｈａｒｄｉｎｕｎｉｔｄｉｓｋｇｒａｐｈｓ
ｗｉｔｈｖｅｒｔｅｘｄｅｇｒｅｅｂｏｕｎｄｅｄｂｙｔｈｒｅｅ．Ｔｈｅｙｆｕｒｔｈｅｒｐｒｏｖｅｔｈａｔ
ＴｏｔａｌｐＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＳｅｔｉｓｆｉｘｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｉｎｔｒａｃｔａｂｌｅｉｎｕｎｉｔ
ｄｉｓｋｇｒａｐｈｓ，ｂｕｔｉｓｆｉｘｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｔｒａｃｔａｂｌｅｉｎｔｈｅｍｏｒｅｒｅ
ｓｔｒｉｃｔｅｄｃｌａｓｓｏｆｄｉｓｋｇｒａｐｈｓｗｈｅｒｅｔｈｅｃｅｎｔｅｒｓｏｆｔｈｅｄｉｓｋｓａｒｅ
ａｔｍｕｔｕａｌｄｉｓｔａｎｃｅａｔｌｅａｓｔｓｏｍｅｃｏｎｓｔａｎｔｃ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ａｓｕｂｅｘ
ｐｏｎｅｎｔｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｒｕｎｎｉｎｇｉｎｔｉｍｅ犗（（２狆＋
２）１９．１·槡犽犽３狀＋狀３）ｉｓｇｉｖｅｎｆｏｒＴｏｔａｌ狆ＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＳｅｔｉｎｐｌａ
ｎａｒｇｒａｐｈｓ（ａｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｃｌａｓｓｏｆｄｉｓｋｇｒａｐｈｓ），ｗｈｅｒｅ狀ｄｅ
ｎｏｔｅｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｉｎｔｈｅｇｉｖｅｎｉｎｓｔａｎｃｅ，ａｎｄ犽ｉｓｔｈｅ
ｓｉｚｅｏｆｐｒｏｂｌｅｍｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｔｏｔｈｅｂｅｓｔｏｆｏｕｒｋｎｏｗｌｅｄｇｅ，ｔｈｉｓｉｓ
ｔｈｅｆｉｒｓｔｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒＴｏｔａｌ狆ＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＳｅｔ．

９７８１９期 骆伟忠等：完全狆支配集的参数算法


