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摘　要　将符号化计算树逻辑中Ｂｏｏｌｅ函数的Ｓｈａｎｎｏｎ展开式做了推广，研究了三值逻辑系统犔３中由公式导出的
三值犚０函数的展开式，给出了犔３中逻辑公式的准析取范式和准合取范式表示．研究了狀元三值犚０函数以及狀元
逻辑公式逻辑等价类的计数问题．在此基础上，给出了犔３中对称逻辑公式的构造方法．
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１　引　言
模型检验（ＭｏｄｅｌＣｈｅｃｋｉｎｇ）技术自提出以来已

在包括航空航天、电子商务、通信技术乃至医疗系统
等各个领域取得了成功的应用，所以近年来得到了
迅速的发展［１７］．所谓模型是指包含有状态集、状态
转移关系以及与一组原子命题相联系的迁移系统
（ＴｒａｎｓｉｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍ，ＴＳ），而模型检验的任务就在
于通过某种自动化的方法检验一个ＴＳ是否满足预

定的规范（Ｓｐｅｃｉｆｉｃａｔｉｏｎ）．这里的规范通常用具有
足够强的表述功能的逻辑公式φ来表示，φ经常取
为计算树逻辑（ＣｏｍｐｕｔｉｎｇＴｒｅｅＬｏｇｉｃ）中的公式，
简称为ＣＴＬ公式．模型检验技术虽然是自动化的，
但对于复杂的规范往往会出现计算复杂性不断增加
乃至出现状态爆炸的情况．为了简化检验过程，在计
算树逻辑的模型检验中，文献［１］给出了开关函数
（ｓｗｉｔｃｈｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎｓ）的概念，并借助于Ｓｈａｎｎｏｎ展
开式将状态（ｓｔａｔｅｓ）和状态之间的转移关系符号化，
实现了符号化的计算树逻辑的模型检验．



Ｂｏｏｌｅ函数是数理逻辑中的重要概念，而且
Ｂｏｏｌｅ函数也是研究数字电路、密码学和密码技术
的重要工具．不同的密码系统对Ｂｏｏｌｅ函数有不同
的要求，某一性质保证某一方面的安全性．但并不
是一个函数满足的性质越多越好，因为满足的性质
越多，函数类越小，函数的选择范围将缩小，从而失
去灵活性，反而降低安全性．所以，一个函数类的计
数问题是一个重要的研究课题．文献［８］系统地研究
了密码学中的布尔函数，其中对称布尔函数是一类
重要的布尔函数，关于对称布尔函数的研究取得了
丰富的成果［９１０］．文献［１１］研究了三值逻辑系统犔３

中的对称逻辑公式，给出了由逻辑公式导出的三值
犚０函数的概念．与Ｂｏｏｌｅ函数不同的是：狀元Ｂｏｏｌｅ
函数共有２２狀个；而狀元三值犚０函数的个数却少于
３３狀个，例如犵－（狓１，…，狓狀）＝１２就不是三值犚０函数．
本文借助模型检验中Ｂｏｏｌｅ函数Ｓｈａｎｎｏｎ展开式的
巧妙思想，给出三值犚０函数的展开式以及三值犚０
函数的构造方法，并证明狀元三值犚０函数共有
２２狀×３３狀－２狀个．在此基础上，给出了犔３逻辑系统中
逻辑公式的准析取范式和准合取范式表示，从而为
解决逻辑等价类的计数问题奠定基础，特别是给出
了犔３逻辑系统中对称逻辑公式构造方法，并解决
相应的计数问题．

２　预备知识
定义１［１２］．　设犛＝｛狆１，狆２，…｝，作犉（犛）如下：
（１）狆１，狆２，…∈犉（犛）；
（２）若犃，犅∈犉（犛），则!犃，犃→犅∈犉（犛）；
（３）犉（犛）中的元都可通过（１）与（２）而得到．

犉（犛）是犛生成的（!，→）型自由代数，犛中的元叫
原子命题、命题变元或原子公式，犉（犛）中的元叫命
题或合式公式，简称公式．

注１．　在定义１中并未用到逻辑连接词∨与
∧，其实它们都可以用!与→表达．规定：犃∨犅与
犃∧犅分别是!犃→犅，!（犃→!犅）的简写．

定义２［１２］．　设狏：犉（犛）→｛０，１｝是映射，这里
｛０，１｝是Ｂｏｏｌｅ代数，若狏是（!，→）型同态，即
狏（!犃）＝!狏（犃），狏（犃→犅）＝狏（犃）→狏（犅），

则称狏为犉（犛）的赋值，狏（犃）也叫公式犃的赋值，
犉（犛）中全体赋值之集记作Ω．

定义３［１２］．　设犃，犅∈犉（犛）．
（１）如果对每个狏∈Ω，均有狏（犃）＝１，则称犃为

重言式，记作犃；如果对每个狏∈Ω，均有狏（犃）＝０，
则称犃为矛盾式．

（２）如果对每个狏∈Ω，均有狏（犃）＝狏（犅），则称
犃与犅逻辑等价，记作犃≈犅．

定义４［１２］．　函数犳：｛０，１｝狀→｛０，１｝叫狀元
Ｂｏｏｌｅ函数（狀∈犖）．

定义５［１２］．　设犃（狆１，…，狆狀）是含有狀个命题
变元的合式公式，它由狆１，…，狆狀通过逻辑连接词
!、→、∨与∧连接而成．设（狓１，…，狓狀）∈｛０，１｝狀，分
别用狓１，…，狓狀取代犃（狆１，…，狆狀）中的狆１，…，狆狀，并
按!０＝１，!１＝０，犪→犫＝０当且仅当犪＝１，犫＝０，
犪∨犫＝ｍａｘ｛犪，犫｝，犪∧犫＝ｍｉｎ｛犪，犫｝理解!，→，∨与
∧，则得一狀元函数，记作珡犃（狓１，…，狓狀）叫作公式犃
导出的Ｂｏｏｌｅ函数．

命题１［１２］．　每个Ｂｏｏｌｅ函数都可由某公式导出．
定义６［１２］．设犃（狆１，…，狆狀）∈犉（犛），则分别

当犃具有形式
（犙１１∧…∧犙１狀）∨…∨（犙犿１∧…∧犙犿狀）或
（犙１１∨…∨犙１狀）∧…∧（犙犿１∨…∨犙犿狀）

时，称犃为析取范式或合取范式，这里犙犻犼＝狆犼或
犙犻犼＝!狆犼（犼＝１，…，狀；犻＝１，…，犿）．

注２．　由原子公式或其否定通过析（合）取连接
词连接而成的公式叫简单析（合）取式．如狆１∨狆２∨
!狆３是简单析取式，!狆１∧狆２是简单合取式．简单析
（合）取式既可以看作是析取范式，又可以看做合取
范式．

定义７［１］．　设犳（狓１，…，狓狀）为狀元Ｂｏｏｌｅ函
数，称下式为Ｓｈａｎｎｏｎ展开式：
犳（狓１，狓２，…，狓狀）＝（!狓１∧犳（０，狓２，…，狓狀））∨

（狓１∧犳（１，狓２，…，狓狀））．
下面，我们给出Ｓｈａｎｎｏｎ展开式的推广形式．
命题２．　设犳（狓１，…，狓狀）为狀元Ｂｏｏｌｅ函数，

约定狓０犽＝!狓犽，狓１犽＝狓犽（犽＝１，２），则
犳（狓１，狓２，狓３，…，狓狀）＝
∨｛狓α１１∧狓α２２∧犳（α１，α２，狓３，…，狓狀）：（α１，α２）∈｛０，１｝２｝．

证明．　由Ｓｈａｎｎｏｎ展开式可得
犳（狓１，狓２，狓３，…，狓狀）＝（!狓１∧犳（０，狓２，狓３，…，狓狀））∨

（狓１∧犳（１，狓２，狓３，…，狓狀））（１）
又
犳（０，狓２，狓３，…，狓狀）＝（!狓２∧犳（０，０，狓３，…，狓狀））∨

（狓２∧犳（０，１，狓３，…，狓狀）），
犳（１，狓２，狓３，…，狓狀）＝（!狓２∧犳（１，０，狓３，…，狓狀））∨

（狓２∧犳（１，１，狓３，…，狓狀）），
代入式（１），整理得

２５８ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１３年



犳（狓１，狓２，狓３，…，狓狀）＝（!狓１∧!狓２∧犳（０，０，狓３，…，狓狀））∨
　（!狓１∧狓２∧犳（０，１，狓３，…，狓狀））∨
　（狓１∧!狓２∧犳（１，０，狓３，…，狓狀））∨
　（狓１∧狓２∧犳（１，１，狓３，…，狓狀））
＝∨｛狓α１１∧狓α２２∧犳（α１，α２，狓３，…，狓狀）：
　（α１，α２）∈｛０，１｝２｝． 证毕．

更一般地，由命题２的推广思路可进一步得出
Ｂｏｏｌｅ函数的析取范式如下．

推论１．　设犳（狓１，…，狓狀）为狀元Ｂｏｏｌｅ函数，
约定狓０犽＝!狓犽，狓１犽＝狓犽（犽＝１，２，…，狀），则
犳（狓１，…，狓狀）＝∨｛狓α１１∧…∧狓α狀狀∧犳（α１，…，α狀）：

（α１，…，α狀）∈｛０，１｝狀｝
＝∨｛狓α１１∧…∧狓α狀狀：（α１，…，α狀）∈犳－１（１）｝．

注３．　若犳－１（１）＝，即犳（狓１，…，狓狀）＝０．这
时，可令犳（狓１，…，狓狀）＝狓１∧!狓１．

下面，我们再给出Ｓｈａｎｎｏｎ展开式的对偶形式
及其推广．

命题３．　设犳（狓１，…，狓狀）为狀元Ｂｏｏｌｅ函数，
约定狓０犽＝狓犽，狓１犽＝!狓犽（犽＝１，２），则

（１）犳（狓１，狓２，…，狓狀）＝（狓１∨犳（０，狓２，…，狓狀））∧
（!狓１∨犳（１，狓２，…，狓狀））．

（２）犳（狓１，狓２，狓３，…，狓狀）＝∧｛狓β１１∨狓β２２∨犳（β１，β２，
狓３，…，狓狀）：（β１，β２）∈｛０，１｝２｝．

证明．
（１）狓１＝０时，（狓１∨犳（０，狓２，…，狓狀））∧（!狓１∨

犳（１，狓２，…，狓狀））＝（０∨犳（０，狓２，…，狓狀））∧（１∨犳（１，
狓２，…，狓狀））＝犳（０，狓２，…，狓狀）∧１＝犳（０，狓２，…，狓狀）＝
犳（狓１，狓２，…，狓狀）．

狓１＝１时，（狓１∨犳（０，狓２，…，狓狀））∧（!狓１∨
犳（１，狓２，…，狓狀））＝（１∨犳（０，狓２，…，狓狀））∧（０∨
犳（１，狓２，…，狓狀））＝１∧犳（１，狓２，…，狓狀）＝犳（１，狓２，…，
狓狀）＝犳（狓１，狓２，…，狓狀）．

（２）由（１）可得
犳（狓１，狓２，狓３，…，狓狀）＝（狓１∨犳（０，狓２，狓３，…，狓狀））∧

（!狓１∨犳（１，狓２，狓３，…，狓狀））（２）
又
犳（０，狓２，狓３，…，狓狀）＝（狓２∨犳（０，０，狓３，…，狓狀））∧

（!狓２∨犳（０，１，狓３，…，狓狀）），
犳（１，狓２，狓３，…，狓狀）＝（狓２∨犳（１，０，狓３，…，狓狀））∧

（!狓２∨犳（１，１，狓３，…，狓狀）），
代入式（２），整理得

犳（狓１，狓２，狓３，…，狓狀）＝（狓１∨狓２∨犳（０，０，狓３，…，狓狀））∧
　（狓１∨!狓２∨犳（０，１，狓３，…，狓狀））∧
　（!狓１∨狓２∨犳（１，０，狓３，…，狓狀））∧
　（!狓１∨!狓２∨犳（１，１，狓３，…，狓狀））
＝∧｛狓β１１∨狓β２２∨犳（β１，β２，狓３，…，狓狀）：
　（β１，β２）∈｛０，１｝２｝． 证毕．

基于命题３中的方法可得出Ｂｏｏｌｅ函数的合取
范式如下．

推论２．　设犳（狓１，…，狓狀）为狀元Ｂｏｏｌｅ函数，
约定狓０犽＝狓犽，狓１犽＝!狓犽（犽＝１，２，…，狀），则
犳（狓１，…，狓狀）＝∧｛狓β１１∨…∨狓β狀狀∨犳（β１，…，β狀）：

　（β１，…，β狀）∈｛０，１｝狀｝
＝∧｛狓β１１∨…∨狓β狀狀：（β１，…，β狀）∈犳－１（０）｝．

注４．　若犳－１（０）＝，即犳（狓１，…，狓狀）＝１．这
时，可令犳（狓１，…，狓狀）＝狓１∨!狓１．

命题４［１２］．　每个公式都逻辑等价于一个析取
范式（或合取范式）．

文献［１２］给出了命题４的构造性证明，下面根
据Ｓｈａｎｎｏｎ展开式及其推广形式给出一种新的证
明方法．

证明．　仅证析取范式的情形（合取范式的情形
是类似的）．

犃∈犉（犛），不妨设犃中含有狀个原子命题狆１，…，
狆狀，则犃导出一个狀元Ｂｏｏｌｅ函数珡犃（狓１，…，狓狀）．

若犃不是矛盾式，则珡犃－１（１）≠．由推论１可
知，约定狓０犽＝!狓犽，狓１犽＝狓犽（犽＝１，２，…，狀），则
珡犃（狓１，…，狓狀）＝∨｛狓α１１∧…∧狓α狀狀：（α１，…，α狀）∈珡犃－１（１）｝．
这时，约定狆０犽＝!狆犽，狆１犽＝狆犽（犽＝１，２，…，狀），令
犅＝∨｛狆α１１∧…∧狆α狀狀：（α１，…，α狀）∈珡犃－１（１）｝，则犅导
出的狀元Ｂｏｏｌｅ函数珚犅（狓１，…，狓狀）＝珡犃（狓１，…，狓狀）．
所以犃≈犅，且犅是析取范式．

若犃是矛盾式，则珡犃（狓１，…，狓狀）＝０．由注３可
令珡犃（狓１，…，狓狀）＝狓１∧!狓１，这时取公式犅＝狆１∧
!狆１，则珚犅（狓１）＝珡犃（狓１，…，狓狀）．所以犃≈犅，且犅是
简单合取式，可看作析取范式． 证毕．

３　犔３中的逻辑公式的范式表示及
计数问题
在经典逻辑系统中，每一个狀元Ｂｏｏｌｅ函数犳：

｛０，１｝狀→｛０，１｝都可由某合式公式导出．然而，在三值
逻辑系统中，每一个狀元三值函数犵－：０，１２，｛ ｝１狀

→
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０，１２，｛ ｝１却不一定能由某个合式公式导出．例如，
犵－（狓１，…，狓狀）＝１２就不能由合式公式导出，因为当
狓１，…，狓狀只取｛０，１｝两个值时，使用连接词!，→，∨
与∧只能得到０或１，不可能得出１２．因此，在三值
逻辑系统中，由狀元公式导出的狀元三值函数的形
式要比狀元Ｂｏｏｌｅ函数复杂得多．下面，本文在三值
命题演算系统犔３中研究逻辑公式与三值函数的
关系．

定义８［１２］．　设犛＝｛狆１，狆２，…｝，犉（犛）是由犛
生成的（!，∨，→）型自由代数，称犉（犛）中的元为系
统犔３中的公式（或命题），称犛中的元为系统犔３中
的原子公式（或原子命题）．

注５．　在犔３中，犃∨犅不再是!犃→犅的简
写，∨是独立的连接词；犃∧犅是!（!犃∨!犅）的
简写．

定义９［１２］．　设狏：犉（犛）→０，１２，｛ ｝１是映射，这
里０，１２，｛ ｝１是三值犚０代数，若狏是（!，∨，→）型
同态，即
狏（!犃）＝!狏（犃），狏（犃∨犅）＝狏（犃）∨狏（犅）

＝ｍａｘ｛狏（犃），狏（犅）｝，
狏（犃→犅）＝狏（犃）→狏（犅）＝犚０（狏（犃），狏（犅）），

则称狏为犉（犛）在三值犚０代数０，１２，｛ ｝１中的赋值，
简称狏为赋值．犉（犛）中全体赋值之集记作Ω－．

在犔３中，重言式、矛盾式、逻辑等价以及由公
式犃导出的函数的定义与经典逻辑系统中的定义
是一致的，这里不再赘述．

定义１０．　若函数犵：０，１２，｛ ｝１狀
→０，１２，｛ ｝１可

由犔３中的某个狀元公式导出，则称犵为狀元三值
犚０函数（狀∈犖）．

注６．　狀元三值犚０函数犵（狓１，…，狓狀）是全体狀
元三值函数犵：０，１２，｛ ｝１狀

→０，１２，｛ ｝１的一部分．全
体狀元三值函数共３３狀个，在这３３狀个函数中，有些不
能由合式公式导出．

例１．　设犃１＝!（!狆１→狆１），犅１＝!（狆１→
!狆１），犆１＝（狆１→!狆１）∧（!狆１→狆１），犆′１＝（狆１→
!狆１）∧（!狆１→狆１）∧狆１，令犇１＝!（犃１∨犅１∨犆１），
犇２＝犅１，犇３＝犆′１，犇４＝犅１∨犆′１，犇５＝犆１，犇６＝犅１∨

犆１，犇７＝犃１，犇８＝犃１∨犅１，犇９＝犃１∨犆′１，犇１０＝犃１∨
犅１∨犆′１，犇１１＝犃１∨犆１，犇１２＝犃１∨犅１∨犆１，则表１给
出由犇犻（犻＝１，２，…，１２）这１２个公式导出的一元三
值犚０函数．

表１　一元三值犚０函数表

狆１的值
三值函数

珡犇１珡犇２珡犇３珡犇４珡犇５珡犇６珡犇７珡犇８珡犇９珡犇１０珡犇１１珡犇１２
０ ００００００１１１１１１
１ ０１０１０１０１０１０１
１
２ ００１

２
１
２１１００１

２
１
２１１

由表１可以看出：当狆１赋值为０，１时，珡犇犽（犽＝
１，２，…，１２）的值只能为０，１；当狆１赋值为１２时，珡犇犽

（犽＝１，２，…，１２）的值可为３个值０，１，１２．从而可知，
所有的一元三值犚０函数至多有２×２×３＝１２个，而
例１中所给的１２个公式恰好导出了１２个不同的一
元三值犚０函数．所以，一元三值犚０函数共１２个．而
一元三值函数共３３１＝２７个．

例２．　设珡犃０（狓）＝!（!狓→狓），珡犃１
２（狓）＝（狓→

!狓）∧（!狓→狓），珡犃１（狓）＝!（狓→!狓），则在三值逻
辑系统犔３中珡犃０（狓），珡犃１

２（狓），珡犃１（狓）的真值如表２
所示．

表２　珚犃犻（狓）犻＝０，１２，（ ）１的真值表
狓 犃－０（狓） 犃－１２（狓） 犃－１（狓）
０ １ ０ ０
１
２ ０ １ ０
１ ０ ０ １

注７．例２中给出的３个函数珡犃０（狓），珡犃１
２（狓），

珡犃１（狓）均满足

珡犃犽
２（狓）＝

１，狓＝犽２
０，狓≠犽
烅
烄

烆 ２
，犽＝０，１，２．

下文中出现的珡犃０（狓），珡犃１
２（狓），珡犃１（狓）均为例２中定

义的函数．
下面，我们依据Ｂｏｏｌｅ函数Ｓｈａｎｎｏｎ展开式的

技巧，给出三值犚０函数的展开式．
命题５．　设犵（狓１，…，狓狀）为狀元三值犚０函数，

则
犵（狓１，狓２，…，狓狀）＝（珡犃０（狓１）∧犵（０，狓２，…，狓狀））

（
∨

珡犃１
２（狓１）∧犵１

２，狓２，…，狓（ ））狀 ∨
（珡犃１（狓１）∧犵（１，狓２，…，狓狀））．
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证明．
狓１＝０时，（珡犃０（狓１）∧犵（０，狓２，…，狓狀））（∨珡犃１

２（狓１）∧

犵１
２，狓２，…，狓（ ））狀 ∨（珡犃１（狓１）∧犵（１，狓２，…，狓狀））＝

（１∧犵（０，狓２，…，狓狀））（∨０∧犵１
２，狓２，…，狓（ ））狀 ∨

（０∧犵（１，狓２，…，狓狀））＝犵（０，狓２，…，狓狀）∨０∨０＝
犵（０，狓２，…，狓狀）＝犵（狓１，狓２，…，狓狀）；

狓１＝１２时，（珚犃０（狓１）∧犵（０，狓２，…，狓狀））（∨珚犃１
２（狓１）∧

犵１
２，狓２，…，狓（ ））狀 ∨（珡犃１（狓１）∧犵（１，狓２，…，狓狀））＝

（０∧犵（０，狓２，…，狓狀））（∨１∧犵１
２，狓２，…，狓（ ））狀 ∨

（０∧犵（１，狓２，…，狓狀））＝０∨犵１
２，狓２，…，狓（ ）狀∨０＝

犵１
２，狓２，…，狓（ ）狀＝犵（狓１，狓２，…，狓狀）；
狓１＝１时，（珚犃０（狓１）∧犵（０，狓２，…，狓狀））（∨珚犃１

２（狓１）∧

犵１
２，狓２，…，狓（ ））狀 ∨（珡犃１（狓１）∧犵（１，狓２，…，狓狀））＝

（０∧犵（０，狓２，…，狓狀））（∨０∧犵１
２，狓２，…，狓（ ））狀 ∨

（１∧犵（１，狓２，…，狓狀））＝０∨０∨犵（１，狓２，…，狓狀）＝
犵（１，狓２，…，狓狀）＝犵（狓１，狓２，…，狓狀）． 证毕．

命题６．　设犵（狓１，…，狓狀）为狀元三值犚０函数，
约定狓０犽＝珡犃０（狓犽），狓

１
２犽＝珡犃１

２（狓犽），狓１犽＝珡犃１（狓犽）（犽＝
１，２，），则
犵（狓１，狓２，狓３，…，狓狀）＝｛∨狓α１１∧狓α２２∧犵（α１，α２，狓３，…，狓狀）：

（α１，α２）∈０，１２，｛ ｝１｝２．
证明．　由命题５可知：

犵（狓１，狓２，…，狓狀）＝｛∨狓α１１∧犵（α１，狓２，狓３，…，狓狀）：
α１∈０，１２，｛ ｝｝１ （３）

又
犵（α１，狓２，狓３，…，狓狀）＝｛∨狓α２２∧犵（α１，α２，狓３，…，狓狀）：

α２∈０，１２，｛ ｝｝１，α１＝０，１２，１，
代入式（３），整理得
犵（狓１，狓２，狓３，…，狓狀）＝｛∨狓α１１∧狓α２２∧犵（α１，α２，狓３，…，狓狀）：

（α１，α２）∈０，１２，｛ ｝１｝２．证毕．

推论３．　设犵（狓１，…，狓狀）为狀元三值犚０函数，
约定狓０犽＝珡犃０（狓犽），狓１

２犽＝珡犃１
２（狓犽），狓１犽＝珡犃１（狓犽）（犽＝１，

２，…，狀），则
犵（狓１，…，狓狀）＝｛∨狓α１１∧…∧狓α狀狀∧犵（α１，…，α狀）：

　（α１，…，α狀）∈０，１２，｛ ｝１｝狀
　＝（∨｛狓α１１∧…∧狓α狀狀：（α１，…，α狀）∈犵－１（１）｝）∨

｛∨狓α１１∧…∧狓α狀狀∧１２：（α１，…，α狀）∈犵－１（）｝（ ）１
２ ．

注８．
（１）若犵－１（１）＝犵－１（）１２＝，即犵（狓１，…，狓狀）＝

０．这时可令犵（狓１，…，狓狀）＝狓０１∧狓１１，即
犵（狓１，…，狓狀）＝!（!狓１→狓１）∧!（狓１→!狓１）．
（２）若犵－１（）１２≠，则狓１，…，狓狀中至少有一

个取值１２，则犵（狓１，…，狓狀）可表示为
（∨｛狓α１１∧…∧狓α狀狀：（α１，…，α狀）∈犵－１（１）｝）（

∨

｛∨（狓α１１∧（狓１∨!狓１））∧…∧（狓α狀狀∧（狓狀∨!狓狀））：

（α１，…，α狀）∈犵－１（）｝）１
２ ．

下面，给出命题５、６及推论３的对偶形式．
命题７．设犵（狓１，…，狓狀）为狀元三值犚０函

数，则
犵（狓１，狓２，…，狓狀）＝（!珡犃０（狓１）∨犵（０，狓２，…，狓狀））（ ∧

!

珡犃１
２（狓１）∨犵１

２，狓２，…，狓（ ））狀 ∧
（!珡犃１（狓１）∨犵（１，狓２，…，狓狀））．

证明．
狓１＝０时，（!珡犃０（狓１）∨犵（０，狓２，…，狓狀））（ ∧

!

珡犃１
２（狓１）∨犵１

２，狓２，…，狓（ ））狀 ∧（!

珡犃１（狓１）∨
犵（１，狓２，…，狓狀））＝（０∨犵（０，狓２，…，狓狀））（ ∧
１∨犵１

２，狓２，…，狓（ ））狀 ∧（１∨犵（１，狓２，…，狓狀））＝
犵（０，狓２，…，狓狀）∧１∧１＝犵（０，狓２，…，狓狀）＝犵（狓１，
狓２，…，狓狀）；

狓１＝１２时，（!珡犃０（狓１）∨犵（０，狓２，…，狓狀））（
∧

!

珡犃１
２（狓１）∨犵１

２，狓２，…，狓（ ））狀 ∧（!珡犃１（狓１）∨
犵（１，狓２，…，狓狀））＝（１∨犵（０，狓２，…，狓狀））（ ∧
０∨犵１

２，狓２，…，狓（ ））狀 ∧（１∨犵（１，狓２，…，狓狀））＝

１∧犵１
２，狓２，…，狓（ ）狀∧１＝犵１

２，狓２，…，狓（ ）狀＝
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犵（狓１，狓２，…，狓狀）；
狓１＝１时，（!珡犃０（狓１）∨犵（０，狓２，…，狓狀））（ ∧

!

珡犃１
２（狓１）∨犵１

２，狓２，…，狓（ ））狀 ∧（!珡犃１（狓１）∨

犵（１，狓２，…，狓狀））＝（１∨犵（０，狓２，…，狓狀））（∧１∨

犵１
２，狓２，…，狓（ ））狀 ∧（０∨犵（１，狓２，…，狓狀））＝１∧１∧

犵（１，狓２，…，狓狀）＝犵（１，狓２，…，狓狀）＝犵（狓１，狓２，…，狓狀）．
证毕．

命题８．　设犵（狓１，…，狓狀）为狀元三值犚０函
数，约定狓０犽＝!

珡犃０（狓犽），狓１
２犽＝!

珡犃１
２（狓犽），狓１犽＝

!

珡犃１（狓犽）（犽＝１，２），则
犵（狓１，狓２，狓３，…，狓狀）＝｛∧狓β１１∨狓β２２∨犵（β１，β２，狓３，…，狓狀）：

（β１，β２）∈０，１２，｛ ｝１｝２．
证明．　由命题７可知：

犵（狓１，狓２，…，狓狀）＝｛∧狓β１１∨犵（β１，狓２，狓３，…，狓狀）：
β１∈０，１２，｛ ｝｝１ （４）

又
犵（β１，狓２，狓３，…，狓狀）＝｛∧狓β２２∨犵（β１，β２，狓３，…，狓狀）：

β２∈０，１２，｛ ｝｝１，β１＝０，１２，１，
代入式（４），整理得
犵（狓１，狓２，狓３，…，狓狀）＝｛∧狓β１１∨狓β２２∨犵（β１，β２，狓３，…，狓狀）：

（β１，β２）∈０，１２，｛ ｝１｝２．证毕．
推论４．设犵（狓１，…，狓狀）为狀元三值犚０函数，约

定狓０犽＝!

珡犃０（狓犽），狓１
２犽＝!

珡犃１
２（狓犽），狓１犽＝!

珡犃１（狓犽）
（犽＝１，２，…，狀），则
犵（狓１，…，狓狀）＝｛∧狓β１１∨…∨狓β狀狀∨犵（β１，…，β狀）：

（β１，…，β狀）∈０，１２，｛ ｝１｝狀
＝（∧｛狓β１１∨…∨狓β狀狀：（β１，…，β狀）∈犵－１（０）｝）（ ∧｛∧狓β１１∨…∨狓β狀狀∨１２：（β１，…，β狀）∈犵－１（）｝）１

２ ．
注９．
（１）若犵－１（０）＝犵－１（）１２＝，即犵（狓１，…，狓狀）＝

１．这时可令犵（狓１，…，狓狀）＝狓０１∨狓１１，即
犵（狓１，…，狓狀）＝（!狓１→狓１）∨（狓１→!狓１）．

（２）若犵－１（）１２≠，则狓１，…，狓狀中至少有一个

取值１２，则犵（狓１，…，狓狀）可表示为
（∧｛狓β１１∨…∨狓β狀狀：（β１，…，β狀）∈犵－１（０）｝）（

∧

｛∧（狓β１１∨（狓１∧!狓１））∨…∨（狓β狀狀∨（狓狀∧!狓狀））：

（β１，…，β狀）∈犵－１（）｝）１
２ ．

定理１．　狀元三值犚０函数犵（狓１，…，狓狀）共
２２狀×３３狀－２狀个．

证明．　因为狀维向量（狓１，…，狓狀）∈０，１２，｛ ｝１狀

的不同选取共３狀个，其中狓１，…，狓狀只取０，１两个
值，不取１２的选取共２

狀个；狓１，…，狓狀至少有一个取
１
２的选取共３

狀－２狀个．
当狓１，…，狓狀只取０，１两个值时，犵（狓１，…，狓狀）

的值只能为０，１．由推论３和注８可知，对狓１，…，狓狀
的２狀个选取犵（狓１，…，狓狀）都能取到０或１两个值．

当狓１，…，狓狀至少有一个取１２时，由推论３和注８
可知，对狓１，…，狓狀的３狀－２狀个选取犵（狓１，…，狓狀）都
能取到０，１或１２３个值．

因此，狀元三值犚０函数犵（狓１，…，狓狀）共２２狀×
３３狀－２狀个． 证毕．

定义１１．　设犃（狆１，…，狆狀）∈犉（犛），则分别当
犃具有形式

（犙１１∧…∧犙１犿）∨…∨（犙狋１∧…∧犙狋犿）或
（犙１１∨…∨犙１犿）∧…∧（犙狋１∨…∨犙狋犿）

时，称犃为准析取范式或准合取范式，这里犙犻犼＝
犅（狆犼）（犼＝１，…，犿；犻＝１，…，狋）．

注１０．
（１）在析取范式或合取范式中犙犻犼取狆犼或!狆犼；

而在准析取范式或准合取范式中只要求犙犻犼是含狆犼
的一元公式，如例１中的犃１＝!（!狆１→狆１），犅１＝
!（狆１→!狆１），犆１＝（狆１→!狆１）∧（!狆１→狆１），犆′１＝
（狆１→!狆１）∧（!狆１→狆１）∧狆１都可看作犙犻１．

（２）由犅（狆犼）通过析（合）取连接词连接而成的公
式叫简单准析（合）取式．如犅（狆１）∨犅（狆２）∨犅（狆３）是
简单准析取式，犅（狆１）∧犅（狆２）是简单准合取式．简
单准析（合）取式既可以看作是准析取范式，又可以
看做准合取范式．

在三值逻辑系统犔３中，由逻辑公式犃可以很
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容易地得到犃导出的三值犚０函数珡犃．反过来，由狀
元三值犚０函数犵：０，１２，｛ ｝１狀

→０，１２，｛ ｝１出发，如何
构造一个犔３中的逻辑公式犃，使得犃导出的三值
犚０函数珡犃＝犵呢？下面，我们解决这个问题．

例３．　设犵（狓）由表３给出，构造犔３中的一个
逻辑公式犃（狆），使得犃（狆）导出的三值犚０函数
珡犃（狓）＝犵（狓）．

表３　犵（狓）的真值表
狓 犵（狓）
０ ０
１
２

１
２

１ ０

解．　由注８中的第（２）条可知：犵（狓）＝珡犃１
２（狓）∧

（狓∨!狓）＝（狓→!狓）∧（!狓→狓）∧（狓∨!狓）．
故，令犃（狆）＝（狆→!狆）∧（!狆→狆）∧（狆∨!狆），

则犃（狆）导出的三值犚０函数珡犃（狓）＝犵（狓）．
例４．　设犵（狓１，狓２）由表４给出，构造犔３中的

一个逻辑公式犃（狆１，狆２），使得犃（狆１，狆２）导出的三
值犚０函数珡犃（狓１，狓２）＝犵（狓１，狓２）．

表４　犵（狓１，狓２）的真值表
狓１ 狓２ 犵（狓１，狓２）
０ ０ １
０ １

２ ０
０ １ １
１
２ ０ １
１
２

１
２ １

１
２ １ １

２
１ ０ ０
１ １

２
１
２

１ １ １

解．由注９中的第（２）条可知：犵（狓１，狓２）＝
（!珡犃０（狓１）∨!

珡犃１
２（狓２））∧（（!珡犃１

２（狓１）∨（狓１∧!狓１））
∨!

珡犃１（狓２））∧（!珡犃１（狓１）∨!

珡犃０（狓２））∧（!珡犃１（狓１）
∨（!珡犃１

２（狓２）∨（狓２∧!狓２）））．
故，令犃（狆１，狆２）＝（!犃０（狆１）∨!犃１

２（狆２））∧
（（!犃１

２（狆１）∨（狆１∧!狆１））∨!犃１（狆２））∧（!犃１（狆１）
∨!犃０（狆２））∧（!犃１（狆１）∨（!犃１

２（狆２）∨（狆２∧
!狆２））），则犃（狆１，狆２）导出的三值犚０函数珡犃（狓１，狓２）＝
犵（狓１，狓２）．

这里犃０（狆犻）＝!（!狆犻→狆犻），犃１
２（狆犻）＝（狆犻→

!狆犻）∧（!狆犻→狆犻），犃１（狆犻）＝!（狆犻→!狆犻）（犻＝

１，２）．
对于一般的狀元三值犚０函数犵（狓１，…，狓狀），我

们有下面的定理．
定理２．　任一狀元三值犚０函数犵（狓１，…，狓狀）

都可由某准析（合）取范式导出．
证明．　仅证合取范式的情形（析取范式的情形

是类似的）
设犵（狓１，…，狓狀）为任意的狀元三值犚０函数，约

定狆０犽＝!狆犽→狆犽，狆１
２犽＝!（狆犽→!狆犽）∨!（!狆犽→

狆犽），狆１犽＝狆犽→!狆犽（犽＝１，２，…，狀），
（１）当犵－１（０）＝犵－１（）１２＝时，这时犵（狓１，…，

狓狀）＝１，令公式犅（狆１）＝（!狆１→狆１）∨（狆１→!狆１），
由注９可知，犅（狆１）导出的函数就是犵，且犅（狆１）是
简单准析取式，可以看做准合取范式．

（２）当犵－１（０）≠，犵－１（）１２＝时，令公式
犃（狆１，…，狆狀）＝∧｛狆β１１∨…∨狆β狀狀：（β１，…，β狀）∈
犵－１（０）｝，由推论４可知，犃（狆１，…，狆狀）导出的函数
就是犵，且犃（狆１，…，狆狀）是准合取范式．

（３）当犵－１（）１２≠时，这时狓１，…，狓犿至少有

一个取值１２，令公式犃１（狆１，…，狆狀）＝（∧｛狆
β１１∨…∨

狆β狀狀：（β１，…，β狀）∈犵－１（０）｝）（｛∧∧（狆β１１∨（狆１∧
!狆１））∨…∨（狆β狀狀∨（狆狀∧!狆狀））：（β１，…，β狀）∈
犵－１（）｝）１

２ ，由注９可知，犃１（狆１，…，狆狀）导出的函
数就是犵，且犃１（狆１，…，狆狀）是准合取范式．

综上可知：任一狀元三值犚０函数犵（狓１，…，狓狀）
都可由某准析（合）取范式导出． 证毕．

定理３．　在犔３中，任一公式都逻辑等价于一
个准析（合）取范式．

证明．　犃∈犉（犛），不妨设犃中含有狀个原子
命题狆１，…，狆狀，则犃导出一个狀元三值犚０函数
珡犃（狓１，…，狓狀）．由定理２知，珡犃（狓１，…，狓狀）可由准析
（合）取范式犅导出，且珚犅＝珡犃（狓１，…，狓狀），所以
犃≈犅． 证毕．

定理４．　在犔３中，狀元公式犃（狆１，…，狆狀）的逻
辑等价类共２２狀×３３狀－２狀个．

证明．　任意的狀元三值犚０函数是由狀元公式
犃（狆１，…，狆狀）导出的，且任意的狀元公式犃（狆１，…，
狆狀）导出的函数也是狀元三值犚０函数．由定理１知，
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狀元三值犚０函数犵（狓１，…，狓狀）共２２狀×３３狀－２狀个．由
于逻辑等价的公式导出的三值犚０函数是相等的．所
以狀元公式犃（狆１，…，狆狀）的逻辑等价类共２２狀×
３３狀－２狀个． 证毕．

４　犔３中对称逻辑公式的计数问题及
构造方法
定义１２［１１］．　设犵（狓１，…，狓狀）是狀元三值犚０函

数，如果对（１，…，狀）的任意置换（犻１，…，犻狀）均有
犵（狓犻１，…，狓犻狀）＝犵（狓１，…，狓狀），

则称犵（狓１，…，狓狀）为狀元对称三值犚０函数．
命题９［１１］．　设犵－：０，１２，｛ ｝１狀

→０，１２，｛ ｝１为狀

元三值函数，如果０，１２，｛ ｝１狀中的所有同类向量对
应的函数值相等，则犵－为狀元对称三值函数．

注１１．　同类向量的定义见文献［１１］．即设α，β
为０，１２，｛ ｝１狀中的两个向量，如果β可由α通过调整
分量的次序而得到，则称α，β为同类向量．

定理５．　狀元对称三值犚０函数犵（狓１，…，狓狀）
共２狀＋１×３狀

（狀＋１）
２ 个．

证明．对于狀维向量（狓１，…，狓狀）∈０，１２，｛ ｝１狀，
若狓１，…，狓狀只取０，１两个值，则狀维向量（狓１，…，狓狀）∈
｛０，１｝狀共有狀＋１类同类向量．这时，由推论３和注８
可知，犵（狓１，…，狓狀）的值只能取０，１两个值，且也能
取到０或１两个值．

若狓１，…，狓狀中只有１个取值１２，其余狀－１个只

取０，１两个值，则狀维向量（狓１，…，狓狀）∈０，１２，｛ ｝１狀

共有狀类同类向量；若狓１，…，狓狀中有２个取值１２，其
余狀－２个只取０，１两个值，则狀维向量（狓１，…，狓狀）∈
０，１２，｛ ｝１狀共有狀－１类同类向量；…；若狓１，…，狓狀

中有狀－１个取值１２，１个只取０，１两个值，则狀维向

量（狓１，…，狓狀）∈０，１２，｛ ｝１狀共有２类同类向量；若

狓１，…，狓狀中狀个全取值１２，则狀维向量（狓１，…，狓狀）∈

０，１２，｛ ｝１狀共有１类同类向量．所以，狓１，…，狓狀中至

少一个取值１２的共有１＋２＋…＋（狀－１）＋狀＝
狀（狀＋１）
２类同类向量．这时，由推论３和注８可知，

犵（狓１，…，狓狀）的值能取到０，１２，１３个值．
因此，狀元对称三值犚０函数犵（狓１，…，狓狀）共

２狀＋１×３狀（狀＋１）２ 个． 证毕．
定义１３［１１］．　设犃∈犉（犛），且犃含有狀个原子

命题狆１，…，狆狀．如果犃所诱导的三值犚０函数是对
称三值犚０函数，则称犃为狀元对称逻辑公式．

例５．设犃犽＝!（!狆犽→狆犽），犅犽＝!（狆犽→
!狆犽），犆犽＝（狆犽→!狆犽）∧（!狆犽→狆犽），犆′犽＝犆犽∧狆犽
（犽＝１，２，３），令犇０＝犃１∧犃２∧犃３，犇１＝（犅１∧犃２∧
犃３）∨（犃１∧犅２∧犃３）∨（犃１∧犃２∧犅３），犇２＝（犅１∧
犅２∧犃３）∨（犅１∧犃２∧犅３）∨（犅１∧犅２∧犃３），犇３＝
犅１∧犅２∧犅３．令犈００＝犆１∧犆２∧犆３；犈１０＝（犃１∧犆２∧
犆３）∨（犆１∧犃２∧犆３）∨（犆１∧犆２∧犃３），犈１１＝（犅１∧
犆２∧犆３）∨（犆１∧犅２∧犆３）∨（犆１∧犆２∧犅３）；犈２０＝
（犃１∧犃２∧犆３）∨（犃１∧犆２∧犃３）∨（犆１∧犃２∧犃３），
犈２１＝（犅１∧犃２∧犆３）∨（犅１∧犆２∧犃３）∨（犃１∧犅２∧
犆３）∨（犃１∧犆２∧犅３）∨（犆１∧犅２∧犃３）∨（犆１∧犃２∧犅３），
犈２２＝（犅１∧犅２∧犆３）∨（犅１∧犆２∧犅３）∨（犆１∧犅２∧
犅３）．这里，每一个犈犽（犽∈犖１＝｛００｝∪｛１０，１１｝∪
｛２０，２１，２２｝）中的犆犾（犾＝１，２，３）或者全部取犆犾或者
全部取犆′犾．显然，逻辑公式犇０，犇１，犇２，犇３，犈００，犈１０，
犈１１，犈２０，犈２１，犈２２均为犔３中的３元对称逻辑公式．再
令Γ＝｛（∨

犼∈犑
犇犼）∨（∨犽∈犓犈犽）犑是集合犕１＝｛０，１，２，３｝

的任意子集，犓是集合犖１的任意子集｝，当犑＝
犓＝时，规定（∨

犼∈
犇犼）∨（∨犽∈犈犽）＝!（（∨

犼∈犕１
犇犼）∨

（∨犽∈犖１犈犽）），则Γ中的所有公式均为犔
３中的３元对

称逻辑公式．
例６．　设犃犽＝!（!狆犽→犽），犅犽＝!（狆犽→

!狆犽），犆犽＝（狆犽→!狆犽）∧（!狆犽→狆犽），犆′犽＝犆犽∧狆犽
（犽＝１，２，…，狀），令犇０＝∨｛犃犻１∧犃犻２∧…∧犃犻狀｜（犻１，
犻２，…，犻狀）是（１，２，…，狀）的任意置换｝，犇１＝∨｛犅犻１∧
犃犻２∧…∧犃犻狀（犻１，犻２，…，犻狀）是（１，２，…，狀）的任意
置换｝，犇２＝∨｛犅犻１∧犅犻２∧…∧犃犻狀（犻１，犻２，…，犻狀）是
（１，２，…，狀）的任意置换｝，…，犇狀－１＝∨｛犅犻１∧犅犻２∧…∧
犅犻狀－１∧犃犻狀（犻１，犻２，…，犻狀－１，犻狀）是（１，２，…，狀－１，狀）的
任意置换｝，犇狀＝∨｛犅犻１∧犅犻２∧…∧犅犻狀｜（犻１，犻２，…，犻狀）
是（１，２，…，狀）的任意置换｝．令犈００＝∨｛犆犻１∧犆犻２∧…∧
犆犻狀｜（犻１，犻２，…，犻狀）是（１，２，…，狀）的任意置换｝；犈１０＝
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∨｛犃犻１∧犆犻２∧…∧犆犻狀｜（犻１，犻２，…，犻狀）是（１，２，…，狀）的
任意置换｝，犈１１＝∨｛犅犻１∧犆犻２∧…∧犆犻狀｜（犻１，犻２，…，犻狀）
是（１，２，…，狀）的任意置换｝；犈２０＝∨｛犃犻１∧犃犻２∧
犆犻３∧…∧犆犻狀 （犻１，犻２，犻３，…，犻狀）是（１，２，３，…，狀）的
任意置换｝，犈２１＝∨｛犅犻１∧犃犻２∧犆犻３∧…∧犆犻狀｜（犻１，犻２，
犻３，…，犻狀）是（１，２，３，…，狀）的任意置换｝，犈２２＝
∨｛犅犻１∧犅犻２∧犆犻３∧…∧犆犻狀｜（犻１，犻２，犻３，…，犻狀）是（１，２，
３，…，狀）的任意置换｝；…；犈（狀－１）０＝∨｛犃犻１∧犃犻２∧…∧
犃犻狀－１∧犆犻狀｜（犻１，犻２，…，犻狀－１，犻狀）是（１，２，…，狀－１，狀）
的任意置换｝，犈（狀－１）１＝∨｛犅犻１∧犃犻２∧…∧犃犻狀－１∧犆犻狀｜
（犻１，犻２，…，犻狀－１，犻狀）是（１，２，…，狀－１，狀）的任意置
换｝，犈（狀－１）２＝∨｛犅犻１∧犅犻２∧犃犻３∧…∧犃犻狀－１∧犆犻狀｜
（犻１，犻２，犻３，…，犻狀－１，犻狀）是（１，２，３，…，狀－１，狀）的任意
置换｝，…，犈（狀－１）（狀－１）＝∨｛犅犻１∧犅犻２∧…∧犅犻狀－１∧犆犻狀｜
（犻１，犻２，…，犻狀－１，犻狀）是（１，２，…，狀－１，狀）的任意置
换｝．这里，每一个犈犽（犽∈犖＝｛００｝∪｛１０，１１｝∪
｛２０，２１，２２｝∪…∪｛（狀－１）０，（狀－１）１，（狀－１）２，…，
（狀－１）（狀－１）｝）中的犆犾（犾＝１，２，…，狀）或者全部取
犆犾或者全部取犆′犾．显然，逻辑公式犇犼，犈犽（犼∈犕＝
｛０，１，２，…，狀｝，犽∈犖）均为犔３中的狀元对称逻辑公
式．再令Γ＝｛（∨

犼∈犑
犇犼）∨（∨犽∈犓犈犽）犑是集合犕的任

意子集，犓是集合犖的任意子集｝，当犑＝犓＝时，
规定（∨

犼∈φ
犇犼）∨（∨犽∈φ犈犽）＝!（（∨

犼∈犕
犇犼）∨（∨犽∈犖犈犽）），则

Γ中的所有公式均为犔３中的狀元对称逻辑公式．
注１２．　在例６中逻辑公式犇犼，犈犽（犼∈犕，犽∈犖）

的形式是可以化简的，例如犇０可化简为犃０∧犃１∧…∧
犃狀，犇１可化简为（犅１∧犃２∧…∧犃狀－１∧犃狀）∨（犃１∧
犅２∧…∧犃狀－１∧犃狀）∨…∨（犃１∧犃２∧…∧犅狀－１∧
犃狀）∨（犃１∧犃２∧…∧犃狀－１∧犅狀），犈０可化简为犈０＝
犆１∧犆２∧…∧犆狀．

命题１０．　设Γ的定义同例６，则Γ中含有２狀＋１×
３狀（狀＋１）２ 个狀元对称逻辑公式．

证明．　因为犕＝｛０，１，２，…，狀｝的所有子集共
２狀＋１个，所以∨

犼∈犑
｛犇犼犑是集合犕的任意子集｝中公

式的不同组合方式有２狀＋１个．
在∨犽∈犓｛犈犽犓是集合犖的任意子集｝中，由于集

合犖中共有１＋２＋…＋狀＝狀（狀＋１）２个元素，且每一
个犈犽（犽∈犖）中的犆犽（犽＝１，２，…，狀）或者全部取犆犽
或者全部取犆′犽，所以犓＝时，对应１个公式；犓中

含有１个元素时，对应
１

狀（狀＋１）
烄
烆

烌
烎２
×２个公式；犓中

含有２个元素时，对应
２

狀（狀＋１）烄
烆

烌
烎２
×２２个公式；…；犓

中含有犻个元素时，对应
犻

狀（狀＋１）烄
烆

烌
烎２
×２犻个公式；…；犓

中含有狀（狀＋１）２个元素时，对应
狀（狀＋１）
２

狀（狀＋１）
烄

烆

烌

烎２
×２狀（狀＋１）２

个公式．从而可得∨犽∈犓｛犈犽｜犓是集合犖的任意子集｝
中公式的不同组合方式有

１＋
１

狀（狀＋１）烄
烆

烌
烎２
×２＋

２
狀（狀＋１）烄
烆

烌
烎２
×２２＋…＋

犻
狀（狀＋１）烄
烆

烌
烎２
×２犻＋…＋

狀（狀＋１）
２

狀（狀＋１）
烄

烆

烌

烎２
×２狀（狀＋１）２ ＝

（１＋２）狀（狀＋１）２ ＝３狀（狀＋１）２ 个．
因此，Γ中含有２狀＋１×３狀（狀＋１）２ 个狀元对称逻辑

公式． 证毕．
命题１１．　设逻辑公式犇犼，犈犽（犼∈犕，犽∈犖）的定

义同例６，犻∈｛０，１，２，…，狀｝，对于赋值狏（狆１）＝…＝
狏（狆犻）＝０，狏（狆犻＋１）＝…＝狏（狆狀）＝１，均有狏（犇犼）＝
１，犼＝犻
０，犼≠｛ 犻（犼∈犕），狏（犈犽）＝０（犽∈犖）．犻１犻２∈

｛１，２，…，狀｝，对于赋值狏（狆１）＝…＝狏（狆犻１）＝１２，
狏（狆犻１＋１）＝…＝狏（狆犻２）＝１，狏（狆犻２＋１）＝…＝狏（狆狀）＝
０，均有狏（犇犼）＝０（犼∈犕），
狏（犈狊狋）＝
１，狊＝狀－犻１，狋＝犻２－犻１，犆犾（犾＝１，２，…，狀）全部取犆犾
１
２，狊＝狀－犻１，狋＝犻２－犻１，犆

犾（犾＝１，２，…，狀）全部取犆′犾
０，
烅
烄

烆其它
．

证明．犻∈｛０，１，２，…，狀｝，对于赋值狏（狆１）＝…＝
狏（狆犻）＝０，狏（狆犻＋１）＝…＝狏（狆狀）＝１，有狏（犃１）＝…＝
狏（犃犻）＝１，狏（犅１）＝…＝狏（犅犻）＝０；狏（犃犻＋１）＝…＝
狏（犃狀）＝０，狏（犅犻＋１）＝…＝狏（犅狀）＝０，所以狏（犇犼）＝
１，犼＝犻
０，犼≠｛ 犻（犼∈犕）．这时，狏（犆１）＝…＝狏（犆狀）＝０，

狏（犆′１）＝…＝狏（犆′狀）＝０，从而狏（犆１）＝…＝狏（犆狀）＝
０，所以狏（犈犽）＝０（犽∈犖）．

犻１犻２∈｛１，２，…，狀｝，对于赋值狏（狆１）＝…＝
狏（狆犻１）＝１２，狏（狆犻１＋１）＝…＝狏（狆犻２）＝１，狏（狆犻２＋１）＝…＝
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狏（狆狀）＝０，有狏（犃１）＝…＝狏（犃犻１）＝０，狏（犅１）＝…＝
狏（犅犻１）＝０，所以狏（犇犼）＝０（犼∈犕）．而狏（犃犻１＋１）＝…＝
狏（犃犻２）＝０，狏（犅犻１＋１）＝…＝狏（犅犻２）＝１；狏（犃犻２＋１）＝…＝
狏（犃狀）＝１，狏（犅犻２＋１）＝…＝狏（犅狀）＝０；狏（犆１）＝…＝
狏（犆犻１）＝１，狏（犆′１）＝…＝狏（犆′犻１）＝１２，狏（犆

犻１＋１）＝…＝
狏（犆狀）＝０，所以
狏（犈狊狋）＝
１，狊＝狀－犻１，狋＝犻２－犻１，犆犾（犾＝１，２，…，狀）全部取犆犾
１
２，狊＝狀－犻１，狋＝犻２－犻１，犆

犾（犾＝１，２，…，狀）全部取犆′犾
０，
烅
烄

烆其它
．

证毕．
命题１２．　设Γ的定义同例６，则Γ中的逻辑公

式导出的狀元三值犚０函数是两两互异的．
证明．　设犃，犅是Γ中的任意两个公式，则存

在犑１，犑２犕，犓１，犓２犖，使得犃＝（∨
犼∈犑１
犇犼）∨

（∨犽∈犓１犈犽），犅＝（∨犼∈犑２犇犼）∨（∨犽∈犓２犈犽）．因为犃，犅是Γ
中的两个不同的公式，所以犑１≠犑２或者犓１≠犓２或
者犑１＝犑２，犓１＝犓２，但存在犿∈犓１＝犓２，使得犈犿中
的犆犾（犾＝１，２，…，狀）的取法不同．

（１）若犑１≠犑２，则存在犻∈犕，使得犻∈犑１但犻
犑２（或犻∈犑２但犻犑１），不妨设是前一种情形，即犻∈
犑１但犻犑２，则对于赋值狏（狆１）＝…＝狏（狆犻）＝０，

狏（狆犻＋１）＝…＝狏（狆狀）＝１，有狏（犇犼）＝１
，犼＝犻
０，犼≠｛ 犻（犼∈

犕）；狏（犈犽）＝０（犽∈犖）．从而有狏（犃）＝１，狏（犅）＝０，
即犃，犅诱导的狀元三值犚０函数是互异的．

（２）若犓１≠犓２，则存在犻∈犕，使得犻∈犓１但
犻犓２（或犻∈犓２但犻犓１），不妨设是前一种情形，即
犻∈犓１但犻犓２．这时，设犻＝狊狋（狋狊），记犻１＝狀－狊，
犻２＝犻１＋狋，则对于赋值狏（狆１）＝…＝狏（狆犻１）＝１２，
狏（狆犻１＋１）＝…＝狏（狆犻２）＝１，狏（狆犻２＋１）＝…＝狏（狆狀）＝
０，有狏（犇犼）＝０（犼∈犕）；狏（犈犻）＝狏（犈狊狋）＝１或１２，

狏（犈犽）＝０（犽≠犻，犽∈犖）．从而有狏（犃）＝１或１２，
狏（犅）＝０，即犃，犅诱导的狀元三值犚０函数是互
异的．

（３）若犑１＝犑２，犓１＝犓２且存在犻＝狊狋∈犓１＝犓２
（狋狊）满足犃中的犈狊狋中的犆犼全取犆犼，而犅中的
犈狊狋中的犆犼全取犆′犼（或犃中的犈狊狋中的犆犼全取犆′犼，
而犅中的犈狊狋中的犆犼全取犆犼）（犼＝１，２，…，狀）．不妨

设是前一种情形，记犻１＝狀－狊，犻２＝犻１＋狋，则对于赋
值狏（狆１）＝…＝狏（狆犻１）＝１２，狏（狆犻１＋１）＝…＝
狏（狆犻２）＝１，狏（狆犻２＋１）＝…＝狏（狆狀）＝０，有狏（犇犼）＝０
（犼∈犕）；狏（犈犽）＝０（犽≠犻，犽∈犖）．当犈犻中的犆犼全取
犆犼时，狏（犈犻）＝１；当犈犻中的犆犼全取犆′犼时，狏（犈犻）＝
１
２．所以狏（犃）＝１，狏（犅）＝

１
２，即犃，犅诱导的狀元三

值犚０函数是互异的． 证毕．
定理６．　设犃∈犉（犛），且犃中含有狀个原子

命题狆１，…，狆狀，Γ的定义同例６．若犃是逻辑系统
犔３中的对称逻辑公式，则存在逻辑公式犅∈Γ，使得
犃≈犅．

证明．　因为犃中含有狀个原子命题狆１，…，
狆狀，且是犔３中的对称逻辑公式，所以犃诱导的三值
犚０函数是狀元对称三值犚０函数，而由命题１０知，集
合Γ＝｛（∨

犼∈犑
犇犼）∨（∨犽∈犓犈犽）犑是集合犕的任意子

集，犓是集合犖的任意子集｝中共有２狀＋１×３狀
（狀＋１）
２ 个

狀元对称逻辑公式．由命题１２知，这些对称逻辑公
式诱导的２狀＋１×３狀

（狀＋１）
２ 个狀元对称三值犚０函数是两

两互异的，再由定理５知，狀元对称三值犚０函数共有
２狀＋１×３狀

（狀＋１）
２ 个．所以存在逻辑公式犅∈Γ，使得犅与

犃诱导的狀元对称三值犚０函数相同，即犃≈犅．证毕．
注１３．　定理６给出了三值逻辑系统犔３中对

称逻辑公式的构造方法，在逻辑等价的意义下，例６
中的公式集Γ给出了犔３中全部的２狀＋１×３

狀（狀＋１）
２ 个狀

元对称逻辑公式．

５　结束语
本文由Ｂｏｏｌｅ函数Ｓｈａｎｎｏｎ的展开式出发，研

究了三值犚０函数的展开式，得到了三值犚０函数的
构造方法，解决了其计数问题．在此基础上，研究了
三值逻辑系统犔３中逻辑公式的计数问题，给出了
逻辑公式的准析取范式和准合取范式表示，并给出
了对称逻辑公式的构造方法．而对于一般的狀值犚０
函数（例如四值、五值）的展开式以及计数问题还没
有解决，这是一个值得继续研究的课题．
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