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特征加权距离与软子空间学习相结合的文本聚类新方法
王　骏　王士同　邓赵红
（江南大学数字媒体学院　江苏无锡　２１４１２２）

摘　要　文本数据维数高、数据分布稀疏、不同类别的特征相互重叠，这为聚类分析提出了挑战．针对文本数据的
这一特点，将特征加权技术与软子空间相结合，基于模糊聚类的算法框架，提出了一种适用于高维文本数据的软子
空间模糊聚类新方法．首先，基于加权范数理论，提出了新的特征加权距离计算方法．接着，将其与软子空间学习的
理论框架相结合，提出了面向模糊聚类的新的目标学习准则．通过向约束条件中引入熵指数狉，从而扩展了模糊指
数犿的取值范围，并给出了物理解释．基于Ｚａｎｇｗｉｌｌ收敛定理对算法的全局收敛性给出理论证明．实验表明，文中
算法可以使软子空间学习和聚类分析同时进行，其性能比现有的相关算法有了较大的提高．
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１　引　言
聚类分析［１］是实现文本挖掘的重要手段．但是，

文本数据具有维数高、数据分布稀疏、不同类别的特
征相互重叠等重要特点，这为实际应用带来了巨大
的挑战．

在对文本数据进行聚类分析时，通常需要选择



合适的距离度量来评价样本点之间的相似或相异程
度．为了合理计算高维文本数据之间的距离，在聚类
过程中引入特征权重来强化重要特征的积极作用，
削减冗余特征的不利影响，已经成为一种常用的方
法［２８］．例如，参考文献［４５］分别提出了两种基于特
征加权的模糊聚类方法．它们的共同点在于，在聚类
之前首先使用一个有监督或无监督的学习过程得到
能够反映数据集内部结构的特征权重向量．在此基
础上，形成特征加权的距离函数．然后基于ＦＣＭ算
法框架得到数据集的模糊划分．特征权重的学习过
程揭示了数据集里各个类别的结构特征，这有利于
后继的聚类过程．但是，在聚类过程中特征权重不再
发生变化．因此，聚类过程受先前学习结果的制约．

与上述两种方法不同，Ｈｕａｎｇ等人［６７］提出了
自动特征（变量）加权技术．通过向犽ｍｅａｎｓ或ＦＣＭ
中引入特征权重向量来表示整个数据集上各特征的
重要程度．通过循环迭代过程，在聚类分析的同时实
现了特征权重的无监督学习，这成为处理高维数据
的另一种代表性方法．

上述方法的共同点在于，算法在整个特征空间中
对特征进行加权，各个类别使用相同的特征权重向
量．现实生活中，由于不同主题的文本，其关键词各不
相同，每个关键词描述不同主题的能力也有很大差
异，因此进行特征权重学习时，整个数据集采用单一
的特征权重向量无法与数据集的结构特点相吻合．

近年来，软子空间聚类技术［９１１］成为学术界的
研究热点．其基本思想是，给数据集中的各类别赋予
不同的特征权重向量，用来表示聚类过程中各特征
对此类别贡献的大小．在聚类过程中，每一维特征对
各个类别都有不同的贡献，因此每一类都有不同的
特征权重向量，从而在整个特征空间中形成了若干
个“软子空间”［９］，聚类过程就是在各个“软子空间”
中进行的．Ｇａｎ等人［１０］提出的模糊子空间聚类算法
ＦＳＣ、Ｊｉｎｇ等人［９］提出的熵加权犽均值聚类算法
ＥＷＫＭ、Ｃｈｅｎ等人［１１］提出的特征组犽均值聚类算
法ＦＧ犽ｍｅａｎｓ就是其典型代表．

令人遗憾的是，现有的软子空间聚类算法大多
建立在数据集硬划分的基础上．以ＦＳＣ为例，它具
有以下缺点：首先，聚类结果对初始点敏感，如果初
始点集选择不合适，会出现若干聚类合并的现象．
其原因在于，ＦＳＣ本质上采用硬划分方法，这与
犽ｍｅａｎｓ是一样的．因此也不可避免地继承了
犽ｍｅａｎｓ的缺点．其次，数据集的维数过高时，目标
函数过早收敛，从而影响了算法的性能．

根据高维本文数据集的结构特点，本文将特征

加权距离、软子空间技术和模糊聚类理论相结合，提
出了一种新的熵指数软子空间模糊聚类算法．其特
点在于，在完成聚类任务的同时，算法可以自动进行
特征权重的无监督学习，这对文本挖掘等应用领域
有着重要的意义．从形式上看，加入新的模糊特征权
重矩阵犠，使目标函数中出现了两个模糊矩阵，这
是目前的研究不曾涉及问题．在约束条件中，模糊隶
属度的幂指数从１推广到了正实数，模糊指数犿的
取值范围也被推广到犿＞０．

本文第２节回顾ＦＣＭ算法；第３节基于加权
范数理论，提出特征加权距离的定义；将其与软子空
间技术结合，同时向约束条件中引入熵指数狉，提出
本文的新算法，讨论参数的选取，并从信息论的角度
给出相应的物理解释；第４节应用Ｚａｎｇｗｉｌｌ全局收
敛定理，进一步证明本文算法具有全局收敛性；第５
节给出实验分析；最后是结论．

２　模糊犆均值算法犉犆犕
设犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝为欧氏空间犚犱中的一个

有限数据集，犮为一整数，满足２犮＜狀．用犚犮狀表示
所有的实犮×狀的矩阵集合．令犕犳犮狀表示数据集犡
上划分矩阵的集合，犝＝［狌犼犻］∈犚犮狀是模糊划分矩阵，
其每一行元素定义了犡中的一个模糊聚类，狌犼犻表示
第犻个样本隶属于聚类犼的程度，满足如下条件：

０狌犼犻１，犼＝１，２，…，犮；犻＝１，２，…，狀　（１ａ）

∑
犮

犼＝１
狌犼犻＝１，犻＝１，２，…，狀 （１ｂ）

０＜∑
狀

犻＝１
狌犼犻＜狀，犼＝１，２，…，犮 （１ｃ）

犞＝（狏１，狏２，…，狏犮）Ｔ∈犚犮犱表示聚类中心，‖·‖
为犚犱上的内积范数，犿为模糊指标，犕犳犮狀为满足
式（１）的所有模糊矩阵犝的集合．ＦＣＭ的目标函数
犑ＦＣＭ：犕犳犮狀×犚犮犱→犚定义为

犑ＦＣＭ＝∑
狀

犻＝１∑
犮

犼＝１
（狌犼犻）犿狓犻－狏犼２，犿＞１（２）

根据式（１）、（２），可得犑ＦＣＭ取局部极小值的必
要条件如下：

狏犻＝
∑
狀

犻＝１
（狌犼犻）犿狓犼

∑
狀

犻＝１
（狌犼犻）犿

，犿＞１ （３ａ）

狌犼犻＝狓犻－狏犼－２
犿－１

∑
犮

犼＝１
狓犻－狏犼－２

犿－１

，犿＞１ （３ｂ）

使用式（３ａ）、（３ｂ）进行Ｐｉｃａｒｄ迭代，使目标函
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数收敛于局部极小点或鞍点，从而得到犡的一个模
糊划分矩阵犝．

从数学的角度来看ＦＣＭ，可以把ＦＣＭ看作在
式（１）的约束条件下，求解模糊划分矩阵犝，使
式（２）的目标函数取极小值．这是一个非线性规划问
题．对ＦＣＭ收敛性的研究也是研究的难点之一．几
经反复，Ｈａｔｈａｗａｙ、Ｂｅｚｄｅｋ等人［１２］终于证明了算法
的目标函数最终收敛于其局部最小值点或鞍点．

３　熵指数软子空间模糊聚类算法
犈犐犉犠犇犛犛犉犆

３．１　基于加权范数理论的特征加权距离
在数学上，一个二元实值函数犱犻狊狋（狓，狔）作为拓

扑空间中的距离，应该满足以下３个条件：
（ｉ）非负性．犱犻狊狋（狓，狔）＞０，狓≠狔，犱犻狊狋（狓，狓）＝０；
（ｉｉ）对称性．犱犻狊狋（狓，狔）＝犱犻狊狋（狔，狓）；
（ｉｉｉ）三角不等式．犱犻狊狋（狓，狔）犱犻狊狋（狓，狕）＋

犱犻狊狋（狕，狔），狕．
本文的特征加权距离建立在加权范数理论的基

础上，首先介绍加权范数［１３］的定义．
定义１．　设犃∈犚犱×犱是正定矩阵，对任意狓∈

犚犱规定
‖狓‖犃＝狓Ｔ槡犃狓 （４）

则‖狓‖犃是一种向量范数，称为加权范数．
定理１．设狓＝（狓１，狓２，…，狓犱）Ｔ，狔＝（狔１，

狔２，…，狔犱）Ｔ，狑１，狑２，…，狑犱为正实数，满足∑
犱

犺＝１
狑犺＝

１，０则狑犱犻狊狋（狓，狔）＝∑
犱

犺＝１
狑α犺狓犺－狔（ ）犺槡 ２是一个距

离，其中α＞１．
证明．　非负性和对称性易证，下面证明三角不

等式成立．
设狓，狔，狕∈犚犱，根据以上加权范数的定义，有

狑犱犻狊狋（狓，狔）＝∑
犱

犺＝１
狑α犺（狓犺－狔犺）槡 ２

＝（狓－狔）Ｔ犃（狓－狔槡 ）
＝‖狓－狔‖犃 （５）

其中犃＝ｄｉａｇ（狑α１，狑α２，…，狑α犱）是以狑α１，狑α２，…，狑α犱为
对角元的对角矩阵．显然犃正定．根据向量范数的
相关性质［１３］，有

‖狓－狔‖犃＝‖（狓－狕）＋（狕－狔）‖犃
‖狓－狕‖犃＋‖狕－狔‖犃 （６）

即狑犱犻狊狋（狓，狔）狑犱犻狊狋（狓，狕）＋狑犱犻狊狋（狕，狔）成立．定

理得证． 证毕．
３．２　算法描述

对ＦＣＭ的目标函数（２），本文作以下改进．首
先，用本文提出的特征加权距离来改进原ＦＣＭ中
的距离计算公式，并添加适当的正则化项．由于不同
类别所处的软子空间使用不同的特征权重向量，因
此形成了模糊特征权重矩阵犠．其次，向约束条件
中加入熵指数狉，使算法更灵活通用．

设犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝为欧氏空间犚犱中的有限
数据集．犮为一整数，满足２犮＜狀．犞＝（狏１，狏２，…，
狏犮）Ｔ∈犚犮犱为犮个聚类中心．实数犿、狉、α满足犿＞
狉＞０，α＞１．ε狑为任意正实数，ε狌为任意实数．犝为模
糊划分矩阵，满足如下条件：

０狌犼犻１，犼＝１，２，…，犮；犻＝１，２，…，狀　（７ａ）

∑
犮

犼＝１
狌狉犼犻＝１，犻＝１，２，…，狀；狉＞０，狉≠１（７ｂ）

０＜∑
狀

犻＝１
狌犼犻＜狀，犼＝１，２，…，犮 （７ｃ）

犕犝为满足以上条件的模糊划分矩阵犝的集合．犠＝
［狑犼犺］犮×犱为模糊特征权重矩阵，满足如下条件：

０狑犼犺１，犼＝１，２，…，犮；犺＝１，２，…，犱（８ａ）

∑
犱

犺＝１
狑犼犺＝１，犼＝１，２，…，犮 （８ｂ）

犕犠为满足以上条件的模糊特征权重矩阵的集合．将
特征加权距离与软子空间相结合，构造一般化的目
标函数如下：

犑犿（犠，犞，犝）＝∑
犮

犼＝１∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻犱犼犻＋犳∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狌犿犼犻，∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狑α犼（ ）犺
（９ａ）

其中，犱犼犻＝狑犱犻狊狋２（狓犻，狏犼）＝∑
犱

犺＝１
狑α犼犺（狓犻犺－狏犼犺）２，定

义域犇犳＝｛（犠，犞，犝）｜犠∈犕犠，犞∈犚犮犱，犝∈犕犝｝．
这里犳∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狌犿犼犻，∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狑α犼（ ）犺表示基于∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狌犿犼犻和

∑
犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狑α犼犺的正则化项，通常可以取加法和乘法两种

运算．即

犳１∑
犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狌犿犼犻，∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狑α犼（ ）犺＝ε狑∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狑α犼犺＋ε狌∑

犮

犼＝１∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻

和

犳２∑
犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狌犿犼犻，∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狑α犼（ ）犺＝ε∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狌犿犼（ ）犻 ∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狑α犼（ ）犺．

本文中，我们仅研究以犳１∑
犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狌犿犼犻，∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狑α犼（ ）犺为

正则化项的情况．即

７５６１８期 王　骏等：特征加权距离与软子空间相结合的文本聚类新方法



犑犿（犠，犞，犝）＝∑
犮

犼＝１∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻犱犼犻＋ε狑∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狑α犼犺＋ε狌∑

犮

犼＝１∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻
（９ｂ）

对于以犳２∑
犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狌犿犼犻，∑

犮

犼＝１∑
犱

犺＝１
狑α犼（ ）犺为正则化项的情

况，我们将另文发表．
通过Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法，得到在约束条件（７）、（８）

下目标函数（９ｂ）取极值的必要条件如下：

狏犼＝
∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻狓犻

∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻
，犼＝１，２，…，犮 （１０ａ）

狑犼犺＝ １

∑
犱

犾＝１

∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻狓犻犺－狏犼（ ）犺２＋ε狑

∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻（狓犻犾－狏犼犾）２＋ε

烄

烆

烌

烎狑

１
α－１
，

犼＝１，２，…，犮；犺＝１，２，…，犱 （１０ｂ）

狌犼犻＝∑
犮

犾＝１

犱犼犻＋ε狌
犱犾犻＋ε（ ）狌 １

犿／狉（ ）－１－１／狉，
犼＝１，２，…，犮；犻＝１，２，…，狀 （１０ｃ）

与ＦＣＭ类似，ＥＩＦＷＤＳＳＦＣ通过以上３个必
要条件之间的Ｐｉｃａｒｄ迭代，使目标函数（９ｂ）收敛，
从而找到数据集犡的一个模糊划分．

ＥＩＦＷＤＳＳＦＣ算法描述如下．
算法１．　ＥＩＦＷＤＳＳＦＣ．
输入：犇为数据集；犮为聚类数目
输出：犝为模糊划分矩阵；犠为特征权重矩阵；

犞为聚类中心矩阵
步骤：
１．随机选择犮个样本点初始化聚类中心矩阵犞（０）；
２．通过狑犼犺＝１／犱（犼＝１，２，…，犮，犺＝１，２，…，犱），初始
化犠（０）；

３．通过式（１０ｃ）计算狌犼犻，初始化犝（０）；
４．根据式（９ｂ）计算狅犫犼＿犳犮狀（０）＝犑犿（犠（０），犞（０），犝（０））；
５．设置目标函数变化阈值犲狆狊，最大迭代次数犿犪狓＿犻狋犲狉，
迭代次数犽＝１；

６．ｗｈｉｌｅ（犽＜＝犿犪狓＿犻狋犲狉）
７．　根据式（１０ａ）更新犞（犽）；
８．根据式（１０ｂ）更新犠（犽）；
９．根据式（１０ｃ）更新犝（犽）；
１０．根据式（９ｂ）计算狅犫犼＿犳犮狀（犽）＝犑犿（犠（犽），犣（犽），犝（犽））；
１１．犲狉狉狅狉＝｜狅犫犼＿犳犮狀（犽）－狅犫犼＿犳犮狀（犽－１）｜；
１２．ｉｆ（犲狉狉狅狉＜犲狆狊）ｂｒｅａｋ；
１３．犽＝犽＋１；
１４．ｅｎｄ
１５．输出犠，犞和犝．

算法首先通过随机选择犮个数据点初始化犞，
狑犼犺＝１／犱初始化犠，通过式（１０ｃ）来初始化模糊划
分矩阵犝．随后算法通过Ｐｉｃａｒｄ迭代，依次计算中心
点犞、模糊特征权重矩阵犠以及模糊划分矩阵犝，直
到收敛．

使用式（１０ｃ）重新计算模糊隶属度狌犼犻，实际上
就是根据样本点狓犻到各类别中心点狏犼的特征加权距
离，重新确定各样本点从属于每个类别的模糊度．使
用式（１０ｂ）更新模糊特征权重矩阵犠即为对特征权
重进行无监督学习的过程，从而得到更合理的特征
权重分布．在计算狑犼犺时考虑了当前迭代中每个样
本点从属于每一个聚类的模糊程度，以及各个样本
点到各个聚类中心的距离．
３．３　ε狑和ε狌参数的选择

对于高维稀疏数据来说，可能会出现某一维
特征上的数据全为０的情况，这时式（１０ｂ）中

∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻（狓犻犺－狏犼犺）２为０；此外，当数据集某一类中某

一维特征上的数据全为０时，∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻（狓犻犺－狏犼犺）２也可

能接近０．参数ε狑的引入避免了式（１０ｂ）中分母为
０．特别的，当ε狑→∞时，根据式（１０ｂ），狑犼犺→１／犱，此
时算法退化为ＦＣＭ．

不妨设当犺＝犺０时，∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻（狓犻犺０－狏犼犺０）２＝０，犼＝

１，２，…，犮．根据式（１０ｂ），此时有
狑犼犺０＝ １

∑
犱

犾＝１
∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻狓犻犾－狏犼（ ）犾２

ε狑
烄
烆

烌
烎＋１
－１
α－１

（１１）

对于任意犾＝１，２，…，犱，０∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻（狓犻犾－狏犼犾）２

∑
狀

犻＝１
（狓犻犾－狏犼犾）２成立，因此有

１／犱狑犼犺０ １

∑
犱

犾＝１
∑
狀

犻＝１
狓犻犾－狏犼（ ）犾２

ε狑
烄
烆

烌
烎＋１
－１
α－１
，

犼＝１，２，…，犮 （１２）
即参数ε狑对狑犼犺０的上限起着重要的调节作用．显
然，其上限与数据集的结构特点有关．

聚类过程中，当聚类中心狏犼与某一样本点狓犻过
于接近而几乎重合时，它们之间的加权距离犱犼犻为
０，ε狌的引入也同样避免了分母为０，通常取接近于０
的任意正实数．当ε狌取负值时，式（９ｂ）可视为采用

８５６１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１２年



了ε不敏感距离．当ε狌→∞时，根据式（１０ｃ），狌犼犻→
犮－１／狉，此时算法将迅速收敛到整个测试集的中心

狏０＝
∑
狀

犻＝１
狓犻
狀．

３．４　模糊指数犿和熵指数狉的大小关系
与ＦＣＭ类似，实数犿是模糊划分矩阵犝的模

糊指数．约束条件中熵指数狉的引入使犿的范围由
ＦＣＭ中的犿＞１扩展为犿＞狉＞０．当犿狉→１

＋时，算

法退化为ＦＳＣ；当犿狉→∞时，狌犼犻→犮
－１／狉，算法将迅速

收敛到整个测试集的中心；当犿＞０，狉＞０且犿＜狉
时，由于不能保证目标函数（９）是犝上的凸函数，算
法的收敛性无法保证．

实数α是模糊特征权重矩阵犠的模糊指数．当
α→１＋时，软子空间将演变为硬子空间；当α→∞
时，狑犼犺→１／犱，即各维特征的权重相等，此时算法退
化为ＦＣＭ．

针对ＦＣＭ模糊指标犿的选取问题，于剑从理
论的角度给出了选取准则［１４１５］．对于软子空间聚类
算法，由于新增加了计算特征权重矩阵犠这一步
骤，使得问题更加复杂．本文根据多个测试集的实
验，当满足１．３犿狉１．８，２．０α３．５时，本文算
法可以取得比较理想的性能．当然，更深入的理论方
法还有待进一步挖掘．
３．５　对约束条件的解释

在信息论中，经常使用熵来描述随机变量的不
确定性程度．根据信息论的相关概念，数据集样本点
狓犻的ＨａｖｒｄａＣｈａｒｖａｔ熵定义为［１６］

犎（狉）
β（狓犻）＝１

１－２狉－１１－∑
犮

犼＝１
狌狉犼（ ）犻，狉＞０且狉≠１（１３）

显然，如果把矩阵犝看作概率矩阵，当满足约
束条件（７ｂ）时，犎（狉）

β（狓犻）值为０，这意味着数据集犡
中样本点狓犻从属于各个划分的不确定性最小．故
ＥＩＦＷＤＳＳＦＣ算法的实质就是在数据集犡中关
于各个样本点的模糊隶属度狌犼犻的ＨａｖｒｄａＣｈａｒｖａｔ
熵具有最小值的情况下，求解目标函数（９ｂ）的最小
值．此时数据集犡中各样本点所具有的Ｈａｖｒｄａ
Ｃｈａｒｖａｔ熵总量亦最小．

４　犈犐犉犠犇犛犛犉犆的收敛性
参考文献［１０，１２］中分别证明了ＦＳＣ和ＦＣＭ

的收敛性．但是引入模糊特征权重矩阵犠后，目标

函数中出现了两个模糊矩阵．此外，向约束条件中引
入指数狉后，问题发生的变化，因此有必要重新证明
算法的收敛性．
４．１　犣犪狀犵狑犻犾犾收敛定理

要判断一个迭代算法是否全局收敛，只要判断
其是否符合Ｚａｎｇｗｉｌｌ收敛定理的３个条件即可．首
先介绍Ｚａｎｇｗｉｌｌ收敛定理如下．

引理１（Ｚａｎｇｗｉｌｌ收敛定理）．　假设点狕（０）∈
犞，由点集映射犃：犞→犘（犞）定义的迭代算法产生
迭代序列｛狕（犽）｝，解集Ω犞．如果：

（１）｛狕（犽）｝Γ犞，其中Γ是紧集．
（２）存在连续函数犑：犞→犚，满足：（ａ）若狕Ω，

则对于任意狔∈犃（狕），犑（狔）＜犑（狕）；（ｂ）若狕∈Ω，算
法终止，或对于任意狔∈犃（狕），犑（狔）犑（狕）．

（３）若狕Ω，映射犃在狕处是闭的．
则算法终止于解集Ω，或｛狕（犽）｝的任一收敛子序列的
极限是解集Ω的一个点．

通常把满足上述引理中条件（２）的函数犑称为
是犃在犞上的Ｚａｎｇｗｉｌｌ函数［１７１８］．
４．２　犈犐犉犠犇犛犛犉犆全局收敛性证明

在证明之前，还需引入几个定义和定理．
定义２．　设犃：犞→犘（犞）是一点集映射，如

果在点狓∈犡处，有｛狓（犽）｝犡，狓（犽）→狓，狔（犽）∈
犃（狓（犽）），狔（犽）→狔，使得狔∈犃（狓），则称点集映射
犃在狓∈犡处是闭的如果它在犡中的每一点是闭
的，则称点集映射犃在犡上是闭的．

定义３犪．　定义映射犜１：犕犠×犕犝→犚犮犱：
犜１（犠，犝）＝犞＝（狏１，狏２，…，狏犮）Ｔ （１４ａ）

其中狏犼＝（狏犼１，狏犼２，…，狏犼犱）Ｔ∈犚犱，犼＝１，２，…，犮，通过
式（１０ａ）计算而得．

定义３犫．　定义映射犜２：犚犮犱×犕犝→犕犠：
犜２（犞，犝）＝犠＝（狑１，狑２，…，狑犮）Ｔ （１４ｂ）

其中狑犼＝（狑犼１，狑犼２，…，狑犼犱）Ｔ，犼＝１，２，…，犮，通过
式（１０ｂ）计算而得．

定义３犮．　定义映射犜３：犕犠×犚犮犱→犕犝：
犜３（犠，犞）＝犝 （１４ｃ）

其中犝＝［狌犼犻］犮×狀通过式（１０ｃ）计算而得．
定义４．　定义映射犜犿：犕犠×犚犮犱×犕犝→犕犠×

犚犮犱×犕犝如下：
犜犿（犠，犞，犝）＝｛（犠，犞，犝）｜犞＝犜１（犠，犝），

犠＝犜２（犞，犝），犝＝犜３（犠，犞）｝．
定义５．　如果（犠（犽），犞（犽），犝（犽））∈犜犿（犠（犽－１），

犠（犽－１），犝（犽－１）），犽＝２，３，…．这里（犠（１），犞（１），犝（１））为
犕犠×犚犮犱×犕犝中的任意值，则序列｛（犠（犽），犞（犽），
犝（犽））｝称为ＥＩＦＷＤＳＳＦＣ迭代序列．
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定理２．　设犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，定义Ξ（犝）＝
犑犿（犠，犞，犝）为Ξ：犕犝→犚上的函数，其中犠∈
犕犠，犞∈犚犮犱，α＞１，犿＞狉＞０，ε狑＞０，ε狌＞０为定值．
当且仅当犝＝犜３（犠，犞）时，犝为Ξ在犕犝上的全
局最小值点．

定理３．　设犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，定义Θ（犠）＝
犑犿（犠，犞，犝）为Θ：犕犠→犚上的函数，其中犞∈
犚犮犱，犝∈犕犝，α＞１，犿＞狉＞０，ε狑＞０，ε狌＞０为定值．
当且仅当犠＝犜２（犞，犝）时，犠为Θ在犕犠上的全
局最小值点．

定理４．　设犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，定义Ψ（犞）＝
犑犿（犠，犞，犝）为Ψ：犚犮犱→犚上的函数，其中犠∈
犕犠，犝∈犕犝，α＞１，犿＞狉＞０，ε狑＞０，ε狌＞０为定值．
当且仅当犞＝犜１（犠，犝）时，犞为Ψ在犚犮犱上的全
局最小值点．

定理５（ＥＩＦＷＤＳＳＦＣ收敛定理）．　设犡＝
｛狓１，狓２，…，狓狀｝包含至少犮个独立的点，犮＜狀，定义
Ω＝｛（犠，犞，犝）∈犕犠×犚犮犱×犕犝｜
　犑犿（犠，犞，犝）＜犑犿（犠，犞，犝），犝≠犝；
犑犿（犠，犞，犝）＜犑犿（犠，犞，犝），犠≠犠；
犑犿（犠，犞，犝）＜犑犿（犠，犞，犝），犞≠犞｝（１５）
为如下最优化问题的解集：

ｍｉｎ犑犿（犠，犞，犝），
ｓ．ｔ．犝∈犕犝，犠∈犕犠，犞∈犚犮犱，

其中，犑犿（犠，犞，犝）如式（９）计算．令（犠（０），犞（０），犝（０））
为根据映射犜犿进行迭代的起点，犠（０）∈犕犠，犞（０）∈
犚犮犱，犝（０）＝犜３（犠（０），犞（０））．则迭代序列｛（犠（犽），犞（犽），
犝（犽））｝，犽＝１，２，…，终止于解集Ω中的一个点（犠，
犞，犝），或者存在一子序列收敛于Ω中的一个点．

证明．
（１）设犮狅狀狏（犡）＝｛狓∈犚犱｜狓＝∑

狀

犻＝１
α犻狓犻；∑

狀

犻＝１
α犻＝１；

α犻０；狓犻∈犡犚犱｝为数据集犡上的凸包．由式（１０ａ）
易得，狏（犽）犼∈犮狅狀狏（犡），犼＝１，２，…，犮，犽＝１，２，…；犞＝
｛狏１，狏２，…，狏犮｝∈［犮狅狀狏（犡）］Ｔ．显然，（犠（犽），犞（犽），
犝（犽））∈犕犠×［犮狅狀狏（犡）］Ｔ×犕犝犕犠×犚犮犱×犕犝，
犽＝１，２，…．而犕犠、犮狅狀狏（犡）、犕犝均为有界闭集，故
它们均为紧集，犕犠×［犮狅狀狏（犡）］Ｔ×犕犝亦为紧集．

（２）犑犿为犜犿在犡上的Ｚａｎｇｗｉｌｌ函数．由于
犞（犽＋１）＝犜１（犠（犽），犝（犽）），根据定理４，有犑犿（犠（犽），
犞（犽＋１），犝（犽））犑犿（犠（犽），犞（犽），犝（犽））．同理，根据定理３，
可得如下不等式：犑犿（犠（犽＋１），犞（犽＋１），犝（犽））
犑犿（犠（犽），犞（犽＋１），犝（犽））；根据定理２，可得如下不等
式：犑犿（犠（犽＋１），犞（犽＋１），犝（犽＋１））犑犿（犠（犽＋１），犞（犽＋１），
犝（犽）），即

犑犿（犠（犽＋１），犞（犽＋１），犝（犽＋１））犑犿（犠（犽），犞（犽），犝（犽））
（１６）

下面证（犠（犽），犞（犽），犝（犽））Ω时，取严格不等
号．用反证法．假设存在（犠（犽），犞（犽），犝（犽））Ω，使
犑犿（犠（犽＋１），犞（犽＋１），犝（犽＋１））＝犑犿（犠（犽），犞（犽），犝（犽））成
立，则必有
　犑犿（犠（犽），犞（犽），犝（犽））＝犑犿（犠（犽），犞（犽＋１），犝（犽））
　　　　　　　＝犑犿（犠（犽＋１），犞（犽＋１），犝（犽））

＝犑犿（犠（犽＋１），犞（犽＋１），犝（犽＋１））（１７）
根据定理４，有犞（犽＋１）＝犜１（犠（犽），犝（犽））为Ψ（犞）＝
犑犿（犠（犽），犞，犝（犽））的全局最小值点．又根据式（１７）中
犑犿（犠（犽），犞（犽），犝（犽））＝犑犿（犠（犽），犞（犽＋１），犝（犽））成立，根
据全局最小值点的唯一性，有犞（犽）＝犞（犽＋１）．同理可
得，犠（犽）＝犠（犽＋１），犝（犽）＝犝（犽＋１）．所以有
（犠（犽），犞（犽），犝（犽））＝（犠（犽＋１），犞（犽＋１），犝（犽＋１））（１８）

由于（犠（犽），犞（犽），犝（犽））Ω，由解集Ω的定义，存在以
下３种情况：

①存在犞≠犞（犽），使
犑犿（犠（犽），犞（犽），犝（犽））犑犿（犠（犽），犞，犝（犽））（１９ａ）

成立；
②存在犠≠犠（犽），使
犑犿（犠（犽），犞（犽），犝（犽））犑犿（犠，犞（犽），犝（犽））（１９ｂ）

成立；
③存在犝≠犝（犽），使
犑犿（犠（犽），犞（犽），犝（犽））犑犿（犠（犽），犞（犽），犝）（１９ｃ）

成立．
下面以①为例进行讨论．当存在犞≠犞（犽），使

式（１９ａ）成立时，根据犞（犽）＝犞（犽＋１），有犞≠犞（犽＋１）．
根据定理４，犞（犽＋１）＝犜１（犠（犽），犝（犽）），有
犑犿（犠（犽），犞，犝（犽））＞犑犿（犠（犽），犞（犽＋１），犝（犽））　　　

＝犑犿（犠（犽＋１），犞（犽＋１），犝（犽＋１））（２０）
综合式（１９ａ）、（２０），有
犑犿（犠（犽），犞（犽），犝（犽））＞犑犿（犠（犽＋１），犞（犽＋１），犝（犽＋１））

（２１）
这与式（１７）矛盾．

同理，根据②、③均可推出矛盾．故假设不成立，
即当（犠（犽），犞（犽），犝（犽））Ω时，式（１６）取严格不等
号．故犑犿是犜犿在犡上的Ｚａｎｇｗｉｌｌ函数．

（３）根据定义３，显然犜１：犕犠×犕犝→犚犮犱和
犜２：犚犮犱×犕犝→犕犠是连续映射．下面根据定义２证
明犜３：犕犠×犚犮犱→犕犝是闭映射．不妨设

（犠（犽），犞（犽））→（犠，犞），犽→∞，
犝（犽）＝犜３（犠（犽），犞（犽）），犽＝１，２，…，

犝（犽）→犝，犽→∞．
因为
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狌犼犻＝ｌｉｍ犽→∞狌
（犽）
犼犻＝ｌｉｍ犽→∞

１

∑
犮

犺＝１

犱（犽）
犼犻＋ε狌
犱（犽）
犼犺＋ε（ ）狌 １

犿／狉（ ）－１１／狉

＝ １

∑
犮

犺＝１

ｌｉｍ
犽→∞

犱（犽）
犼犻＋ε（ ）狌

ｌｉｍ
犽→∞

犱（犽）
犼犺＋ε（ ）

烄
烆

烌
烎狌

１
犿／狉烄

烆
烌
烎

－１１／狉
（２２）

又
ｌｉｍ
犽→∞
（犱（犽）
犼犻＋ε狌）＝ｌｉｍ犽→∞犱

（犽）
犼犻＋ε狌

＝ｌｉｍ
犽→∞∑

犱

犺＝１
狑（犽）
犼（ ）犺

α（狓犻犺－狏（犽）犼犺）２＋ε狌

＝∑
犱

犺＝１
（ｌｉｍ
犽→∞
狑（犽）
犼犺）α（狓犻犺－ｌｉｍ犽→∞狏

（犽）
犼犺）２＋ε狌

＝∑
犱

犺＝１
狑
犼（）犺α（狓犻犺－狏犼犺）２＋ε狌＞０（２３）

即
犝＝犜３（犠，犞） （２４）

成立．所以，犜３：犕犠×犚犮犱→犕犝为闭映射．易得犜犿：
犕犠×犚犮犱×犕犝→犕犠×犚犮犱×犕犝亦为闭映射［１０］．当
然在｛犇犳－Ω｝上是闭映射，其中犇犳如式（９（ｂ））定义．

综合上述，定理５得证． 证毕．

５　实　验
５．１　模拟数据实验

本实验用来验证算法ＥＩＦＷＤＳＳＦＣ在进行有

效聚类的同时，可以成功地发现各类别包含的重要
特征．所使用的模拟数据集采用参考文献［１９］的方
法生成，由１０００个包含５０个特征的样本点构成，包
含两类，具有以下特点：

（１）它包含了不止一个类别．
（２）在各类别的相关特征所构成的特征子空间

中，数据点的坐标值较为集中；在各类别的无关特征
所构成的特征子空间中，数据点的坐标值在某一区
间均匀分布，并且接近于０．

（３）不同类别所具有的特征子集相互重合．模
拟数据的这种空间分布特点与文本数据的结构是类
似的．相关信息见表１．

表１　模拟数据集信息
类别 相关特征号　 Ｐｏｉｎｔｓ
１ １，３，１１，１６，１７，１９，２１，２２，２４，２５，２７，２９，３１，３３，

３５，３７，３８，３９，４０，４４，４９，５０ ７２６

２ １，２，３，５，８１０，１１，１６，１８，１９，２０，２１，２３，２４，２７，
２８，２９，３０，３１，３２，３３，３４，３５，３６，３７，３９，４０，４４ ２７４

本实验中，参数设置如下：犿＝１．５，狉＝１．１，
α＝３，ε狌＝１０－１４，ε狑＝０．１．

图１（ａ）和图１（ｂ）分别给出了聚类结果各类中
每一维特征的权重．对照表１，我们发现，在聚类结
果中，权重大的特征恰为表１所列的生成数据时各
类别的相关特征，可见本文算法可以成功地发现数
据集中各类别包含的相关特征．

图　１
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５．２　真实数据实验
５．２．１　测试样本集

文本聚类算法的性能受多个因素影响，比如测
试集包含类别的数量、各个类别之间语义上的差别、
每个类别的大小等等．为研究这些因素如何影响本
文算法，我们基于标准文本数据集ｃｌａｓｓｉｃ、ｋ１ｂ、
ＮＧ２０①建立测试样本集．通过计算狋犳·犻犱犳，去除

犻犱犳值过高和过低的特征．
本文建立如表２所示的９个测试集，这９个测试

集分为３个系列．每一系列中，依次向前一测试集增
加１～２个类别，从而构成新测试集．每个测试集所包
含的类别数量由字母代号后的数字给出．此外，我们
兼顾平衡数据集与非平衡数据集对算法性能的影响，
Ｋ４和Ｋ６为非平衡数据集，其它的都是平衡数据集．

表２　测试集信息
数据源 测试集 包含类别 样本点总数 特征数量 每类样本点数量

ｃｌａｓｓｉｃ
Ｃ２ １，２ ２００ ２４５８
Ｃ３ １，２，３ ３００ ２５３９
Ｃ４ １，２，３，４ ４００ ３１３４

类中包含１００个样本点

ｋ１ｂ
Ｋ２ １，３ ２００ ３３４１
Ｋ４ １，２，３，５ ３６０ ４８４７
Ｋ６ １，２，３，４，５，６ ５６０ ６３２７

第５类包含６０个样本点，
其它每类包含１００个样本点

ＮＧ２０
ＮＧ２ ４，１７ ２００ ６１６３
ＮＧ４ ４，８，１３，１７ ４００ ８４７６
ＮＧ６ ４，８，１０，１３，１６，１７ ６００ １１２６３　

每类中包含１００个样本点

５．２．２　评估指标与测试平台
本文从犚犪狀犱犐狀犱犲狓［２０］指标和算法的运行时间

这两个方面来评估算法的性能．
犚犪狀犱犐狀犱犲狓指标用来评价聚类结果与外部准

则（ｅｘｔｅｒｎａｌｃｒｉｔｅｒｉｏｎ）相吻合的程度．对于所给点集
犡＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝，假设犝（犲）＝｛狌（犲）１，狌（犲）２，…，狌（犲）犚｝
和犝＝｛狌１，狌２，…，狌犆｝是数据集犡上两种不同的划
分，对于１犻≠犻′犚，１犼≠犼′犆，有∪

犚

犻＝１
狌（犲）犻＝犛＝

∪
犆

犼＝１
狌犼，狌（犲）犻∩狌（犲）犻′＝＝狌犼∩狌犼′．若犝（犲）是外部准则，犝
是聚类结果，令犪为在犝（犲）和犝中均出现在同一类
中的点对的数量，犫为在犝（犲）中出现在同一类中、而
在犝中出现在不同类中的点对的数量，犮为在犝（犲）

中出现在不同类中、而在犝中出现在同一类中的点
对的数量，犱为在犝（犲）和犝中均出现在不同类中的
点对数量，则犚犪狀犱犐狀犱犲狓通过如下式子进行计算：

犚犪狀犱犐狀犱犲狓＝犪＋犱
犪＋犫＋犮＋犱 （２５）

显然，犚犪狀犱犐狀犱犲狓值介于［０，１］之间．当两种分类情
况完全一致时，犚犪狀犱犐狀犱犲狓的值为１．

本文所用实验平台如表３所示．
表３　实验平台

结构 配置
ＣＰＵ ＩｎｔｅｌＴ７１００
内存 １ＧＢ

操作系统 ＶｉｓｔａＨｏｍｅＥｄｉｔｉｏｎ
软件平台 Ｍａｔｌａｂ７．０

５．２．３　本文算法和ＦＳＣ性能比较
本实验考查经过充分迭代后，本文算法和ＦＳＣ

性能的差异．为了避免迭代终止阈值的影响，我们设
置算法迭代次数为５０次，使算法充分迭代后收敛．
本文算法参数设置为犿＝１．５，狉＝１．１，α＝３，ε狌＝
１０－１４，ε狑＝０．１；ＦＳＣ参数设置为α＝３．５，ε＝０．１．
在每个测试集上分别运行算法１０次，得到聚类结果
犚犪狀犱犐狀犱犲狓指标的平均值以及每次迭代所需要的
平均时间，如表４所示．

表４　本文算法和犉犛犆聚类结果比较
测试集 犚犪狀犱犐狀犱犲狓

本文算法 ＦＳＣ
每次迭代的平均时间／ｓ
本文算法 ＦＳＣ

Ｃ２ ０．８３５９ ０．５１７５ ０．１８ ０．１８
Ｃ３ ０．６７０８ ０．３８６０ ０．４１ ０．４１
Ｃ４ ０．６８２８ ０．２９７２ ０．８９ ０．９０
Ｋ２ ０．８４８５ ０．４９９１ ０．２６ ０．２８
Ｋ４ ０．７９５４ ０．４０２０ １．２５ １．２６
Ｋ６ ０．６４２２ ０．２８３１ ３．７２ ３．７６
ＮＧ２ ０．７３７１ ０．４９９５ ０．４６ ０．４５
ＮＧ４ ０．６６６１ ０．２８２４ ２．４７ ２．３８
ＮＧ６ ０．７４４５ ０．２７２９ ７．０４ ７．０６

从表４中我们不难发现，对于具有上千个特征
的高维文本数据，本文算法在不增加时间开销的前
提下，可以取得比ＦＳＣ更好的效果，这说明使用模
糊划分矩阵犝来代替ＦＳＣ中的二值划分矩阵有效
地提高了算法的性能．

下面我们以目标函数的取值变化为研究对象，
分析ＦＳＣ性能下降的原因．以测试集ＮＧ２为例，
图２给出运行本文算法和ＦＳＣ时目标函数的变化
过程，其它测试集也可得到类似结果．
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图　２
如图２（ｂ）中，本文算法的目标函数随着迭代的

推进而递减，经过１０次左右的迭代后基本达到平衡
状态，这一过程也是算法寻找数据集上最优划分的
过程．而在迭代过程中，ＦＳＣ目标函数的取值始终
不发生变化（如图２（ａ）），寻找更优划分的过程也因
此而停止．

下面我们分析原因．以数据集ＮＧ２为例，对其
进行预处理后，数据集是一个具有６１６３维的高维矩
阵．特征数量过多，即犱值过大，使用狑犼犺＝１／犱（犼＝
１，２，…，犮，犺＝１，２，…，犱）对特征权重矩阵犠进行初
始化［１０］，狑犼犺值就会非常小．ＦＳＣ更新二值划分矩阵
时使用的是最近邻原则，可以将狌犼犻的更新公式看成
是一个对狑犼犺变化不敏感的滤波器．当狑犼犺值很小
时，其绝对变化量也非常小，这不足以使犱犼犻发生很
大的变化从而使狌犼犻值也随之变化．当划分矩阵犝停
止更新时，目标函数逐渐减小的过程也因此终止，算
法也过早地陷于局部极值而不能自拔．而本文算法
采用式（１０ｃ）更新模糊划分矩阵犝，其定义域为连续
空间，犠，犞任何细微变化都会使犝进行更新，从而
使聚类结果更趋于合理，所以迭代过程可以向前
推进．
５．２．４　特征数量的变化对不同特征加权算法的影响

本实验研究算法在充分迭代的前提下，特征数
量的变化对不同特征加权算法的影响．使用表２中

最为复杂的测试集ＮＧ６，指定迭代次数为５０次，依
次改变特征数量，从２００递增到３０００．分别运行本
文算法（犿＝１．５，狉＝１．１，α＝３，ε狌＝１０－１４，ε狑＝
０．１）、ＷＫＭｅａｎｓ（β＝２）［６］、ＥＷＫＭ（γ＝１００００）［９］、
ＦＳＣ（α＝３．５，ε＝０．１）［１０］各１０次．采用实验平台如
表３所示，得到平均运行时间和犚犪狀犱犐狀犱犲狓指标分
别如图３（ａ）和图３（ｂ）所示．

图　３
从图３（ａ）中我们可以看出，在相同迭代次数的

前提下，ＥＷＫＭ需要耗费更多的时间，虽然４个算
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法每次迭代的时间复杂度均为犗（狀犽犱），其中狀、犽、犱
分别为样本点、类别、特征的数量．但是，熵运算需要
更大的运算量，因此ＥＷＫＭ需要更多的时间．

图３（ｂ）给出了在特征数量逐渐增加的情况下，
分别运行这４个算法所得结果的犚犪狀犱犐狀犱犲狓值．比
较本文算法和ＷＫｍｅａｎｓ，充分体现了特征加权与
软子空间相结合的优势：本文算法在不同的软子空
间中进行聚类，不同的类别使用不同的权重向量进
行特征加权；而ＷＫｍｅａｎｓ算法虽然进行了特征加
权，但是没有考虑到不同类别中特征权重的差异，所
以聚类效果不理想．

将本文算法与ＦＳＣ相比，显然，用模糊划分矩
阵代替二值划分矩阵，有利于算法性能的提高．随着
特征数量的增加，ＦＳＣ聚类结果的犚犪狀犱犐狀犱犲狓指标
有逐步减小的趋势．此外，ＦＳＣ和ＥＷＫＭ均为硬聚
类算法犽ｍｅａｎｓ与软子空间相结合的产物，其效果
不如本算法．

另一方面，对于特征数量的增加，本文算法的聚
类结果较其它算法更加平稳，其犚犪狀犱犐狀犱犲狓指标维
持在０．７５左右，可见本文算法对特征数量的变化表
现出了较强的鲁棒性．

６　结　论
将特征加权距离与软子空间相结合，本文提出

了一种适用于高维文本数据的模糊聚类新算法．其
特点是：算法在进行聚类的同时，可以成功地进行特
征权重的无监督学习，这对于文本数据挖掘等应用
有着重要的意义．从形式上讲，本文算法的目标函数
中出现了两个模糊矩阵；此外目标函数的约束条件
中引入了熵指数，从而扩大了模糊指数犿和α的选
取范围．本文从信息论的角度，给出了其物理解释；
并应用Ｚａｎｇｗｉｌｌ定理就算法的全局收敛性给出了
理论证明．通过在模拟数据集和真实数据集上的实
验表明，本文算法的性能较现有的特征加权算法有
了很大的提高．

在实验过程中，我们发现合理选择犿、狉、α的值
对算法性能有较大影响，因此，如何合理选取软子空
间聚类算法中的参数将是我们进一步要解决的问题．
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附　录．　定理２、定理３证明．
在证明这两条定理之前，首先引入一条引理．
引理．　设犕犳犮狀为满足式（１）的所有矩阵的集合，Λ＝

［λ犼犻］犮×狀∈犕犳犮狀，犮犼犻为正实数，其中犼＝１，２，…，犮，犻＝１，２，…，狀．
犿＞１，设函数φ：犕犳犮狀→犚如下定义：φ（Λ）＝∑

狀

犻＝１∑
犮

犼＝１
（λ犼犻）犿犮犼犻，

则Λ为φ的严格全局极小值点当且仅当Λ如下计算：
λ犼犻＝ １

∑
犮

犽＝１

犮犼犻
犮［］犽犻

１
犿－１
，犼＝１，２，…，犮，犻＝１，２，…，狀（附１）

定理２证明如下：
证明．　当犠，α为定值时，如式（９）定义的犑犿（犠，

犞，犝）的第１项为常数．因此，Ξ（犝）取极值，当且仅当如下
函数取极值：

Ξ１（犝）＝∑
犮

犼＝１∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻犱

犼犻＋ε狌∑
犮

犼＝１∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻＝∑

犮

犼＝１∑
狀

犻＝１
狌犿犼犻（ε狌＋犱犼犻）

（附２）

其中犱犼犻＝狑犱犻狊狋２（狓犻，狏犼）＝∑
犱

犺＝１
（狑

犼犺）α（狓犻犺－狏犼犺）２．
令狋犼犻＝狌狉犼犻，则犜＝［狋犼犻］犮×狀∈犕犳犮狀，犕犳犮狀为满足式（１）的

所有模糊矩阵的集合．求Ξ１（犝）在犕犝上极值问题，转化为在
犕犳犮狀上求函数

犉（犜）＝∑
犮

犼＝１∑
狀

犻＝１
（狋犼犻）犿／狉（犱犼犻＋ε狌） （附３）

的极值问题．因为犿＞狉＞０，所以犿／狉＞１．令犮犼犻＝犱犼犻＋ε狌＞
０，根据引理２，易证

狋犼犻＝ １

∑
犮

犾＝１

犱犼犻＋ε狌
犱犾犻＋ε（ ）狌 １

犿／狉－１
，犼＝１，２，…，犮 （附４）

为式（附３）的全局极小值点．由狌犼犻＝（狋犼犻）１／狉可得式（１０ｃ）为
式（附２）的全局最小值点．定理得证． 证毕．

用类似方法即可证定理３．
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