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摘　要　为了防止存在有效的低次函数逼近，对于较小的正整数狉，用于对称密码系统中的布尔函数应具有较高的
狉阶非线性度．当狉＞１时，准确计算布尔函数的狉阶非线性度十分困难，已有的研究工作主要是通过分析其导函
数的（狉－１）阶非线性度来确定布尔函数的狉阶非线性度下界．对于整数狀≡２（ｍｏｄ４），文中确定了一类由Ｎｉｈｏ指
数生成的Ｂｅｎｔ函数的二阶非线性度下界．与相同变元个数的两类Ｂｅｎｔ函数和三类布尔函数相比，这类Ｂｅｎｔ函数具
有更紧的二阶非线性度下界．
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１　引　言
布尔函数在密码学和编码学等领域有着重要的

应用．在对称密码系统中，为了抵抗已知的一些攻
击，如仿射逼近攻击、相关攻击、代数攻击等，密码函
数需满足一些设计准则，其中具有较高非线性度的
准则尤为重要［１］．为了抵抗低次函数的逼近，密码函



数还应具有较好的非线性度轮廓，即狉（狉１）阶非
线性度要高．布尔函数的狉阶非线性度是指它和所
有次数不超过狉的布尔函数的最小汉明距离，记作
狀犾狉（犳）；当狉＝１时，狀犾１（犳）就是我们熟悉的布尔函
数的非线性度狀犾（犳）．对于布尔函数的１阶非线性
度，人们从离散傅立叶变换、组合论等角度研究了它
的性质以及和其它密码指标如代数次数、弹性、代数
免疫阶之间的联系，在计算和理论方面都取得了丰
硕的成果［１３］．然而当狉２时，关于布尔函数狉阶非
线性度的研究很困难，进展比较缓慢．文献［４］从编
码的角度给出了目前计算布尔函数二阶非线性度的
最优算法，但给出的最优算法仍不能有效地计算变
元个数大于１２的布尔函数的二阶非线性度．文
献［５６］考察了布尔函数狉阶非线性度的上界以及
和代数免疫阶的关系．通过分析导函数的（狉－１）阶
非线性度与自身狉阶非线性度的关系，Ｃａｒｌｅｔ提出
了利用布尔函数的导函数确定其狉阶非线性度下
界的方法，并考察了ＭＭ函数、Ｗｅｌｃｈ函数的二阶
非线性度下界以及Ｉｎｖｅｒｓｅ函数的狉阶非线性度下
界［７］．此后，文献［８１０］确定了几类非线性度较高的
幂函数狋狉狀１（狓犱）的二阶非线性度下界．
Ｂｅｎｔ函数作为非线性度达到极大值的一类布

尔函数，一直受到广泛的关注［１１］．当狉２时，Ｂｅｎｔ
函数的狉阶非线性度也是人们关心的问题．文
献［１２１３］研究了ＭＭ类Ｂｅｎｔ函数的二阶非线性
度下界，文献［１３］给出了一类由ＳｅｍｉＢｅｎｔ函数级
联生成的Ｂｅｎｔ函数的二阶非线性度．不过这两类
Ｂｅｎｔ函数二阶非线性度的研究结果都不太理想．继
文献［１４］，本文确定了一类由两项Ｎｉｈｏ指数生成
的Ｂｅｎｔ函数

犳（狓）＝狋狉狀１（μ狓（２犽－１）／２＋１＋狓（２犽－１）／４＋１）
（其中，μ＋μ２犽＝１，狀＝２犽，犽为奇数）的二阶非线性
度下界．通过具体的比较，对于相同的变元数狀，较
之文献［１２１３］中Ｂｅｎｔ函数和文献［８１０］中函数
狋狉狀１（狓犱）的结果，本文讨论Ｂｅｎｔ函数的二阶非线性
度下界更大，能够更好地抵抗二次函数的逼近．与已
有的研究不同，本文通过分类讨论具体确定了导函
数犇犪犳的Ｗａｌｓｈ谱分布，而不是仅给出导函数犇犪犳
的非线性度下界．对于不同向量犪∈犉２犽２，利用各导
函数犇犪犳的Ｗａｌｓｈ谱之间的数量关系，狀犾２（犳）的下
界被进一步提高．另外，导函数犇犪犳的Ｗａｌｓｈ谱分
布的具体确定为更精确地考察这类Ｂｅｎｔ函数的二
阶非线性度提供了有价值的参考．

本文第２节介绍相关的预备知识和结论；第３
节通过具体分析其导函数的Ｗａｌｓｈ谱确定一类
Ｂｅｎｔ函数的二阶非线性度；第４节将本文的工作和
已有的结果进行比较；最后第５节给出结论部分．

２　预备知识
记犉２狀表示由２狀个元素组成的有限域．由于有

限域犉２狀和二元域犉２上的狀维向量空间犉狀２存在同
构，故本文将有限域犉２狀和向量空间犉狀２等同看待．一
个狀元布尔函数犳是指狀维向量空间犉狀２到犉２上的
映射，所有狀元布尔函数犳组成的集合记为!狀．一
个狀元布尔函数犳可由如下的多项式唯一表示

犳（狓１，狓２，…，狓狀）＝∑犐｛１，２，…，狀｝
犪犐∏犻∈犐狓犻，

其中，犪犐∈犉２．这种表达式被称为犳的代数正规型．
它的代数次数被定义为代数正规型中系数非零的乘
积项∏犻∈犐狓犻中最大次数，记为ｄｅｇ（犳）．给定整数０
狉狀，记犚犕（狉，狀）表示所有代数次数不大于狉的狀
元布尔函数组成的集合，即长度为２狀的狉阶Ｒｅｅｄ
Ｍｕｌｌｅｒ码．

布尔函数犳∈!狀也可由它的真值表，一条长度
为２狀的０，１序列表示：

［犳（０），犳（１），犳（２），…，犳（２狀－１）］，
其中珔犪表示整数犪的二进制表示．

函数犳的汉明权重是指其真值表中取值为１的
元素个数，记为狑狋（犳）．两个布尔函数犳，犵∈!狀的汉
明距离犱（犳，犵）被定义为两个函数真值表中取值不
同的元素个数，换句话说，犱（犳，犵）＝狑狋（犳＋犵）（下
面将通常意义上的加法和有限域犉２上的加法一并
用加号“＋”表示）．

定义１［５］．　对于正整数狉狀，狀元布尔函数犳
的狉阶非线性度被定义为函数犳和集合犚犕（狉，狀）
中所有函数的最小汉明距离，记作狀犾狉（犳）．当狉取遍
整数１～狀－１时，由狉阶非线性度组成的序列被称
为是函数犳的非线性度轮廓．

布尔函数犳的１阶非线性度简称为非线性度，
简记为狀犾（犳）．可以通过布尔函数的Ｗａｌｓｈ变换（亦
称Ｈａｄｍａｒｄ变换）确定其非线性度．对于向量λ，
狓∈犉狀２，它们的内积被定义为

λ·狓＝λ１狓１＋λ２狓２＋…＋λ狀狓狀，
这里的加号“＋”是指模２相加．布尔函数犳∈!狀的
Ｗａｌｓｈ变换犠犳是从犉狀２到整数环!

的一个映射
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犠犳（λ）＝∑
狓∈犉狀２

（－１）犳（狓）＋λ·狓．

犠犳（λ）的值称为布尔函数犳的Ｗａｌｓｈ谱值．若
犠犳（０）＝０，即函数犳的汉明权重等于２狀－１，布尔函
数是平衡的．因此，狀元布尔函数犳的非线性度可借
助Ｗａｌｓｈ变换确定如下：

狀犾（犳）＝２狀－１－１２ｍａｘλ∈犉狀２
狘犠犳（λ）狘．

根据Ｐａｒｓｅｖａｌ等式
∑
λ∈犉狀２
犠犳（λ）２＝２２狀

可知ｍａｘ
λ∈犉狀２
｜犠犳（λ）｜２狀／２，进而有

狀犾（犳）２狀－１－２狀／２－１．
当等式成立时，布尔函数犳被称为Ｂｅｎｔ函数，不难
看出Ｂｅｎｔ函数只存在于偶变元布尔函数中．

定义２［１］．　函数犳∈!狀在向量犪∈犉狀２处的导函
数犇犪犳定义为犇犪犳（狓）＝犳（狓）＋犳（狓＋犪）．对函数犳
在若干向量犪犻处多次求导可得到其高阶导函数

犇犪１犇犪２…犇犪犿犳（狓）＝∑
狌∈犉犿２
犳狓＋∑

犿

犻＝１
狌犻犪（ ）犻．

对于布尔函数犳∈!狀，文献［７］利用其导函数犇犪犳的
（狉－１）阶非线性度给出了函数犳的狉阶非线性度
的下界．

引理１［７］．　对于狀元布尔函数犳和正整数狉
狀，函数犳的狉阶非线性度满足
狀犾狉（犳）２狀－１－１２２２狀－２∑犪∈犉２狀狀犾狉－１（犇犪犳槡 ）．

　　若对于所有的向量犪∈犉狀２，存在正整数犓和犽
满足狀犾狉－１（犇犪犳）２狀－１－犓２犽，根据上面的不等式
可得
狀犾狉（犳）２狀－１－１２（２狀－１）犓２犽＋１＋２槡 狀

≈２狀－１－槡犓２（狀＋犽－１）／２．
对于二次函数犳∈!狀，其代数正规型可由二次型
狓犙狓Ｔ唯一表示，其中犙＝（狇犻犼）是一个狀×狀的上三
角矩阵．此外，二次函数犳的双线性函数犅犳（狓，狔）定
义为
犅犳（狓，狔）＝犳（０）＋犳（狓）＋犳（狔）＋犳（狓＋狔）＝狓"狔Ｔ，
其中矩阵

"＝犙＋犙Ｔ是一个狀×狀的对称矩阵．二次
函数犳的根空间ｒａｄ（犳）定义为
ｒａｄ（犳）＝｛狓∈犌犉２狀｜狔∈犌犉２狀，犅犳（狓，狔）＝０｝，
与矩阵

"

的零空间
#

（
"

）＝｛狓∈犌犉狀２｜狓"＝０｝相同．
引理２［１５］．二次函数犳∈!狀的Ｗａｌｓｈ谱分布可

由它的根空间ｒａｄ（犳）的维数狋唯一确定（如表１所示）．

表１　二次函数的犠犪犾狊犺谱分布
犠犳（λ） λ的个数
０

２（狀＋狋）／２
－２（狀＋狋）／２

２狀－２狀－狋
２狀－狋－１＋（－１）犳（０）２（狀－狋－２）／２
２狀－狋－１－（－１）犳（０）２（狀－狋－２）／２

３　三次犅犲狀狋函数
对于整数狀＝２犽和有限域犉２狀上幂函数狓犱，指

数犱被称为是Ｎｉｈｏ指数如果狓犱限制犉２犽上是线性
函数，换句话说，存在整数犻满足犱≡２犻（ｍｏｄ２犽－１）．
文献［１４］给出了基于两项Ｎｉｈｏ指数构造Ｂｅｎｔ函数
的方法．

设偶数狀＝２犽，犽为奇数，若元素μ∈犉２狀满足
μ＋μ２犽＝１，则布尔函数

犳（狓）＝狋狉狀１（μ狓（２犽－１）／２＋１＋狓（２犽－１）／４＋１）
＝狋狉狀１（μ狓２犽＋１＋狓２犽＋３） （１）

是Ｂｅｎｔ函数［１４］．
上式定义的Ｂｅｎｔ函数犳的代数次数等于３，下

面的定理确定了它的导函数犇犪犳的根空间维数．
定理１．对于元素犪∈犉

２狀，记Ｂｅｎｔ函数犳（狓）
的导函数犇犪犳的根空间为ｒａｄ（犇犪犳），则当犪∈犉

２犽

时，根空间ｒａｄ（犇犪犳）的维数狋＝犽＋１；否则，ｒａｄ（犇犪犳）
的维数狋＝２．

证明．　Ｂｅｎｔ函数犳（狓）的在元素犪∈犉
２狀处的

导函数
犇犪犳（狓）＝狋狉狀１［μ（狓＋犪）２犽＋３＋（狓＋犪）２犽＋１］＋

狋狉狀１（μ狓２犽＋３＋狓２犽＋１）
＝狋狉狀１［μ（狓２犽犪＋狓犪２犽）＋（狓２犽＋２犪＋
狓２犽＋１犪２＋狓３犪２犽狓犪２犽＋２＋狓２犪２犽＋１＋
狓２犽犪３）＋（μ犪２犽＋１＋犪２犽＋３）］
＝狋狉狀１（狓２犽＋２犪＋狓２犽＋１犪２＋狓３犪２犽）＋
狋狉狀１［狓２犽（μ犪＋犪３）＋狓２犪２犽＋１＋
狓（犪２犽＋犪２犽＋２）＋（μ犪２犽＋１＋犪２犽＋３）］．

由于对于任意的函数犾（狓）∈犚犕（１，狀）的双线性函数
犅犾（狓，狔）＝０，故二次函数犇犪犳的双线性函数与函数

犵（狓）＝狋狉狀１（狓２犽＋２犪＋狓２犽＋１犪２＋狓３犪２犽）
相同．函数犵（狓）的双线性函数
犅犵（狓，狔）狀＝犵（０）＋犵（狓）＋犵（狔）＋犵（狓＋狔）

＝狋狉狀１［（狓２犽＋２犪＋狓２犽＋１犪２＋狓３犪２犽）＋
（狔２犽＋２犪＋狔２犽＋１犪２＋狔３犪２犽）＋
（（狓＋狔）２犽＋２犪＋（狓＋狔）２犽＋１犪２＋
（狓＋狔）３犪２犽）］
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＝狋狉狀１［犪（狓２犽狔２＋狔２犽狓２）＋犪２（狓２犽狔＋狔２犽狓）＋
犪２犽（狓２狔＋狔２狓）］
＝狋狉狀１［狔（狓２２犽－１犪２犽－１＋狓２犽＋１犪２犽＋
狓２犽（犪２犽＋１＋犪２）＋狓２犽－１犪２２犽－１＋狓２犪２犽）］．

记函数
犔犪（狓）＝狓２２犽－１犪２犽－１＋狓２犽＋１犪２犽＋

狓２犽（犪２犽＋１＋犪２）＋狓２犽－１犪２２犽－１＋狓２犪２犽，
易知

ｒａｄ（犇犪犳）＝｛狓∈犌犉２狀狘犔犪（狓）＝０｝
＝｛狓∈犉２狀狘（犔犪（狓））２＝０｝．

为简便起见，记狔＝狓２犽和犫＝犪２犽．由狀＝２犽可知狓＝
狔２犽，犪＝犫２犽．则

（犔犪（狓））２＝狓２犽＋２犪２犽＋１＋狓２犽＋１（犪２犽＋２＋犪４）＋
狓２犽犪＋狓４犪２犽＋１＋狓犪２犽，

故方程（犔犪（狓））２＝０可转化为
（狔４＋狓４）犫２＋狔２（犪＋犫）４＋（狔犪＋狓犫）＝０（２）

　　下面分犪∈犉
２犽和犪犉

２犽两种情况讨论方程（２）
的解的个数．

情形１．　犪∈犉
２犽，对于这种情形，由于犪＝犫，方

程（２）可化简为
（狔４＋狓４）犪２＋（狔＋狓）犪＝０．

　　记狕＝狔＋狓∈犉２犽，上面的方程为狕（狕３犪＋１）＝
０．设β为有限域犉２犽的本原元，由犽是奇数可知
ｇｃｄ（２犽－１，３）＝１，故存在整数犻满足犪＝β３犻，进而方
程狕（狕３犪＋１）＝０在犉２犽上有两个根狕＝０，β－犻．进一
步地，关于狓的方程犔犪（狓）＝０在犉２狀有２犽＋１个解，
进而ｒａｄ（犇犪犳）的维数等于犽＋１．

情形２．　犪∈犉２狀＼犉２犽．此时对方程（２）的两边
取２犽次方幂可得方程
（狔４＋狓４）犪２＋狓２（犪＋犫）４＋（狔犪＋狓犫）＝０（３）

式（２）和式（３）相加等于
（狔４＋狓４）（犪＋犫）２＋（狔２＋狓２）（犪＋犫）４＝０．

由犪犉２犽可知犪＋犫≠０，故上式可化简为
（狔４＋狓４）＋（狔２＋狓２）（犪＋犫）２＝０ （４）

对方程（４）开平方（即取２狀－１次方幂）可得方程
（狔２＋狓２）＋（狔＋狓）（犪＋犫）＝０ （５）

犫２×式（４）＋式（２）可得
狔２（犪＋犫）２犪２＋狓２（犪＋犫）２犫２＋（狔犪＋狓犫）＝０

（６）
将（犪＋犫）４犪４×式（４）的结果和式（６）的平方相加
可得

狔２［（犪＋犫）６犪４＋犪２］＋狓４（犪＋犫）８＋
狓２［（犪＋犫）６犪４＋犫２］＝０ （７）

对上式开平方：
狔［（犪＋犫）３犪２＋犪］＋狓２（犪＋犫）４＋

狓［（犪＋犫）３犪２＋犫］＝０ （８）
将（（犪＋犫）６犪４＋犪２）×式（５）的结果和（７）相加，并约
去结果中的（犪＋犫）项后可得方程
狔［（犪＋犫）６犪４＋犪２］＋狓４（犪＋犫）７＋狓２（犪＋犫）＋

狓［（犪＋犫）６犪４＋犪２］＝０ （９）
消去式（８）和式（９）中的狔项可得关于狓的方程

狓４（犪＋犫）６＋狓（（犪＋犫）３犪２＋犪）＋
狓２［（犪＋犫）３（（犪＋犫）３犪２＋犪）＋１］＝０．

记上面的方程为犘（狓）＝０，对多项式犘（狓）分解因
式如下：
狓，（狓＋犪），（犪＋犫）３狓＋１，（犪＋犫）３狓＋１＋犪（犪＋犫）３，
因此方程犘（狓）＝０的解空间为

｛０，犪，（犪＋犫）－３，（犪＋犫）－３＋犪｝．
不难验证方程犘（狓）＝０的解都是方程犔犪（狓）＝０的
解，故根空间ｒａｄ（犇犪犳）的维数等于２． 证毕．

基于定理１的结论，下面的定理确定了式（１）中
Ｂｅｎｔ函数的二阶非线性度的下界．

定理２．　对于奇数犽，Ｂｅｎｔ函数犳（狓）＝
狋狉２犽１（μ狓２犽＋１＋狓２犽＋３），其中μ＋μ２犽＝１的二阶非线性
度满足
狀犾２（犳）２２犽－１－１２２３犽＋１＋２５犽＋１２－２２犽－２３犽＋１槡 ２

≈２２犽－１－２３犽－１２．
　　证明．　对于元素犪∈犉

２狀，根据引理２和定理１
可知，若犪∈犉

２犽，狀犾（犇犪犳）＝２２犽－１－２（３犽－１）／２；否则，
狀犾（犇犪犳）＝２２犽－１－２犽．进一步地，由引理１可得出如
下结论
狀犾２（犳）２狀－１－１２２２狀－２∑犪∈犉２狀狀犾（犇犪犳槡 ）

＝２２犽－１－１２２３犽＋１＋２５犽＋１２－２２犽－２３犽＋１槡 ２．
证毕．

４　结果比较
对于奇数犽和整数狀＝２犽，我们下面对定理２

给出的二阶非线性度下界和已有的研究结果进行
比较．
４１　与犅犲狀狋函数的已有结果比较

已有的研究中，对Ｂｅｎｔ函数二阶非线性度的讨
论很少，文献［７］讨论了ＭＭ类Ｂｅｎｔ函数的二阶
非线性度下界．对于函数犳，犵（狓，狔）＝狓·（狔）＋
犵（狔），狓，狔∈犉犽２，其二阶非线性度
狀犾２（犳，犵）２２犽－１－１２２３犽＋２犽（２２犽－２犽）犕（槡 ），
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其中，犕（）＝ｍａｘ
狌，犫∈犉犽２，犫≠０

｜（犇犫）－１（狌）｜．
此下界取决于置换映射的导函数的性质．文

献［１２］对置换（狔）＝狔２（犽＋１）／２＋１＋狔３＋狔生成的三次
Ｂｅｎｔ函数进行研究，确定了二阶非线性度
狀犾２（犳，犵）２２犽－１－１２２７犽２＋３＋２２犽－２３犽２＋槡 ３

≈２２犽－１－２７犽＋２４．
　　不难看出，此下界低于定理２中给出的下界．另
外，文献［１３］确定了一类由ＳｅｍｉＢｅｎｔ函数级联而
成的Ｂｅｎｔ函数的二阶非线性度，此类Ｂｅｎｔ函数的
二阶非线性度为２２犽－２－２犽－１，明显低于定理２中给
出的下界．对于奇数５犽１５，表２比较了文中讨
论的Ｂｅｎｔ函数和这两类Ｂｅｎｔ函数的二阶非线性度
下界．

表２　犅犲狀狋函数的二阶非线性下界比较
狀 文献［１２］的结果 文献［１３］的结果 本文的结果
１０ 　　　２４０ 　 　０ 　　３７７
１４ ４３０２ １３０３ ７１３８
１８ ６５２８０ ５３１３５ １２２７５７
２２ １０４７５５２ １２１５４０７ ２０３１１１４
２６ １６７７３１２０ ２３５７８６３８ ３３０２７２７１
３０ ２６８４１９０７２ ４２４００７７０４ ５３２６６８４５６

４２　与函数狋狉狀１（狓犱）的已有结果比较
文献［８１０］确定了几类非线性度较高的函数

狋狉狀１（狓犱）的二阶非线性度下界．对于奇数犽，当指数
犱１＝２犽＋１＋３或２犽＋２（犽＋１）／２＋１时，文献［８］指出函
数犳１（狓）＝狋狉２犽１（狓犱１）的二阶非线性度满足
狀犾２（犳１）２２犽－１－１２２３犽＋１＋２５犽２＋１－２２犽－２３犽２＋槡 １．
对于整数狀＝６犽１，文献［９］给出了函数狋狉狀１（狓２２犽１＋２犽１＋１）
的二阶非线性度下界，文献［１０］进一步提高了文献
［９］中的结果，并考察了形如犳２（狓）＝狋狉狀１（狓２２犻＋２犻＋１），
ｇｃｄ（狀，犻）＝１的二阶非线性度下界，对于奇数犽和
整数狀＝２犽，函数犳２的二阶非线性度满足
狀犾２（犳２）２２犽－１－１２２３犽＋２＋２２犽－２犽＋槡 ２，

对于奇数５犽１５，下面的表３比较了本文的Ｂｅｎｔ
函数和文献［８，１０］中几类函数的二阶非线性度
下界．
表３　本文犅犲狀狋函数与文献［８，１０］函数的二阶非线性下界比较
狀 文献［１０］的结果 文献［８］的结果 本文的结果
１０ 　　３３０ 　　３７４ 　　３７７
１４ ６７４２ ７１２５ ７１３８
１８ １１９４８４ １２２７０５ １２２７５７
２２ ２００４４６４ ２０３０９０４ ２０３１１１４
２６ ３２８１２９６５ ３３０２７２７１ ３３０２７２７１
３０ ５３０９３９２４８ ５３２６６５０７０ ５３２６６８４５６

事实上，函数犳的二阶非线性度下界可以有一
定的提高．对于任意的二次函数犺（狓）和犪∈犉狀２，

∑
狓∈犉狀２

（－１）犳（狓）＋犺（狓（ ））２＝∑
狓，犪∈犉狀２

（－１）犳（狓）＋犳（犪）＋犺（狓）＋犺（犪）

＝∑
犪∈犉狀２
∑
狓∈犉狀２

（－１）犇犪犳（狓）＋犇犪犺（狓）．

　　由于ｄｅｇ（犇犪犺）１，根据定理１，对于非零向量犪，
指数和∑

狓∈犉狀２

（－１）犇犪犳（狓）＋犇犪犺（狓）可能等于０，±２（３犽＋１）／２，

±２犽＋１，故∑
狓∈犉狀２

（－１）犳（狓）＋犺（狓（ ））２＝２２犽＋犖１·２（３犽＋１）／２＋

犖２·２犽＋１．其中整数０犖１２犽－１，０犖２
２２犽－２犽．由于指数和∑

狓∈犉狀２

（－１）犳（狓）＋犺（狓）是偶数，记

珦犖１，珦犖２是使
Φ（犖１，犖２）＝２２犽＋犖１·２（３犽＋１）／２＋犖２·２犽＋１

为完全平方数且Φ（珦犖１，珦犖２槡 ）是偶数的最大整数，
则有

狀犾２（犳）２２犽－１－１２Φ（珦Ｎ１，珦犖２槡 ） （１０）

　　由于Φ（珦犖１，珦犖２）Φ（２犽－１，２２犽－２犽），较之定
理２的结果，上式中的下界更优，下面的表４对两种
结果进行了比较．

表４　下界优化结果
狀 定理２的下界 优化后的下界 对应的（珦犖１，珦犖２）
１０ 　　１４ 　　１６ （７，４６）
１４ ３７７ ３８０ （３１，９４９）
１８ ７１３８ ７１４４ （１２７，１６８０１）
２２ １２２７５７ １２２７６８ （５１１，２６０９２９）
２６ ２０３１１１４ ２０８９０５６ （２０４７，４１９１７８５）
３０ ３３０２８１１６ ３３５２１９８４ （８１９１，６７０９９７３７）

５　结束语
对于奇数犽和整数狀＝２犽，本文考察了一类由Ｎｉｈｏ

型Ｂｅｎｔ函数犳（狓）＝狋狉狀１（μ狓（２犽－１）／２＋１＋狓（２犽－１）／４＋１）的
二阶非线性度的下界．对于相同的参数狀，通过分析
比较，这类函数的二阶非线性度的下界优于已有的
结果，能够较好地抵抗二次函数逼近攻击．与已有的
研究工作不同，本文确定了导函数犇犪犳的Ｗａｌｓｈ谱
分布，可用来提高犳的二阶非线性度下界，也为进
一步精确考察犳的二阶非线性度提供参考．
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ｃｕｌｔｔａｓｋｔｏｆｉｎｄａｇｏｏｄｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄ，ｅｖｅｎｆｏｒｔｈｅ２ｎｄｏｒｄｅｒ
ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ．Ｃａｒｌｅｔｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄａｍｅｔｈｏｄｔｏｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅ

ｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｏｆｔｈｅ狉ｔｈｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｆａｆｕｎｃｔｉｏｎｆｒｏｍ
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ｔｈｅｌｏｗｅｒｂｏｕｎｄｓｆｏｒｔｈｅ２ｎｄｏｒｄｅｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙｏｆｓｅｖｅｒａｌ
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ＳｃｉｅｎｃｅｏｆＣｈｉｎａ（Ｎｏｓ．６０９７０１１５，６０９７０１１６，６１００３２６７，
９１０１８００８，６１００３２６８）．

３９５１８期 李春雷等：一类Ｂｅｎｔ函数的二阶非线性度下界


