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量子搜索算法的多相位关系研究
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（扬州大学信息工程学院　江苏扬州　２２５１２７）

摘　要　假设给定一个总数为犖的无序数据库，极其复杂的计算使得几乎不可能建立一个精确的数学公式来描述
这个结论：在二维复子空间中，对于一个等幅分布的初始态，存在两个定义在实数域上的相位旋转角集合以使得唯
一的目标态能以１００％的成功概率找到；文中采取了一种近似的计算方法，通过归纳法推导出了多相位匹配方程．
倘若其中一个相位旋转角集合中的元素个数犼相对于犖（犖足够大）较小，则该方程就能保证唯一的目标态以较高
的成功概率找到．接着，通过文中推导出的一个递推关系式，对任意给定的犼＞２，分析了Ｌｏｎｇ算法的计算复杂性．
最后，通过一些数值模拟的实例进一步验证了多相位匹配方程的有效性．
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１　引　言
在一个大型无序数据库中，原先的Ｇｒｏｖｅｒ量子

搜索算法［１］能以数量级为犗（槡犖）的叠代次数找到

唯一的目标态．并且该算法已经被证明是最优
的［２３］．迄今为止主要是从以下的方面对该量子搜索
算法进行了扩展：（１）假设有多个目标态［４５］；（２）以
任意的酉变换来代替ＷａｌｓｈＨａｄａｍａｒｄ变换［５６］；
（３）引入了概率幅扩大的思想［５，７］；（４）通过并行的



量子计算方式来进一步降低搜索次数［８］；（５）以任
意的相位旋转代替反方向的相位旋转［９］（这种推广
的量子搜索算法称之为Ｌｏｎｇ算法并给出了相位匹
配条件θ＝）；（６）初始态是任意的复概率幅分布，
而不再是等概率幅分布［１０１１］；（７）讨论了任意的纠
缠初始态［１２］；（８）将量子搜索空间由二维复子空间
扩展至三维复子空间［１３］．

原先的Ｇｒｏｖｅｒ量子搜索算法［１］不能以１００％
的概率找到唯一的目标态．Ｌｏｎｇ等人［１４］首先指出
相位不匹配不能构造量子搜索算法．为确保以１００％
的概率找到所指定的目标态，在二维复子空间条件下
国内外的研究工作者给出了不同形式的相位旋转角
公式［９，１５１７］．相位匹配在三维空间中有一个直观的
几何解释，这在文献［１８］中已给出．相位匹配已经被
３个实验所证实［１９２１］．在文献［２２］中，Ｌｏｎｇ等人对
有关量子搜索算法作了全面详尽的论述．此外，Ｌｉ
等人［２３］指出Ｌｏｎｇ算法中的算子犙＝－犐γ犝－１犐τ犝
中的犝－１（犝－１是犝的逆算子）可被任意的酉算子犞
所代替，即犙＝－犐γ犝－１犐τ犝可写成犙＝－犐γ犞犐τ犝
的形式．我们证明了在三维复子空间情形下（指偏角
０＜ψ＜π／２），初始态（纯态）不管以何种形式出现，
目标态都不能以１００％的概率找到［１３］；但是只要无
序数据库中总个数犖足够大，那么在满足相位匹配
条件θ＝∈（０，π］的条件下找到目标态的最大成功
概率近似等于ｃｏｓ２ψ［１３，２４］．本文提出了这样一个推
测，即在二维复子空间中，如果无序数据库中总的个
数犖足够大（这里假设只有一个目标态，初始态为
平均叠加态）且正整数犼（犼２）的值相对于犖而言
较小，那么对定义在实数域

!

上的两个任意相位角
集合｛θ犼，θ犼－１，…，θ１｝和｛犼，犼－１，…，１｝，如果满足
多相位匹配方程∑

犼

犿＝１
θ犿＝∑

犼

犿＝１
犿，则能以较高的成功

概率找到目标态（在文献［２５］中只讨论了犼＝２的情
形）．这个结论的有效性由下面的一个工作提供了支
持：Ｌｏｎｇ等［２６］发现在量子搜索算法中，相位系统误
差是主要误差，这样的结果导致两个相位转角的累
积和不同，而随机误差不重要，这样导致两个相角的
累计和基本相等．

２　二维酉矩阵表象
假设量子系统中目标态和非目标态的总个数

犖足够大，要找的唯一目标态是｜τ〉．单位矢量｜α〉
定义为

｜α〉＝１
犖槡－１∑狓τ｜狓〉 （１）

任意给定两个不为２犽′π（犽′为任意整数）的实数
和θ（两个相位旋转角），定义以下两个酉算子

犝＝犐＋（ｅｉ－１）｜τ〉〈τ｜ （２）
犝θ＝犐＋（ｅｉθ－１）｜η〉〈η｜ （３）

其中 槡ｉ＝－１，｜η〉是由所有的目标态和非目标态
所张成的犖维复Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中的一个单位向量
且满足下面的关系式（５），那么Ｌｏｎｇ算子犌＝
－犃犝θ犃－１犝（犃是任意的酉算子，犃－１是犃的逆算
子）可表示为
犌＝－（犐＋（ｅｉθ－１）｜μ〉〈μ｜）（犐＋（ｅｉ－１）｜τ〉〈τ｜）

（４）
犐表示单位算子，

｜μ〉＝犃｜η〉 （５）
如果｜μ〉∈犔（犔表示由正交基｛｜α〉，｜τ〉｝所张成的二
维复平面），那么｜μ〉可以表示成下面最一般的情形

｜μ〉＝ｅｉ狋１ｃｏｓ狋｜α〉＋ｓｉｎ狋ｅｉ狋２｜τ〉 （６）
狋１，狋２∈!

，０＜狋β０，其中
β０＝ａｒｃｓｉｎ（１／槡犖） （７）

根据式（４）和（６），通过计算可得到
犌｛｜α〉，｜τ〉｝＝｛｜α〉，｜τ〉｝犙 （８）

上式中

犙＝－犙１１犙１２
犙２１犙
烄
烆

烌
烎２２

（９）

犙１１＝ｅｉθｃｏｓ２狋＋ｓｉｎ２狋，
犙１２＝ｅｉｅ－ｉΛ（ｅｉθ－１）ｓｉｎ（２狋）２，

犙２１＝（ｅｉθ－１）ｅｉΛｓｉｎ（２狋）２，
犙２２＝ｅｉ（ｅｉθｓｉｎ２狋＋ｃｏｓ２狋），

参数Λ＝狋２－狋１．

３　犔狅狀犵算法的多相位匹配问题
对任意给定的两个集合｛θ犼，θ犼－１，…，θ１｝和

｛犼，犼－１，…，１｝（犼２），定义算子
珟犌犼＝犌（犼，θ犼）犌（犼－１，θ犼－１）…犌（１，θ１）（１０）

此算子珟犌犼在基｛｜α〉，｜τ〉｝下所对应的矩阵形式是
珟犙犼＝犙（犼，θ犼）犙（犼－１，θ犼－１）…犙（１，θ１）（１１）

该酉矩阵珟犙犼最终可表示成下面包含４个实参数的
最一般的矩阵形式

珟犙犼＝ ｃｏｓ（Φ犼）ｅｉα犼 ｓｉｎ（Φ犼）ｅｉγ犼
－ｓｉｎ（Φ犼）ｅｉ（β犼－γ犼）ｃｏｓ（Φ犼）ｅｉ（β犼－α犼
烄
烆

烌
烎）
（１２）

Φ犼，α犼，β犼，γ犼为４个实参数（任意的一个二阶酉矩阵
都可以表示成式（１２）的形式，参见文献［２７］中等
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式（５．５０））．当α犼＝β犼－α犼时，式（１２）可简化为

珟犙犼＝ｅｉα犼
ｃｏｓ（Φ犼） ｓｉｎ（Φ犼）ｅｉλ犼

－ｓｉｎ（Φ犼）ｅ－ｉλ犼 ｃｏｓ（Φ犼
烄
烆

烌
烎）
，

其中λ犼＝γ犼－α犼．当满足条件
λ犼狀＝λ犼狀－１…＝λ犼１＝λ （１３）

时（λ是一个实数），可得
Χ
犽＝∑

狀

狊＝１
犼狊
＝珟犙犼狀珟犙犼狀－１…珟犙犼１

＝ｅ
ｉ∑

狀

狊＝１
α犼（）狊×

ｃｏｓ∑
狀

狊＝１
Φ犼（ ）狊 ｓｉｎ∑

狀

狊＝１
Φ犼（ ）狊ｅｉλ

－ｓｉｎ∑
狀

狊＝１
Φ犼（ ）狊ｅ－ｉλｃｏｓ∑

狀

狊＝１
Φ犼（ ）

烄

烆

烌

烎狊

（１４）

其中正整数狀１，犽＝∑
狀

狊＝１
犼狊是总的叠代次数，整数

犼狊２．
现作一个基变换：

｛｜β〉，｜τ〉｝＝｛｜α〉，｜τ〉｝犞 （１５）
其中过渡矩阵

犞＝ｅ
ｉλ０烄

烆
烌
烎０１

（１６）

则在基｛｜β〉，｜τ〉｝下，式（１４）可改写为
　Χ′

犽＝∑
狀

狊＝１
犼狊
＝犞－１Χ

犽＝∑
狀

狊＝１
犼狊
犞

　　＝ｅ
（ｉ∑狀狊＝１α犼）狊

ｃｏｓ∑
狀

狊＝１
Φ犼（ ）狊 ｓｉｎ∑

狀

狊＝１
Φ犼（ ）狊

－ｓｉｎ∑
狀

狊＝１
Φ犼（ ）狊 ｃｏｓ∑

狀

狊＝１
Φ犼（ ）

烄

烆

烌

烎狊

（１７）

现假设初始态｜γ０〉＝ｃｏｓβ０｜β〉＋ｓｉｎβ０｜τ〉．经过
Ｌｏｎｇ算子对初始态｜γ０〉总数为犽的叠代作用，此时
目标态｜τ〉前的概率幅变成

犱犽＝∑狀狊＝１犼狊
＝ｅ

ｉ∑
狀

狊＝１
α犼（）狊ｓｉｎ（Θ＋β０） （１８）

其中Θ＝－∑
狀

狊＝１
Φ犼狊＞０．为避免确定关系式（１３），令

珟犙犼狀＝珟犙犼狀－１…＝珟犙犼１＝珟犙犼，则式（１７）和（１８）分别变成

Χ′犽＝狀犼＝犞－１（珟犙犼）狀犞
＝ｅｉ（狀α犼）ｃｏｓ

（－狀Φ犼）－ｓｉｎ（－狀Φ犼）
ｓｉｎ（－狀Φ犼）ｃｏｓ（－狀Φ犼
烄
烆

烌
烎）
（１９）

和
犱犽＝狀犼＝ｅｉ（狀犼）ｓｉｎ（Θ′＋β０） （２０）

其中Θ′＝－狀Φ犼＞０．当ｓｉｎ（Θ′＋β０）＝１，就能以
１００％的最大成功概率找到目标态｜τ〉．

４　多相位匹配方程
上节讨论了在理论上存在着两个集合｛θ犼，θ犼－１，…，

θ１｝和｛犼，犼－１，…，１｝（犼２），在基｛｜β〉，｜τ〉｝下，经
过式（１０）中所定义的酉算子珟犌犼对初始态｜γ０〉＝
犖－１／槡 犖｜β〉＋１／槡犖｜τ〉的狀次叠代作用，目标态

｜τ〉能以１００％的最大成功概率找到．但要建立这两
个集合之间精确的数学关系式却是件非常困难的事
情．现在自然就有这样的一个问题产生：如果把条件
ｓｉｎ（Θ′＋β０）＝１放宽为ｓｉｎ（Θ′＋β０）≈１，那么集合
｛θ犼，θ犼－１，…，θ１｝和｛犼，犼－１，…，１｝应大致满足什么
样的条件才可使得ｓｉｎ（Θ′＋β０）≈１成立？对于这
个问题，我们有下面的一个推测（ｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ）．

推测：假设犖较大．｛θ犼，θ犼－１，…，θ１｝和｛犼，
犼－１，…，１｝（θ犿，犿≠２犽′π，１犿犼，犽′是任意的整
数）是定义在实数域

!

上的两个任意的相位旋转角
集合．如果整数犼２的值相对于犖较小且这两个
相位旋转角集合满足下面的多相位匹配方程

∑
犼

犿＝１
θ犿＝∑

犼

犿＝１
犿＝Δ （２１）

则总能够通过选择某个合适的整数狀１以使得初
始态｜γ０〉＝ｃｏｓβ０｜β〉＋ｓｉｎβ０｜τ〉在经过定义的
式（１０）中的算子珟犌犼的狀次叠代作用后，目标态｜τ〉
以较高的成功概率找到．

证明．　忽略狋的高阶项，式（９）可近似表示为

犙＝·－ ｅｉθ ｅｉｅ－ｉΛ（ｅｉθ－１）狋
（ｅｉθ－１）ｅｉΛ狋 ｅｉ
烄
烆

烌
烎
（２２）

（１）犼＝２的情形
当犼＝２时，忽略狋的高阶项，式（１１）近似成为

珟犙２＝· ｅｉ（θ１＋θ２） 狋ｅ－ｉΛ［ｅｉθ２ｅｉ１（ｅｉθ１－１）＋ｅｉ１ｅｉ２（ｅｉθ２－１）］
狋ｅｉΛ［ｅｉθ１（ｅｉθ２－１）＋ｅｉ２（ｅｉθ１－１）］ ｅｉ（１＋２
烄
烆

烌
烎）

（２３）

如果θ１＋θ２＝１＋２＝Δ，上式变为
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珟犙２＝·ｅｉΔ １ 狋［ｅ－ｉ（Λ－１）－ｅ－ｉ（Λ＋２－θ２）＋ｅ－ｉ（Λ－θ２）－ｅ－ｉΛ］
狋［－ｅｉ（Λ－１）＋ｅｉ（Λ＋２－θ２）－ｅｉ（Λ－θ２）＋ｅｉΛ］
烄
烆

烌
烎１

（２４）

忽略对最后结果没有影响的总的相位因子ｅｉΔ并且
观察到上面矩阵副对角线上的两个元素满足关系式
珟犙２（２１）＝－（珟犙２（１２））（（珟犙２（１２））是珟犙２（１２）的共轭复数），
式（２４）可简化为

珟犙２＝· １ 狋狉ｅｉδ
－狋狉ｅ－ｉδ
烄
烆

烌
烎１＝犐＋狋狉犜≈ｅ狋′犜 （２５）

犐表示单位矩阵，实数狉＞０和实数δ通过关系式
狉ｅｉδ＝ｅ－ｉ（Λ－１）－ｅ－ｉ（Λ＋２－θ２）＋ｅ－ｉ（Λ－θ２）－ｅ－ｉΛ来定义，
即狉＝｜ｅｉ１－ｅｉ（θ２－２）＋ｅｉθ２－１｜（符号｜·｜表示一个复
数的模），狋′＝狋狉，犜＝ ０ ｅｉδ

－ｅ－ｉδ
烄
烆

烌
烎０．利用性质犜２＝

－犐，犜３＝－犜，犜４＝犐，犜５＝犜，…，可得
　（珟犙２）狀＝·ｅ狀狋′犜＝ｃｏｓ（狀狋′）犐＋ｓｉｎ（狀狋′）犜

＝ ｃｏｓ（狀狋′） ｅｉδｓｉｎ（狀狋′）
－ｅ－ｉδｓｉｎ（狀狋′）ｃｏｓ（狀狋′
烄
烆

烌
烎）
（２６）

根据式（１５）给出的基变换｛｜β〉，｜τ〉｝＝｛｜α〉，｜τ〉｝犞，
在基｛｜β〉，｜τ〉｝下，式（２６）可重新表示为

（珟犙２）狀＝ｃｏｓ
（狀狋′）－ｓｉｎ（狀狋′）

ｓｉｎ（狀狋′）　ｃｏｓ（狀狋′
烄
烆

烌
烎）
，

注意此时式（１６）中的过渡矩阵取为

犞＝－ｅ－ｉδ０烄
烆

烌
烎０ １．

因此初始态｜γ０〉＝ｃｏｓβ０｜β〉＋ｓｉｎβ０｜τ〉经过算子
珟犌２＝犌（２，θ２）犌（１，θ１）的狀次叠代作用（此时实际
总的叠代次数为犽＝２狀），｜β〉前的概率幅变成
犱犽＝２狀＝ｓｉｎ（狀狋′＋β０）．当ｓｉｎ（狀狋′＋β０）≈１，即狀≈
（π／２－β０）／狋′时，就能以较高的成功概率找到目
标态，符号·表示按四舍五入的方式取符号内实
数的整数．

（２）犼３的情形
令犼＝犼′－１，犼′４是一个相对于犖较小的正

整数．假设在忽略狋的高阶项的情况下矩阵珟犙犼′－１可
表示成下列形式
珟犙犼′－１＝·（－１）犼′－１ｅ

ｉ（θ１＋θ２＋…θ犼′－１） 狋ｅ－ｉΛ狕１
狋ｅｉΛ狕２ ｅｉ（１＋２＋…犼′－１

烄
烆

烌
烎）
（２７）

且其与式（２３）中的矩阵珟犙２有着完全相同的性质（即
对所有的２犼犼′－１，矩阵珟犙犼＝犙（犼，θ犼）犙（犼－１，
θ犼－１）…犙（１，θ１）的两个列矢量互相正交且该两个列

矢量所对应的范数相等），这里的狕１和狕２是两个复
数．那么当犼＝犼′时有
珟犙犼′＝· ｅｉθ犼′ ｅｉ犼′ｅ－ｉΛ（ｅｉθ犼′－１）狋

（ｅｉθ犼′－１）ｅｉΛ狋 ｅｉ犼
烄
烆

烌
烎′
×

　ｅ
ｉ（θ１＋θ２＋…＋θ犼′－１） 狋ｅ－ｉΛ狕１
狋ｅｉΛ狕２ ｅｉ（１＋２＋…＋犼′－１

烄
烆

烌
烎）

＝·（－１）犼′狆１１狆１２
狆２１狆
烄
烆

烌
烎２２

（２８）
其中
狆１１＝ｅｉ（θ１＋θ２＋…＋θ犼′），
狆１２＝狋ｅ－ｉΛ［ｅｉθ犼′狕１＋ｅｉ（１＋２＋…＋犼′－１）ｅｉ犼′（ｅｉθ犼′－１）］，
狆２１＝狋ｅｉΛ［ｅｉ犼′狕２＋ｅｉ（θ１＋θ２＋…＋θ犼′－１）（ｅｉθ犼′－１）］，
狆２２＝ｅｉ（１＋２＋…＋犼′）．
根据归纳假设很容易证明上述矩阵珟犙犼′中的两

个列矢量也互相正交且它们各自所对应的范数也相
等．从而可以得到以下结论：对任意给定的一个相对
于犖较小的正整数犼′，在忽略狋的高阶项的情况
下，所有矩阵珟犙犼（２犼犼′）中的两个列向量互相正
交且它们所对应的范数相等．

现令∑
犼′

犿＝１
θ犿＝∑

犼′

犿＝１
犿＝Δ且忽略对最后结果没有

影响的总的复数因子ｅｉΔ，则可将式（２８）化简为下列
形式

珟犙犼′＝·（－１）犼′狆′１１狆′１２
狆′２１狆′
烄
烆

烌
烎２２

（２９）
其中
狆′１１＝１，狆′１２＝狋ｅ－ｉΛ［ｅｉ（θ犼′－Δ）狕１＋ｅｉθ犼′－１］，
狆′２１＝狋ｅｉΛ［ｅｉ（犼′－Δ）狕２－ｅ－ｉθ犼′＋１］，狆′２２＝１．

利用式（２７）中矩阵珟犙犼′－１两个列向量的正交性条件
可得到关系式

狆′１２＝－（狆′２１） （３０）
利用式（３０）可将式（２９）化简为

珟犙犼′＝·（－１）犼′ １ 狋τ′ｅｉσ
－狋τ′ｅ－ｉσ
烄
烆

烌
烎１

（３１）

这里的正实数τ′和实数σ通过τ′ｅｉσ＝ｅ－ｉΛ［ｅｉ（θ犼′－Δ）狕１＋
ｅｉθ犼′－１］来定义，即

τ′＝｜ｅｉ（θ犼′－Δ）狕１＋ｅｉθ犼′－１｜ （３２）
如果犖足够大，那么对所有相对于犖较小的正整
数犼′（犼′４），式（３１）可以近似表示为
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１ 狋τ′ｅｉσ
－狋τ′ｅ－ｉσ
烄
烆

烌
烎１＝（－１）犼′（犐＋狋τ′犜′）

　≈（－１）犼′犐＋∑
∞

犖′＝１

１
犖′！（ξ犜′）［ ］犖′＝（－１）犼′ｅξ犜′（３３）

其中

ξ＝狋τ′，犜′＝
０ ｅｉσ
－ｅ－ｉσ
烄
烆

烌
烎０．

矩阵犜′同样具有性质：（犜′）２＝－犐，（犜′）３＝－犜′，
（犜′）４＝犐，（犜′）５＝犜′，…．下面的证明步骤和犼＝２
时的情形类似．重新取过渡矩阵

犞＝－ｅ－ｉσ ０
０ １

烄
烆

烌
烎１
，

经过算子珟犌犼′＝犌（犼′，θ犼′）…犌（２，θ２）犌（１，θ１）对初
始态｜γ０〉＝ｃｏｓβ０｜β〉＋ｓｉｎβ０｜τ〉的

狀≈（π／２－β０）／ξ （３４）
次叠代作用，就能以较高的成功概率找到目标态．最
后把符号犼′换成犼即得推测中的结论．

从上面的证明过程可以看出，式（２１）是个近似
公式，在量子搜索算法中它不是最佳的关系式，只是
说明二维复子空间中，在满足该式且整数犼２相对
于犖较小的情况下，目标态（初始态是平均叠加态）
仍然能以较高的成功概率找到．现在分析对任意给定
的两个相位角集合｛θ犼，θ犼－１，…，θ１｝和｛犼，犼－１，…，

１｝（犼３），当满足多相位匹配方程∑
犼

犿＝１
θ犿＝∑

犼

犿＝１
犿＝Δ

时，如何来确定式（３４）．当出现在式（６）中的参数狋
确定时，ξ＝狋τ′可由式（３２）中定义的τ′来予以确定．
比较矩阵（２７）和（２８）中的第１行第２列中的两个矩
阵元素，可得以下递推关系式
狕１（犼－１）＝ｅｉθ犼－１狕１（犼－２）＋ｅｉ（１＋２＋…＋犼－２）ｅｉ犼－１（ｅｉθ犼－１－１）

（３５）
同样通过比较矩阵（２３）和（２７）中第１行第２列中的
两个矩阵元素，可得

狕１（犼＝２）＝ｅｉθ２ｅｉ１（ｅｉθ１－１）＋ｅｉ１ｅｉ２（ｅｉθ２－１）（３６）
对任意的｛θ犼－１，θ犼－２，…，θ１｝和｛犼－１，犼－２，…，１｝，从
式（３６）出发，利用递推关系式（３５），可最终求得
狕１（犼－１），最后利用矩阵（３１）中第１行第２列元素的因
子定义式τ′ｅｉσ＝ｅ－ｉΛ［ｅｉ（θ犼′－Δ）狕１＋ｅｉθ犼′－１］，通过
式（３２）来求得τ′．从而利用ξ＝狋τ′和式（３４）可近似
得到叠代次数狀，注意总的叠代次数是犽＝犼狀．

显然在基｛｜β〉，｜τ〉｝下，可将矢量关系式｜γ′狀〉＝
（珟犌犼）狀｜γ０〉写成下面的矩阵形式

狌狀
狏
烄
烆
烌
烎狀＝
（珟犙犼）狀ｃｏｓβ０ｓｉｎβ

烄
烆

烌
烎０

（３７）

对于所有的整数狀１，成功概率由
犘狀＝｜狏狀｜２ （３８）

来确定．
注释：最后，我们需要指出以下两点：
（１）从矩阵（２２）中第１行第２列中的元素可得

狕１（犼＝１）＝ｅｉ１（ｅｉθ１－１） （３９）
这实际上就是文献［９］中所对应的θ１＝１情形．根据
递归关系式（３５）容易得到式（３６）．因此，一方面式（２１）
可视为对相位匹配条件θ１＝１［９］的进一步推广；另一
方面，却有可能出现下面的情况：当犖不是太大且
满足式（２１）时，在式（３７）中的狀＝１情形下，此时的
成功概率犘１＝｜狏１｜２也有可能较大．这意味着当总
的叠代次数犽＝犼时，即便任意的两个相位旋转角
θ犿和犿完全独立且所有的相位对（θ犿，犿）都不相同
（１犿犼＝犽），在满足多相位匹配方程（２１）条件
下，Ｌｏｎｇ算法也依然有效．对这种情况，实际上可通
过结合多相位匹配方程（２１）和经典穷举算法，在对
两个相位角集合｛θ犼，θ犼－１，…，θ１｝和｛犼，犼－１，…，１｝
作出适当调整后，最后是仍然能够以几乎接近
１００％的成功概率找到目标态的．由于篇幅关系，这
个问题在这里就不作详述了．

（２）当犼的值较小时，比如：犼＝１，２情形下，
Ｌｏｎｇ算法的复杂性较容易确定．但随着犼值的逐步
增大，针对不同的犼值，该算法的复杂性以统一的公
式给出却是非常困难的．这是因为对于不同的犼值，
算法的复杂性公式完全不同．但对于某个给定的犼
值而言，却总能够从初始关系式（３９）出发，按照递推
关系式（３５）来确定与该犼值所对应的狕１值，从而最
终确定其复杂性．

５　多相位匹配方程有效性的仿真验证
本节将通过给出下面的具体算例来进一步验证

多相位匹配方程（２１）的有效性．图１～图５是按下列
方式得出的成功概率仿真曲线图．首先设定必要的参
数：犖＝１００００，狋＝β０＝ａｒｃｓｉｎ（１／１００），Λ＝２π／３．然
后针对每个确定的参数犼＝２，３，１０，２０，５０，由计算
机系统随机任意产生０＜犿，θ犿＜５０（犿＝１，２，…，犼）
（调整前）．接着将（犼，θ犼）改变为犼＝Δ－∑

犼－１

犿＝１
犿，θ犼＝

Δ－∑
犼－１

犿＝１
θ犿，Δ＝｛－４π／５，０，２π／３｝（调整后３种情

形）．成功概率犘狀由式（３８）确定．
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图１　犼＝２时调整前和调整后成功概率犘狀和
叠代次数狀关系曲线图（犖＝１０４，犼＝２）

图２　犼＝３时调整前和调整后成功概率犘狀和
叠代次数狀关系曲线图（犖＝１０４，犼＝３）

图３　犼＝１０时调整前和调整后成功概率犘狀和
叠代次数狀关系曲线图（犖＝１０４，犼＝１０） 图４　犼＝２０时调整前和调整后成功概率犘狀和

叠代次数狀关系曲线图（犖＝１０４，犼＝２０）

图５　犼＝５０时调整前和调整后成功概率犘狀和
叠代次数狀关系曲线图（犖＝１０４，犼＝５０）

６　结　论
提出了二维复子空间中Ｌｏｎｇ算法的多相位匹

配问题，即假设初始态为
｜γ０〉＝犖－１／槡 犖｜β〉＋１／槡犖｜τ〉（犖足够大），
在酉算子珟犌犼＝犌（犼，θ犼）犌（犼－１，θ犼－１）…犌（１，θ１）作
用下，在理论上存在着两个集合｛θ犼，θ犼－１，…，θ１｝和
｛犼，犼－１，…，１｝，目标态｜τ〉能以１００％的最大成功

概率找到．同时给出了一个推测：如果这两个相位角

集合满足多相位匹配方程∑
犼

犿＝１
θ犿＝∑

犼

犿＝１
犿＝Δ且整数

犼２相对于犖较小，则目标态｜τ〉能以较高的成功
概率找到．尽管该多相位匹配方程的推导过程和文
献［９］中推导单相位匹配条件θ＝的过程有些类似，
但他们的基本思想出发点是不一致的．一方面，多相
位匹配方程是针对多相位匹配问题而给出的一个近
似公式（对应于犼２的情形）．在文献［１５］中证明了
单相位匹配条件θ＝也是一个精确的相位公式；然
而，随着犼值的增大以及对于不同的犼值（犼２），要
进一步证明多相位匹配方程是否也是个精确公式却
是异常困难的．另一方面，却给予了我们以下启示：
当犖不是太大且满足多相位匹配方程时，有可能出
现每次叠代的相位旋转角θ犿和犿完全独立且所有
的相位对（θ犿，犿）都不相同（１犿犼＝犽，犽表示总
的叠代次数）的情况下，Ｌｏｎｇ算法也依然有效．

致　谢　作者感谢审稿专家所提供的帮助和提出的
宝贵意见及为此文付出劳动的编辑老师！
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