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摘　要　嵌入式多处理器系统的能耗问题变得日益重要，如何减少能耗同时满足实时约束成为多处理器系统节能
实时调度中的一个重要问题．目前绝大多数研究基于关键速度降低处理器的频率以减少动态能耗，采用关闭处理
器的方法减少静态能耗．虽然这种方法可以实现节能，但是不能保证最小化能耗．而现有最优的节能实时调度未考
虑处理器状态切换的时间和能量开销，因此在切换开销不可忽视的实际平台中不再是最优的．文中针对具有独立
动态电压频率调节和动态功耗管理功能的多处理器系统，考虑处理器切换开销，提出一种基于帧任务模型的最优
节能实时调度算法．该算法根据关键速度来判断系统负载情况，确定具有最低能耗值的活跃处理器个数，然后根据
状态切换开销来确定最优调度序列．该算法允许实时任务在处理器之间任意迁移，计算复杂度小，易于实现．数学
分析证明了该算法的最优性．
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１　引　言
随着芯片制造商正在推出多核芯片和片上多处

理器系统，多处理器平台变得更加普遍，受到了智能
嵌入式实时系统领域越来越多的关注．处理器的高
性能会带来高能耗．能耗管理已经成为嵌入式实时
系统中一个亟待解决的问题，尤其对于电池供电的
嵌入式系统非常重要．

电容切换活动产生的动态功耗和泄露电流产生的
静态功耗是ＣＭＯＳ处理器能耗的两个主要来源［１］．
动态电压频率调节（ＤｙｎａｍｉｃＶｏｌｔａｇｅＦｒｅｑｕｅｎｃｙ
Ｓｃａｌｉｎｇ，ＤＶＦＳ）技术和动态功耗管理（Ｄｙｎａｍｉｃ
ＰｏｗｅｒＭａｎａｇｅｍｅｎｔ，ＤＰＭ）技术已经被应用于现代
处理器系统中，ＤＶＦＳ可以在运行时降低供应电压
和执行频率以减少处理器的动态功耗，而ＤＰＭ可
以在运行时关闭处理器以减少处理器的静态功耗．
由于动态功耗通常是速度（或称频率）的凸函数和递
增函数，所以一般来说速度越低，动态能耗越少．但
是，较低的执行速度会延长实时任务的执行时间，又
因泄露电流的影响而导致更多的静态能耗．因此，节
能实时调度研究需要兼顾动态能耗和静态能耗，在
满足实时约束的条件下最小化能耗［２］．

早期的多处理器节能实时调度技术研究表明：
在只考虑动态功耗的条件下，为了最小化能耗，最
优的任务分配必须使得任务集的总负载在多个处理
器上均匀分配［３］．典型的方法是基于多种装箱问题
启发式方法如ＦＦＤ（ＦｉｒｓｔＦｉｔＤｅｃｒｅａｓｉｎｇ）、ＮＦＤ
（ＮｅｘｔＦｉｔＤｅｃｒｅａｓｉｎｇ）、ＢＦＤ（ＢｅｓｔＦｉｔＤｅｃｒｅａｓｉｎｇ）
和ＷＦＤ（ＷｏｒｓｔＦｉｔＤｅｃｒｅａｓｉｎｇ），先将任务分配到
指定的处理器上，然后利用单处理器平台中提出的
各种节能实时调度算法来独立调节每个处理器的电
压和频率．这样便可以将复杂的多处理器节能实时

调度问题转化为多个简单的单处理器节能实时调度
问题．但是，Ａｙｄｉｎ等人［３］已经证明若将任务分配到
固定数目的处理器上使其既具有最优的负载均衡又
保证任务集可调度性是一个ＮＰｈａｒｄ问题．还有一
些研究者基于全局调度法提出最优的节能实时调度
算法．Ｃｈｅｎ等人［４５］针对基于帧的任务模型，提出一
种最优的节能实时调度算法ＬＴＦＭ．Ｆｕｎａｏｋａ等
人［６］则针对周期任务模型，提出了一种最优的节能
实时调度算法．

但是，随着纳米制造工艺的不断进步，ＣＭＯＳ
电路中静态功耗相比动态功耗，在总功耗中所占比
重越来越大［１］．为了减少因泄露电流所产生的静态
能耗，处理器可以利用ＤＰＭ技术进入睡眠状态（又
称关闭）以及从睡眠状态返回活跃状态（又称唤醒）．
一些研究者针对不可忽视的静态功耗提出了多处理
器节能实时调度算法．这些研究成果［５，７９］通过将处
理器转入睡眠状态来减少静态功耗．Ｘｕ等人［７］根据
工作负载确定活跃处理器的个数，提出节能实时调
度算法．ｄｅＬａｎｇｅｎ等人［８］则针对具有离散速度的
系统提出启发式节能实时调度算法．Ｃｈｅｎ等［５］针对
处理器速度独立调节和统一调节的两种不同处理器
模型，基于帧的任务模型提出具有不同近似比的静
态节能调度算法，同时他们的成果还进一步扩展到
周期任务模型［９］．

以上所提出的绝大多数调度算法均假设处理器
具有活跃状态和睡眠状态，基于关键速度来设定活
跃状态时的执行速度，基于状态切换开销来设定何
时将处理器转入睡眠状态．这里关键速度是指具有
最小能耗的可用执行速度，并且乐观地假设在执行
任务之后将处理器转入睡眠状态．但是，处理器关闭
和唤醒需要一定的时间和能耗开销．例如，在７０纳
米技术中Ｔｒａｎｓｍｅｔａ处理器具有４８３微焦的能耗开
销和至少２ｍｓ的时间开销［１］．如果状态转换的能耗
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开销大于能耗节余，那么显然把处理器转入睡眠状
态可能不会节能［１０］．

目前，多处理器系统中节能实时调度研究已经
开始关注具有切换开销的实际平台．文献［１０］通过
说明关键速度的非最优性以及负载均衡的非最优
性，针对基于帧的任务模型和周期任务模型，提出了
一种多项式时间的近似度为１．２１的节能实时调度
算法．该算法显著地优于原有未考虑开销情况下近
似度为１．６６７的近似算法［９］．但是，现有的研究成
果［４５，７１０］主要存在三个方面的问题：（１）大多数节能
实时调度算法基于划分调度法或非最优的全局调度
法，无法保证实时任务集的最优可调度性．（２）现有
节能算法常采取降频的方法来减少动态功耗，采用
关闭处理器的方法来进一步减少静态功耗，虽然这
种方法可以实现节能，但是不能保证最小化能耗．
（３）现有最优的节能实时调度算法假设没有处理器
状态切换的时间和能耗开销，因此在切换开销不可
忽视的实际平台中不一定最优．

本文针对具有独立ＤＶＦＳ的多处理器系统，在
考虑处理器状态切换开销情况下，提出一种基于帧
任务模型的最优节能实时调度算法（ＬａｒｇｅｓｔＵｔｉｌｉ
ｚａｔｉｏｎｔａｓｋＦｉｒｓｔｂａｓｅｄｏｎＳｗｉｔｃｈｉｎｇＯｖｅｒｈｅａｄ，
ＬＵＦＳＯ）．该算法在调度过程中允许实时任务在任
意处理器之间迁移，可以在离线调度中确定所有任
务的执行过程和执行速度．同时，ＬＵＦＳＯ算法与
ＬＴＦＭ算法的主要区别在于：ＬＵＦＳＯ算法将根据
关键速度来判断系统的低负载情况，一旦确定系统
处于低负载情况，首先确定具有最低能耗值的活跃
处理器个数，然后根据状态切换时间和能量开销来
确定最优调度序列；而ＬＴＦＭ算法在系统处于低
负载情况不再保持最优性．ＬＵＦＳＯ算法实现简单
且复杂度小．系统的理论分析证明了该算法的最
优性．

本文第２节介绍系统模型，并给出问题定义；
第３节结合实际切换开销，对现有算法ＬＴＦＭ的
非最优性进行分析；ＬＴＦＳＯ算法的详细描述以及
最优性分析和证明在第４节中给出；第５节示例说
明算法的最优节能效果，并与ＬＴＦＭ算法进行比
较；第６节对全文作简要总结．

２　系统模型与问题定义
本节提出本文所用的处理器模型、任务模型以

及能耗模型，并基于模型给出问题定义．

２．１　处理器模型
假设多处理器系统由犿个同构处理器构成，犿

为常数，处理器命名为犮狆狌１，犮狆狌２，…，犮狆狌犿．处理器
犮狆狌犽以速度狊运行时的功耗犘犽（狊）为犘犽（狊）＝
犘ｄｅｐ犽（狊）＋犘ｉｎｄ犽［１１］．犘ｄｅｐ犽（狊）和犘ｉｎｄ犽分别表示与速度相
关和与速度无关的功耗［１１］．犘ｄｅｐ犽（狊）主要由门电路电
容充放电引起的动态功耗和短路瞬态电流产生的短
路功耗构成．根据文献［１１１３］可知，与速度相关的
功耗犘ｄｅｐ犽（狊）可表示为犘ｄｅｐ犽（狊）＝α狊３．与速度无关的
功耗犘ｉｎｄ犽主要来自于漏电流产生的泄露功耗，可设
为犘ｉｎｄ犽＝β［２０］，其中β是一个常量．因此，功耗函数可
表示为

犘犽（狊）＝α·狊３＋β［１１］，α＞０，β０．
这种功耗模型适用于多种ＤＶＦＳ处理器，例如

ＩｎｔｅｌＸｓｃａｌｅ处理器［１１］．显然，犘（狊）是严格凸函数和
递增函数．假设同构多处理器可以在最低处理器速
度狊ｍｉｎ和最高处理器速度狊ｍａｘ之间连续调节．

处理器以速度狊执行一个时钟周期的能耗为
犘（狊）／狊＝α·狊２＋β／狊．犘（狊）／狊是凸函数［１３］，且使得
犘（狊）／狊具有最小值的速度即是关键速度狊．这里关
键速度定义为处理器执行一个时钟周期所用能耗最
小时的速度［１，９１０］．例如，当犘ｄｅｐ犽（狊）＝α狊γ＋λ狊时，关键
速度狊等于ｍａｘｍｉｎ

γ 犘ｉｎｄ犽
α（γ－１槡），狊｛ ｝ｍａｘ，狊｛ ｝ｍｉｎ

［１０］
．

显然，狊满足如下性质［１０１１］：
狊，狊ｍｉｎ狊狊ｍａｘ，犘（狊）／狊犘（狊）／狊．
处理器有两种状态：睡眠状态和活跃状态．当处

理器处于睡眠状态时，ＤＰＭ技术可以关闭处理器时
钟，将处理器电压降低到非常低的水平，以至于处理
器功耗可以忽略不计，近似为０［１０，１３］．执行任务的处
理器则处于活跃状态．由于睡眠状态中处理器上下
文等信息不被保存，所以返回活跃状态需要一定的
时间和能量开销①．本文将犈狊狑和狋狊狑分别定义为处
理器在睡眠状态和活跃状态之间的切换能量和时间
开销．

当处理器在活跃状态中空闲时，最小能耗处理
器将以极低速度执行空操作指令．设空闲时功耗为
犘ｉｄｌｅ，且不小于处理器在最低速度时的功耗犘（狊ｍｉｎ），
即犘ｉｄｌｅ犘（狊ｍｉｎ）．而ｂｒｅａｋｅｖｅｎ时间（即狋θ）是基于
空闲时功耗所计算的最小空闲周期．当处理器的空闲
时间大于ｂｒｅａｋｅｖｅｎ时间时，将处理器转入睡眠状态
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是节能的．ｂｒｅａｋｅｖｅｎ时间长度依赖于空闲时功耗
和切换开销，所以不妨设狋θ＝犈狊狑／犘ｉｄｌｅ［１０］，通常假设
时间开销狋狊狑不大于狋θ［１０］．
２．２　任务模型

本文考虑流媒体应用中常见的基于帧任务集
犜＝｛τ１，τ２，…，τ狀｝．所有基于帧的实时任务具有相
同的到达时间（又称释放时间）和周期，帧大小为周
期犇．每个周期任务具有无穷序列的任务实例，又称
为作业．任务τ犼的每个作业都按照相同周期到达（或
称释放到）就绪队列．τ犼的截止期等于周期，其在最
高处理器速度狊ｍａｘ下的最坏情况执行时钟数或执行
时间犆犼是预先已知的．τ犼的利用率为狌犼＝犆犼／犇，任
务集的总利用率为犝＝∑τ犼∈Ｔ狌犼．不失一般性，本文只
考虑犆犼犇这种情况，在该情况下任务τ犼可以以速
度狊ｍａｘ在任务截止期犇之前完成．

假设在时间间隔中执行的ＣＰＵ时钟数与处理
器速度成线性正比关系．任务τ犼在狋时间单元内以
速度狊运行所需要的ＣＰＵ时钟数可以近似表示为狊
和狋的乘积．
２．３　能耗模型

当处理器在活跃状态与睡眠状态之间的切换能
耗开销犈狊狑不为０时，将任务集犜中所有任务分配
到犿个处理器上的最优节能实时调度一定满足下
列两个性质．

引理１．　第犽个处理器上所分配的任务集犜犽
中每个任务τ犻都具有相同的处理器速度．

证明．　如果定义处理器速度分配列表σ为处
理器速度狊犼和对应的执行时间长度狋犼所构成数对
（狊犼，狋犼）的有序集合，那么根据功耗函数犘（狊）是凸函
数性质可得如下不等式［４］：

∑（狊犼，狋犼）∈σ（犘（狊犼）·狋犼）犘
∑（狊犼，狋犼）∈σ（狊犼·狋犼）
∑（狊犼，狋犼）∈σ狋

烄

烆

烌

烎犼

·∑（狊犼，狋犼）∈σ狋犼
（１）

命题得证． 证毕．
引理２．　第犽个处理器上所分配的任务集犜犽

具有最低能耗的节能实时调度一定满足：当犝＝

∑τ犻∈犜犽
犆犻
犇且犝狊时，以犝为速度值来执行犜犽中所有

任务；当犝＜狊时，最优执行速度值只能从关键速度
狊或犝中选择．

证明．　当犝＝∑τ犻∈犜犽
犆犻
犇且犝狊时，根据功耗函

数的凸函数性质直接可知犝是最优执行速度值．
当犝＜狊时，不妨假设以犝为速度值来执行任

务集犜犽中所有任务时的能耗为犈（犝）＝犘（犝）·犇，
而处理器以狊为速度值执行时的空闲时间为狋ｉｄｌｅ＝
犇－犝犇／狊．下面采用反证法，根据引理１假设此时
任务集犜犽中最优节能调度的执行速度值为狊，且满
足狊≠狊，狊≠犝．

（１）如果狊＜犝，则所有任务的执行时间为
犝犇／狊＞犇，显然此时不是最优节能实时调度．

（２）如果狊＞狊，则所有任务的执行时间为犝犇狊＜
犝犇
狊＜犇，存在空闲时间狋ｉｄｌｅ＝犇－犝犇狊＞狋ｉｄｌｅ．当狋ｉｄｌｅ

狋θ时，以狊为速度的处理器能耗为犈（狊）＝犘（狊）·犝犇狊＋
犘ｉｄｌｅ·狋ｉｄｌｅ，而以狊为速度来执行时的能耗为犈（狊）＝
犘（狊）·犝犇狊＋犘ｉｄｌｅ·狋ｉｄｌｅ．因为犘（狊）／狊函数在狊＞狊范

围中属于单调递增函数，所以犘（狊）·犝犇狊＞犘（狊）·
犝犇
狊
，进而犈（狊）＞犈（狊）．当狋ｉｄｌｅ＞狋θ时，以狊为速度的

处理器能耗为犈（狊）＝犘（狊）·犝犇狊＋犈狊狑．此时如果
狋ｉｄｌｅ狋θ，则以狊为速度来执行时的能耗为犈（狊）＝
犘（狊）·犝犇狊＋犘ｉｄｌｅ·狋ｉｄｌｅ犘（狊）·犝犇狊＋犈狊狑；如果狋θ＜

狋ｉｄｌｅ＜狋ｉｄｌｅ，则能耗犈（狊）＝犘（狊）·犝犇狊＋犈狊狑．同理，
根据犘（狊）／狊函数在狊＞狊范围中属于单调递增函
数，可得犈（狊）＞犈（狊）．

（３）如果犝＜狊＜狊，则所有任务的执行时间为
犝犇
狊
犝犇
狊＜犝犇狊＜（ ）犇，存在空闲时间狋ｉｄｌｅ＝犇－犝犇／狊，

狋ｉｄｌｅ＜狋ｉｄｌｅ．当狋ｉｄｌｅ＞狋θ时，狋ｉｄｌｅ＞狋θ，以狊为速度的处理器
能耗为犈（狊）＝犘（狊）·犝犇／狊＋犈狊狑，而以狊为速度执
行时的能耗为犈（狊）＝犘（狊）·犝犇／狊＋犈狊狑．因为
犘（狊）／狊函数在狊＜狊范围中属于单调递减函数，所以
犈（狊）＞犈（狊）．当狋ｉｄｌｅ狋θ时，以狊为速度的处理器能
耗为犈（狊）＝犘（狊）·犝犇／狊＋犘ｉｄｌｅ·（犇－犝犇／狊）．因为
犘ｉｄｌｅ犘（狊ｍｉｎ）犘（０），且功耗函数犘（狊）属于凸函数
性质，所以犈（狊）犘（狊）·犝犇／狊＋犘（０）·（犇－犝犇／狊）＞
犘（狊·犝／狊＋０·（１－犝／狊））·犇＝犈（犝）．

综上可知，与假设相矛盾．命题得证． 证毕．
由引理２易得下面推论．
推论１．　当犝＝∑τ犻∈犜犽

犆犻
犇且犝＜狊时，第犽个处
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理器以关键速度执行完成任务集犜犽中所有任务，且
空闲时执行空操作，此时能耗值一定不小于以犝值
为执行速度且没有空闲时间时的能耗值．

证明．　如果犝＝∑τ犻∈犜犽
犆犻
犇且犝＜狊，那么处理器

以关键速度执行，而空闲时执行空操作，即不会将处
理器转入睡眠状态．此时能耗为犘（狊）·犝犇／狊＋
犘ｉｄｌｅ·（犇－犝犇／狊）．而处理器以犝值为执行速度且
没有空闲时间时的能耗值为犘（犝）犇．因为犘（狊）是
凸函数，且犘ｉｄｌｅ犘（０），所以犝／狊·犘（狊）＋（１－
犝／狊）·犘ｉｄｌｅ犝／狊·犘（狊）＋（１－犝／狊）·犘（０）
犘（犝／狊·狊＋（１－犝／狊）·０）＝犘（犝），则（犘（狊）－
犘ｉｄｌｅ）·犝犇／狊＋犘ｉｄｌｅ·犇犘（犝）·犇． 证毕．

不妨令（犜犽）为第犽个处理器上在公共截止期
犇内完成犜犽中所有任务的最小能耗．因为切换开销
犈狊狑不为０，所以如果某个处理器为空闲时，最优调
度不一定会将处理器转入睡眠状态．根据引理２，如
果∑τ犻∈犜犽

犆犻
犇狊，那么（犜犽）＝犘∑τ犻∈犜犽

犆犻（ ）犇·犇；否则，继
续分情况进行判断，如果处理器在截止期犇之前完
全运行时的能耗小于以关键速度运行时的能耗，那
么（犜犽）＝犘∑τ犻∈犜犽

犆犻（ ）犇·犇；如果处理器以关键速度
运行时的能耗小于完全运行时的能耗，那么根据推
论１可知，处理器必然会转入睡眠状态，（犜犽）＝
犘（狊）·∑τ犻∈犜犽

犆犻（ ）犇·犇狊＋犈狊狑．综上，当负载犝＝∑τ犻∈犜犽
犆犻
犇

时，第犽个处理器在公共截止期犇内完成犜犽中所有
任务的能耗为犈犽（犝），即

犈犽（犝）←
犘（犝）·犇， 犝狊
ｍｉｎ犘（犝）·犇，犘（狊）犝·犇狊＋犈｛ ｝狊狑，烅
烄
烆 其它．

图１给出犈犽（犝）函数的示例．显然该函数为
分段函数，不属于凸函数，但是其仍部分满足凸函数
性质，所以针对该函数的分析需要分情况考虑．

图１　犈犽（犝）函数示例

２．４　问题定义
任务集的节能实时调度是指集合中所有任务的

执行映射到系统中的处理器上，并且为任务的对应
时间间隔分配处理器速度．如果在时间间隔内分配
的所有处理器速度都是有效的，且没有任务丢失截
止期犇，那么这样一个节能实时调度是可行的．一次
调度犛犮犺的能耗表示为∑

犿

犽＝１
犈犽（犛犮犺）（正如２．３小节

中能耗的定义）．如果一个调度是可行的，且能耗是
所有可行的调度中最小能耗，那么它就是最优节能
实时调度．

本文所考虑的问题定义如下：
给定基于帧的实时任务集犜，可以在犿个同构

多处理器上运行．每个处理器具有相同的功耗函数
犘（狊）＝α·狊３＋β，α０，β０．假设每个处理器的执
行速度可以在狊ｍｉｎ＝０和狊ｍａｘ之间连续调节．所有任
务具有相同的释放时间和截止期犇．假设实时任务
集犜是可调度的，每个任务τ犼的最坏情况执行时间
犆犼都不超过其截止期犇，任务τ犼的实际执行按照最
坏情况执行．处理器在睡眠状态和活跃状态之间的
切换能量开销为犈狊狑，时间开销为狋狊狑犈狊狑／犘ｉｄｌｅ．本
文的目标是在允许任务迁移条件下，将犜中所有任
务分配到犿个处理器上执行，得到最优的节能实时
调度序列．

由于按照最坏情况执行的每个任务在运行时不
会改变其速度，所以处理器在活跃状态时没有速度
切换开销．又因为任务迁移的次数不会超过处理器
个数，所以开销敏感的多处理器最优节能实时调度
问题的迁移代价可以忽略不计．

３　犔犜犉犕最优算法的非最优性限制
本节以ＩｎｔｅｌＸｓｃａｌｅ处理器的功耗函数为例，

对最优节能实时调度算法ＬＴＦＭ进行实际分析．
这里功耗函数被近似建模为犘（狊）＝１．５２·狊３＋
０．０８Ｗ［１０１２］．不妨假设狊ｍｉｎ为０，狊ｍａｘ为１ＧＨｚ．根据
２．１节可知，以狊ｍａｘ为标准进行归一化，关键速度狊
约为０．２９７ＧＨｚ，在关键速度狊上的功耗犘（狊）＝
０．１２Ｗ．假设切换开销犈狊狑为０．８ｍＪ，处理器的空闲
功耗为０．０８Ｗ，则ｂｒｅａｋｅｖｅｎ时间狋θ为１０ｍｓ．已知
基于帧的实时任务集犜＝｛τ１，τ２，τ３，τ４｝在双处理器
系统中执行，所有任务具有相同周期犇＝３０ｍｓ．每
个任务在最高速度狊ｍａｘ下的最坏情况执行时钟数分
别为犆１＝０．０１２狊，犆２＝０．０１２狊，犆３＝０．００６狊，犆４＝
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０．００６狊．如果以关键速度狊来执行这些任务，每个
任务的执行时间分别为１２ｍｓ，１２ｍｓ，６ｍｓ，６ｍｓ．

当不考虑泄漏功耗所引起的静态能耗时，Ｃｈｅｎ
等人［４５］已经证明ＬＴＦＭ算法针对同构多处理器
系统，在保证基于帧实时任务集可调度性的条件下
产生最低的能耗值．当静态能耗不可忽视时，为了平
衡动态能耗和静态能耗，如果将关键速度看作任务
执行的最低速度，ＬＴＦＭ算法可以直接扩展为
ＬＴＦＭＣＲＩＴＩＣＡＬ算法．但是，当考虑处理器的状
态切换开销时，ＬＴＦＭ算法及其ＬＴＦＭＣＲＩＴＩ
ＣＡＬ扩展算法不再具有最优性．以任务集犜为例，
图２给出了示例说明．这里，狓轴表示时间，狔轴表
示处理器执行速度，每个任务框的面积定义为执行
该任务所占用的ＣＰＵ时钟数．

图２　ＬＴＦＭ算法及其ＬＴＦＭＣＲＩＴＩＣＡＬ
扩展算法的非最优性示例

图２（ａ）表示任务集犜在ＬＲＥＴＬ算法下的调
度序列，可以保证犜中所有任务在截止期犇之前的
可调度性．已知每个任务在周期犇＝３０ｍｓ中的利用
率分别为狌１＝０．４狊，狌２＝０．４狊，狌３＝０．２狊，狌４＝
０．２狊，平均利用率为狌－＝∑τ犻∈犜狌犻／２＝０．６狊．由于每个
任务的利用率均小于平均利用率，所以ＬＴＦＭ算法
为每个任务分配执行速度狌－ＧＨｚ．同时为保证所有任
务的可调度性，指定任务τ２从２０ｍｓ到３０ｍｓ时间段
内在第１个处理器上执行，从０ｍｓ到１０ｍｓ时间段
内在第２个处理器上执行．ＬＴＦＭ算法能够使得所
有处理器以完全利用整个时间段（０，３０］ｍｓ的速度
狌－ＧＨｚ执行任务，没有空闲时间存在，此时处理器总
能耗犈犾２＝（０．０４·０．６３＋０．０８）·６０＝５．３１８４ｍＪ．

ＬＴＦＭ算法为每个任务分配的执行速度狌－均
小于关键速度，因此ＬＴＦＭＣＲＩＴＩＣＡＬ算法将以
关键速度狊来执行所有任务，总的执行时间为

∑τ犻∈犜犆犻／狊＝３６ｍｓ．图２（ｂ）显示了ＬＴＦＭＣＲＩＴＩ
ＣＡＬ算法的调度序列．从图２（ｂ）中可知，第２个处理
器将从６ｍｓ开始进入睡眠状态，直到３０ｍｓ时刻．由
于睡眠时间超过ｂｒｅａｋｅｖｅｎ时间，切换能耗开销小
于空闲能耗，所以第２个处理器在时间段（６，３０］ｍｓ
内的能耗为犈狊狑．此时处理器总能耗犈２＝０．１２·
３６＋０．８＝５．１２ｍＪ．

由以上分析可知，在考虑静态能耗条件下，
ＬＲＥＴＬ算法不再保证其最优性，而其扩展算法
ＬＴＦＭＣＲＩＴＩＣＡＬ有可能进一步降低能耗．在关
键速度上执行可能会比在更低的速度级别上执行更
节能的主要原因在于，它乐观地假设在任务执行之
后将处理器转入睡眠状态．同时这两种算法均假设
系统负载在所有处理器上均衡分布具有最优性．但
是如果离线关闭某些处理器以减少活跃处理器的个
数，可能会极大减少能耗．例如，假设只有一个处理
器处于活跃状态，而另一个处理器处于关闭状态，则
可以得到一个最优节能实时调度序列，即所有任务
以∑τ犻∈犜犆犻／犇＝１．２狊ＧＨｚ速度在一个处理器上执
行，没有空闲时间，如图２（ｃ）所示．此时能耗犈１＝
（０．０４·１．２３＋０．０８）·３０＝４．４７３６ｍＪ．

综上可述，ＬＴＦＭ算法及其扩展算法在考虑开
销的实际环境中不是最优的，主要原因是在开销敏
感的低负载情况下，基于关键速度以及负载均衡的
节能调度不具有最优性［１０］．
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４　犔犝犉犛犗算法
由于开销问题越来越不容忽视，基于对ＬＴＦＭ

最优算法的非最优性分析，本文得到在实际环境中
最优算法应该具备的三个条件：（１）系统的负载情
况的确定；（２）具有最低能耗值的活跃处理器个数；
（３）开销敏感的处理器状态切换．本文将基于以上
分析，针对基于帧的实时任务模型，提出考虑实际切
换开销情况下的多处理器最优节能实时调度算法
ＬＵＦＳＯ，如算法１所示．

算法１．　ＬＵＦＳＯ算法．
输入：犜，犇，犿，狊
输出：具有最低能耗值的最优调度序列
１．按照任务利用率狌犻的非递增顺序排列所有任务
τ犻∈犜；

２．犝←∑τ犻∈犜狌犻ａｎｄ犿←－１；

３．ＩＦ犝＞犿ｏｒτ犻∈犜ｓｕｃｈｔｈａｔ狌犻＞１ＴＨＥＮ
４．ｒｅｔｕｒｎ不存在可行的调度；
５．犻←１ａｎｄ犕←犿；
６．ＷＨＩＬＥ犻｜犜｜ＤＯ
７．ＩＦ狌犻＜狊ａｎｄ犝／犕＜狊ＴＨＥＮ
８．　　犿←犝／狊；
９．　　ＢＲＥＡＫ；
１０．ＥＬＳＥＩＦ狌犻＞犝／犕ＴＨＥＮ
１１．　　　τ犻．狊狆犲犲犱←狌犻；
１２．　　　犝←犝－狌犻，犻←犻＋１，ａｎｄ犕←犕－１；
１３．　　ＥＬＳＥ
１４．　　　τ犻．狊狆犲犲犱←犝／犕ａｎｄ犻←犻＋１；
１５．ＩＦ犿０ＴＨＥＮ
１６．犿←Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ（犜，犝，犇，犻，犿，狊）；
１７．　ＩＦ犕＞犿ＴＨＥＮ
１８．　　　犕←犿－（犕－犿）；
１９．ＥＬＳＥ
２０．　　　犕←犿；
２１．犻←１ａｎｄ狋←０；
２２．ＷＨＩＬＥ犻｜犜｜ＤＯ
２３．ＩＦτ犻．狊狆犲犲犱＝狌犻ＴＨＥＮ
２４．调度任务τ犻以狌犻·狊ｍａｘ为速度值在０到犇时间间

隔内执行在第犕个处理器上；
２５．　　　犕←犕－１；
２６．ＥＬＳＥｉｆ狋＋狌犻·犇τ犻．狊狆犲犲犱＞犇ＴＨＥＮ
２７．调度任务τ犻以τ犻．狊狆犲犲犱·狊ｍａｘ为速度值在狋到犇

时间间隔内执行在第犕个处理器上，在０到狋＋
狌犻·犇
τ犻．狊狆犲犲犱－犇时间间隔内执行在第犕－１个处理
器上；

２８．　　　犕←犕－１；
２９．ＥＬＳＥ
３０． 调度任务τ犻以τ犻．狊狆犲犲犱·狊ｍａｘ为速度值在狋到

狋＋狌犻·犇τ犻．狊狆犲犲犱时间间隔内执行在第犕个处理器
上；

３１．犻←犻＋１ａｎｄ狋←狋＋狌犻·犇τ犻．狊狆（ ）犲犲犱ｍｏｄ犇；
３２．ｒｅｔｕｒｎ所有任务的调度序列．

４．１　基本思想
本文提出的算法ＬＵＦＳＯ采用最大任务利用

率优先策略，离线确定任务的调度过程和执行速度．
最大任务利用率优先策略是指所有任务按照利用率
的非递增顺序来排列．以任务集犜为例，令犝＝
∑τ犻∈犜狌犻．ＬＵＦＳＯ算法的基本思想如下：

（１）当狌犻狊时，如果狌犻犝／犕，那么ＬＵＦＳＯ
算法将剩余未分配的任务τ犼∈犜＼｛τ１，…，τ犻｝统一
分配平均速度τ犼．狊狆犲犲犱＝犝／犕（第１３行到第１４
行）；否则，ＬＵＦＳＯ算法将为任务τ犻分配速度
τ犻．狊狆犲犲犱＝狌犻（第１０行到第１２行），且将可用处理器
的个数减１．

（２）当狌犻＜狊时，如果犝／犕狊，则易知狌犻＜
犝／犕，故ＬＵＦＳＯ算法将为剩余未分配速度的任务
统一分配平均速度犝／犕（第１３行到第１４行）；否
则，这反映剩余未分配速度的任务的执行速度可能
会小于关键速度，需要计算最优调度可能具有的处
理器数犿＝犝／狊（第７行到第９行）．同时调用
Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法（第１５行到第１６
行），不仅可以获得在考虑切换开销情况下最优的处
理器数犿，而且将为所有剩余未分配速度的任务指
定了对应的执行速度．如果调用之后得到的犿小
于可用的处理器个数犕，则说明某些处理器可以被
直接关闭，从而减少可用处理器个数（第１７行到第
１８行），否则所有处理器全部打开，可用处理器个数
犕等于处理器个数犿（第１９行到第２０行）．

（３）由于任务集犜中所有任务都已分配了相关
的执行速度，所以下面可以直接按照任务利用率非
递增顺序将所有任务指派到对应的处理器上调度执
行：如果某个任务τ犻的速度τ犻．狊狆犲犲犱等于其利用率
狌犻，那么该任务将单独在一个处理器上从０到犇时
间间隔内调度执行，同时可用处理器个数减１（第２３
行到第２５行）；否则，因为狌犻＜τ犻．狊狆犲犲犱，所以狋＋
狌犻·犇
τ犻．狊狆犲犲犱－犇＜狋．如果任务τ犻被调度执行在两个处理
器上（第２６行到第２８行），τ犻将以速度τ犻．狊狆犲犲犱·狊ｍａｘ
在狋到犇时间间隔内执行在第犕个处理器上，在０
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到狋＋狌犻·犇τ犻．狊狆犲犲犱－犇时间间隔内执行在第犕－１个处
理器上；此外，如果任务τ犻被调度执行在一个处理器
上（第２９行到第３０行），τ犻将以速度τ犻．狊狆犲犲犱·狊ｍａｘ，
从狋到狋＋狌犻·犇

τ犻．狊狆犲犲犱时间间隔内执行在第犕个处理
器上．

为得到具有最低能耗值的解，Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿
Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法针对所有未分配速度的后续任务子
集犜′＝犜＼｛τ１，…，τ犻｝只分析下列３种情况，如算法２
所示．

算法２．　Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ．
输入：犜，犝，犇，犻，犿，狊
输出：能够满足所有未分配速度任务犜′＝犜＼｛τ１，…，τ犻｝

的截止期且具有最低能耗值的最优处理器数犿

１．犕′←犿＋１，犝′←犝，犼←犻，犈犾犿＋１←０，
犈犿＋１←０，犈犿←∞，犈ｍｉｎ←０；

２．ＷＨＩＬＥ犼｜犜｜ＤＯ
３．ＩＦ狌犼＞犝′／犕′ＴＨＥＮ
４． τ犼．狊狆犲犲犱←狌犼ａｎｄ犈犾犿＋１←犈犾犿＋１＋犘（狌犼）·犇；
５． 犝′←犝′－狌犼，犼←犼＋１，ａｎｄ犕′←犕′－１；
６．ＥＬＳＥ
７． τ犼．狊狆犲犲犱←犝′／犕′ａｎｄ犼←犼＋１；
８．犈犾犿＋１←犈犾犿＋１＋犘犝′（）犕′·犕′·犇；
９．狋ｉｄｌｅ←（犿＋１）·犇－犝·犇／狊；
１０．ＩＦ狋ｉｄｌｅ＞狋θＴＨＥＮ
１１．犈

犿＋１←犘（狊）·犝·犇狊 ＋犘ｉｄｌｅ·狋θ；
１２．ＥＬＳＥ
１３．犈

犿＋１←犘（狊）·犝·犇狊 ＋犘ｉｄｌｅ·狋ｉｄｌｅ；
１４．ＩＦ犿≠０ＴＨＥＮ
１５．犈犾犿←犘犝

犿（）
·犇·犿；

１６．犈ｍｉｎ←ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，犈
犿＋１，犈犾犿｝；

１７．ＩＦ犈ｍｉｎ＝犈犾犿ＴＨＥＮ
１８．犼∈［犻，｜犜｜］，τ犼．狊狆犲犲犱←犝／犿；
１９．ＩＦ犈ｍｉｎ＝犈

犿＋１ＴＨＥＮ
２０．犼∈［犻，｜犜｜］，τ犼．狊狆犲犲犱←狊，ａｎｄ犿←犿＋１；
２１．ＩＦ犈ｍｉｎ＝犈犾犿＋１ＴＨＥＮ
２２．犿←犿＋１；
２３．ｒｅｔｕｒｎ处理器个数犿；
情况１．犜′中所有任务在犿＋１个处理器上以

完全利用整个周期时间的速度运行，没有空闲时间
存在．Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法采取与ＬＴＦ
算法相同的方法分配所有任务的执行速度（第２行
到第７行）．此时能耗值为犈犾犿＋１（第８行）．

情况２．犜′中所有任务在犿＋１个处理器上以
关键速度狊运行，存在空闲时间狋ｉｄｌｅ＝（犿＋１）·犇－
犝·犇／狊（第９行）．Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算
法根据狋ｉｄｌｅ与狋θ大小关系判断是否进入睡眠状态，从
而得到对应情况下不同的能耗值犈

犿＋１（第１０行到
第１３行）．

情况３．犜′中所有任务在犿个处理器上以完
全利用整个周期时间的速度运行，没有空闲时间存
在．如果犿≠０，那么Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ
算法可以得到在犿个处理器上最低的能耗值犈犾犿
（第１４行到第１５行）．

基于上述３种情况的能耗值，Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿
Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法确定最低能耗值ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，
犈
犿＋１，犈犾犿｝，以此分配犜′中所有任务的执行速
度，得到最优处理器数犿（第１６行到２３行）．
４．２　复杂度分析

设任务集犜中任务总数为狀，处理器数为犿，每
个任务状态数量为狑，每个处理器状态数量为狏．

时间复杂度：在算法２的第２步和第７步之间
的循环以及算法２的第１８步和第２０步中，为犜′
犜中所有未分配速度的任务指定执行速度的时间复
杂度均为犗（狀）．由于算法２中计算各种情况下能耗
值和最优处理器个数的时间复杂度均为常量，所以
算法２的时间复杂度为犗（狀）．

算法１中第１步针对任务集犜的排序操作需
要时间复杂度为犗（狀·ｌｏｇ狀）．从算法１的第２步到
第５步，每步计算的时间复杂度为常量，记作犗（１）．
而在算法１的第６步和第１４步之间的循环中，为每
个任务分配执行速度的时间复杂度为犗（狀）．算法１
中第１５步到１８步调用算法２的计算步骤的时间复
杂度为犗（狀）．此外，在算法１的第２０步和第２９步
之间的循环中，将所有任务分配到指定的处理器上
调度执行的时间复杂度为犗（狀）．综上，算法１的时
间复杂度为犗（狀·ｌｏｇ狀）＋犗（狀）＝犗（狀·ｌｏｇ狀）．

空间复杂度：如果采用顺序表存储，任务集犜
所占用的空间为犗（狀·狑），处理器状态所占用的空
间为犗（犿·狏）．
４．３　最优性分析

当狌犻狊或者犝／犕狊时，根据功耗函数的凸
函数性质以及ＬＴＦＭ算法的证明过程，显然可知
ＬＵＦＳＯ算法得到的节能调度是最优的．因此，为了
证明ＬＵＦＳＯ算法在狌犻＜狊且犝／犕＜狊的情况下
也具有最优性，下面来证明算法１的Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃ
ｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ可分析得到的３种情况，其能耗值也

４０３１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１２年



是最低的．接下来，本文将根据活跃处理器个数的不
同，分情况说明最优节能调度只能在犿或犿＋１个
处理器上产生．
４．３．１　犿个处理器（犿＞０）

对于犜′犜中所有任务在犿＝
∑τ犻∈犜′狌犻
狊

个处
理器上执行时，因为犜′中所有任务的利用率狌犻＜狊，
又因为犝＝∑τ犻∈犜′狌犻，犝／狊犿，则犝／犿狊，

犝／犿＞狌犻．为了满足犜′中所有任务的截止期，可以
选择按照犝／犿为速度来执行，此时任务在犿个
处理器上运行没有产生空闲时间，能耗为

犈犾犿←犘（犝／犿）·犇·犿 （２）
引理３．　犜′犜中所有任务按照任务利用率

的非递增顺序排列，所有任务具有相同的截止期犇，
如果令犝＝∑τ犻∈犜′狌犻，那么犜′中所有任务在犿＝

　
∑τ犻∈犜′狌犻
狊

个处理器上，以犝／犿为速度执行时所得

到的能耗犈犾犿是最低的．
证明．　针对多处理器，由于具有最低能耗的速度

分配方法必然保证单个处理器在运行时只有唯一的执
行速度［４］，所以不妨假设犿个处理器｛犘１，犘２，…，
犘犿｝具有的执行速度列表为｛狊１，狊２，…，狊犿｝，而每
个处理器对应的运行时间列表为｛狋１，狋２，…，狋犿｝．其

中狊犼∈｛狊１，狊２，…，狊犿｝，０狊犼狊ｍａｘ．因为∑
犿

犼＝１
狋犼

犿·犇，所以空闲时间狋ｉｄｌｅ＝犿·犇－∑
犿

犼＝１
狋犼，且犈狊狑＝

犘ｉｄｌｅ·狋θ．如果狋ｉｄｌｅ＞狋θ，那么可以将处理器从活跃状
态转入睡眠状态；否则，处理器仍处于空闲状态．能
耗犈犿表示如下：

犈犿←
∑
犿

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）＋犘ｉｄｌｅ·狋θ，狋ｉｄｌｅ＞狋θ

∑
犿

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）＋犘ｉｄｌｅ·狋ｉｄｌｅ，狋ｉｄｌｅ狋

烅
烄

烆 θ

．

因为∑
犿

犼＝１
（狊犼·狋犼）＝犝·犇，根据功耗函数犘（狊）的

凸函数性质以及不等式（１）可知，

∑
犿

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）犘∑

犿

犼＝１
（狊犼·狋犼）∑

犿

犼＝１
狋（ ）犼·∑犿犼＝１狋犼＝

犘犝·犇∑
犿

犼＝１
狋（ ）犼·∑犿犼＝１狋犼＝犘犝·犇∑

犿

犼＝１
狋（ ）犼

犝·犇∑
犿

犼＝１
狋犼
·犝·犇．

因为∑
犿

犼＝１
狋犼犿·犇，所以犝犇∑

犿

犼＝１
狋犼犝犿．又因

为犝犿狊，所以犝犇∑
犿

犼＝１
狋犼∈犝

犿
，狊［ ］ｍａｘ．根据犘（狊）狊

的凸函数性质可知，当狊狊时，犘（狊）／狊是狊的严格单

调递增函数．当∑
犿

犼＝１
狋犼＝犿·犇时，犘犝犇∑

犿

犼＝１
狋（ ）犼·

∑
犿

犼＝１
狋犼可以取最小值犘犝

犿（）
·犿·犇．因此，对于

∑
犿

犼＝１
（狊犼·狋犼）＝犝·犇，∑

犿

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）犘犝

犿（）
·犿·

犇．显然，可得犈犿＞犈犾犿．
因为以犝／犿为速度在犿个处理器上运行没

有产生空闲时间，所以如果所有处理器以低于犝／犿

的速度执行时，必然会导致某个任务丢失截止期．因
此犝／犿是所有犿个处理器完全执行时唯一
速度． 证毕．

定理１．　犜′犜中所有任务按照任务利用率
的非递增顺序排列，所有任务具有相同的截止期犇，

不妨令犿＝
∑τ犻∈犜′狌犻
狊

，犝＝∑τ犻∈犜′狌犻，λ∈犣
＋，１λ

犿－１．如果犜′中所有任务在犿－λ个处理器上可
调度执行，那么在犿－λ个处理器上执行所得到的
最低能耗ｍｉｎ｛犈犿－λ｝均不小于在犿个处理器均
以犝／犿为速度来执行所得到的能耗犈犾犿．

证明．　由题设可知犝／狊犿，则犝／犿狊．
因为１λ犿－１，所以犝／（犿－λ）＞犝／犿狊．

（１）如果犿－犝＜λ犿－１，则１犿－
λ＜犝，进而犝＞犿－λ，此时任务负载大于处理器
处理能力，不存在满足可调度性的任务调度．

（２）如果λ∈犣＋，１λ犿－犝，则根据引
理３可知犜′中所有任务在犿－λ个处理器均以
犝／（犿－λ）为速度在截止期犇之前执行，没有空闲
时间，此时所得到的能耗是最低的，即犈犿－λ＝
犈犾犿－λ←犘犝

犿－（ ）λ·犇·（犿－λ），等价于犈犾犿－λ←
犘（犝／（犿－λ））·犝·犇

犝／（犿－λ） ．而犈犾犿←犘（犝／犿）·犝·犇
犝／犿 ．

又根据犘（狊）／狊的凸函数性质可知，当狊狊时，
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犘（狊）／狊是执行速度狊的严格单调递增函数．因此，
犈犾犿－λ犈犾犿． 证毕．
４．３．２　犿＋１个处理器（犿０）

假设犜′犜中所有任务根据ＬＴＦＭ算法为
犿＋１个处理器所分配的执行速度为｛狊犾１，狊犾２，…，
狊犾犿＋１｝，由于此时所有犿＋１个处理器以完全利用
整个周期犇时间的速度运行，不存在空闲时间，所
以能耗为

犈犾犿＋１←∑
犿＋１

犼＝１
狆（狊犾犼）·犇 （３）

假设｛狊，狊，…，狊｝为犜′犜中所有任务按照
关键速度狊调度执行时犿＋１个处理器的执行速
度，存在空闲时间为狋ｉｄｌｅ←（犿＋１）·犇－犝·犇／狊，
且犈狊狑＝犘ｉｄｌｅ·狋θ．如果狋ｉｄｌｅ＞狋θ，那么可以将处理器从
活跃状态转入睡眠状态；否则处理器仍处于空闲状
态．因为犜′中所有任务的利用率狌犻＜狊且犝／狊
犿，所以可以将犿＋１个处理器上可能出现的空闲
时间集中到一个处理器上，使得状态转换次数减少
到最少，只有一次．因此能耗形式化如下：

犈
犿＋１←犘（狊）·犝·犇／狊＋犘ｉｄｌｅ·狋θ，狋ｉｄｌｅ＞狋θ

犘（狊）·犝·犇／狊＋犘ｉｄｌｅ·狋ｉｄｌｅ，狋ｉｄｌｅ狋烅烄烆 θ

（４）
考虑一般情况，针对犿＋１个处理器，由于具

有最低能耗的速度分配方法必然保证单个处理器的
执行速度是唯一的，所以不妨假设犿＋１个处理器
｛犘１，犘２，…，犘犿＋１｝具有的执行速度列表为｛狊１，狊２，…，
狊犿＋１｝，而每个处理器对应的运行时间列表为
｛狋１，狋２，…，狋犿＋１｝．其中狊犼∈｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝，０
狊犼狊ｍａｘ，｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝≠｛狊犾１，狊犾２，…，狊犾犿＋１｝且
｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝≠｛狊，狊，…，狊｝，存在空闲时间为

狋ｉｄｌｅ←（犿＋１）·犇－∑
犿＋１

犼＝１
狋犼，且犈狊狑＝犘ｉｄｌｅ·狋θ．如果

狋ｉｄｌｅ＞狋θ，那么可以将处理器从活跃状态转入睡眠状
态；否则处理器仍处于空闲状态．能耗形式化如下：

　犈犿＋１←
∑
犿＋１

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）＋犘ｉｄｌｅ·狋θ，狋ｉｄｌｅ＞狋θ

∑
犿＋１

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）＋犘ｉｄｌｅ·狋ｉｄｌｅ，狋ｉｄｌｅ狋

烅
烄

烆 θ

（５）

接下来，本节需要证明当犜′犜中所有任务在
犿＋１个处理器上执行时，在满足所有任务截止期
条件下，最低能耗值为ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，犈

犿＋１｝．注意到
得到犈犾犿＋１的方法会使得处理器上没有空闲时间存
在，而得到犈

犿＋１的方法使得处理器上出现空闲
时间．

引理４．　犜′犜中所有任务按照任务利用率
的非递增顺序排列，所有任务具有相同的截止期犇，
假设在犿＋１个处理器上执行时具有的执行速度
列表为｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝，对应的运行时间列表为
｛狋１，狋２，…，狋犿＋１｝．如果任意第犼个处理器的速度
狊＜狊犼狊ｍａｘ，或者对于任意第犼个处理器的速度
０＜狊犼＜狊犾犼，那么这两种情况中所有处理器执行犜′中
所有任务的能耗不可能是在保证可调度性条件下的
最低能耗．

证明．　
（１）假设任意处理器执行速度列表｛狊１，狊２，…，

狊犿＋１｝中第犼个处理器的速度狊＜狊犼狊ｍａｘ．
如果在不改变第犼个处理器上任务负载犆犼（即

任务执行时钟数）的条件下，将狊犼的速度降低为狊，
而保持其它剩余处理器的执行速度不变，则新的所
有执行速度列表为｛狊１，狊２，…，狊犼－１，狊，狊犼＋１，…，
狊犿＋１｝．显然，由于改变前后能耗的唯一不同在于第
犼个处理器上的能耗，所以下面仅仅比较第犼个处
理器执行速度改变前后的能耗值．

已知狊犼·狋犼＝犆犼＝狊·狋犼，速度为狊犼的能耗值为
犈犼←犘（狊犼）·狋犼＋犘ｉｄｌｅ·（犇－狋犼）＝犘（狊犼）／狊犼·犆犼＋犘ｉｄｌｅ·
（犇－狋犼）；执行速度为狊的能耗值为犈犼←犘（狊）·狋犼＋
犘ｉｄｌｅ·（犇－狋犼）＝犘（狊）／狊·犆犼＋犘ｉｄｌｅ·（犇－狋犼）．因为
狊犼＞狊，所以狋犼＜狋犼．又因为所有任务的截止期均为
犇，所以犇－狋犼＞犇－狋犼．也就是说，如果执行速度改
变后处理器的空闲时间大于ｂｒｅａｋｅｖｅｎ时间，可以
由活跃状态进入睡眠状态，那么执行速度改变前也
一定可以由活跃状态进入睡眠状态．又根据功耗函
数犘（狊）的凸函数性质以及犘（狊）／狊在狊狊时属于
递增函数性质，可知犘（狊犼）／狊犼＞犘（狊）／狊，进而可得
犈犼＞犈犼．因此可知对于存在处理器执行速度大于狊
的任意处理器执行速度列表，总可以将其转换为能
耗值更低且处理器执行速度不超过狊的另一个处
理器执行速度列表．

（２）假设任意处理器执行速度列表｛狊１，狊２，…，
狊犿＋１｝中任意第犼个处理器的速度０＜狊犼＜狊犾犼，０
狋犼犇．

因为｛狊犾１，狊犾２，…，狊犾犿＋１｝使得所有犿＋１个处理
器以完全利用整个周期时间的速度运行，没有空闲时

间存在，所以∑
犿＋１

犼＝１
狊犾犼·犇＝犝·犇．因为∑

犿＋１

犼＝１
狊犼＜∑

犿＋１

犼＝１
狊犾犼＝

犝，所以∑
犿＋１

犼＝１
狊犼·狋犼∑

犿＋１

犼＝１
狊犼·犇＜∑

犿＋１

犼＝１
狊犾犼·犇＝犝·犇．显然

处理器按照｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝的执行速度不能完成
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犜′中所有任务的负载，必然存在某些任务丢失截
止期． 证毕．

定理２．　犜′犜中所有任务按照任务利用率
的非递增顺序排列，所有任务具有相同的截止期犇，
假设在犿＋１个处理器上执行时具有的执行速度
列表为｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝，对应的运行时间列表为
｛狋１，狋２，…，狋犿＋１｝．那么在满足犜′中所有任务截止
期的条件下，所有任务在犿＋１个处理器上执行的
最小能耗值为ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，犈

犿＋１｝．
证明．　由引理４可知在分析具有最小能耗值

的节能调度时，可以排除某个处理器执行速度大于
狊的情况以及全部处理器执行速度均小于狊犾犼的情
况．因此，这里仅仅考虑狊犼∈｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝，
狊犼狊，｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝≠｛狊犾１，狊犾２，…，狊犾犿＋１｝且
｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝≠｛狊，狊，…，狊｝．下面根据狋ｉｄｌｅ与
狋θ的大小关系分两种情况讨论：

（１）如果所有犿＋１个处理器以关键速度狊
调度执行时出现的空闲时间狋ｉｄｌｅ狋θ，则处理器不会
由活跃状态转入睡眠状态．

当处理器执行速度列表为｛狊犾１，狊犾２，…，狊犾犿＋１｝且
处理器没有空闲时间时，根据式（３）可知犈犾犿＋１←

∑
犿＋１

犼＝１
（狆（狊犾犼）－犘ｉｄｌｅ）·犇＋犘ｉｄｌｅ·（犿＋１）·犇．当所有

犿＋１处理器的执行速度均为狊时，因为狋ｉｄｌｅ＝
（犿＋１）·犇－犝·犇／狊狋θ，根据式（４）可知犈

犿＋１←
犘（狊）·犝·犇狊 ＋犘ｉｄｌｅ·（犿＋１）·犇－犝·犇狊（ ）

，等价

于犈
犿＋１←（犘（狊）－犘ｉｄｌｅ）·犝·犇狊 ＋犘ｉｄｌｅ·（犿＋１）·

犇．当处理器执行速度列表为｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝时，
狊犼∈｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝，｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝≠｛狊，

狊，…，狊｝且狊犼狊．因为∑
犿＋１

犼＝１
（狊犼·狋犼）＝犝·犇，所以

∑
犿＋１

犼＝１
（狊犼·狋犼）＝犝·犇＜∑

犿＋１

犼＝１
狋犼·狊，犝·犇／狊＜∑

犿＋１

犼＝１
狋犼，可

知狋ｉｄｌｅ＝（犿＋１）·犇－∑
犿＋１

犼＝１
狋犼＜（犿＋１）·犇－犝·犇／

狊＝狋ｉｄｌｅ．因此，由式（５）可得犈犿＋１←∑
犿＋１

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）＋

犘ｉｄｌｅ·（犿＋１）·犇－∑
犿＋１

犼＝１
狋（ ）犼，等价于犈犿＋１←

∑
犿＋１

犼＝１
（（犘（狊犼）－犘ｉｄｌｅ）·狋犼）＋犘ｉｄｌｅ·（犿＋１）·犇．
功耗函数犘（狊）是凸函数和严格单调递增函数，

而犘ｉｄｌｅ是常量，因此犘（狊）－犘ｉｄｌｅ仍然属于凸函数和
严格单调递增函数．令犌（狊）＝犘（狊）－犘ｉｄｌｅ．根据本文
的处理器模型可知，犘（狊）＝犘ｄｅｐ（狊）＋犘ｉｎｄ，而犘ｉｄｌｅ为
处理器中没有指令执行且时钟关闭时的功耗，且
犘ｉｄｌｅ犘ｉｎｄ．此时犌（狊）＝犘（狊）－犘ｉｄｌｅ＝犘ｄｅｐ（狊）＋
犘ｉｎｄ－犘ｉｄｌｅ．

因为∑
犿＋１

犼＝１
（狊犼·狋犼）＝犝·犇，根据函数犌（狊）的凸函

数性质以及式（１）可知，

∑
犿＋１

犼＝１
（犌（狊犼）·狋犼）犌

∑
犿＋１

犼＝１
（狊犼·狋犼）

∑
犿＋１

犼＝１
狋

烄

烆

烌

烎犼
∑
犿＋１

犼＝１
狋犼

＝
犌犝犇∑

犿＋１

犼＝１
狋（ ）犼

犝犇∑
犿＋１

犼＝１
狋犼
犝犇 （６）

由于狋犼∈｛狋１，狋２，…，狋犿＋１｝，０狋犼犇，则

∑
犿＋１

犼＝１
狋犼∑

犿＋１

犼＝１
犇＝（犿＋１）·犇，犝犇∑

犿＋１

犼＝１
狋犼犝／（犿＋

１）．又因为犝
犿＋１＜狊，所以犝犇∑

犿＋１

犼＝１
狋犼 ［∈ 犝

犿＋１，

狊］ｍａｘ．不妨假设犳（狊）＝犌（狊）狊＝犘
ｄｅｐ（狊）＋犘ｉｎｄ－犘ｉｄｌｅ

狊 ，

则一阶导数犳′（狊）＝（犘
ｄｅｐ（狊））′·狊＋（犘ｉｄｌｅ－犘ｉｎｄ）

狊２ ．此
时，当犘ｉｄｌｅ＝犘ｉｎｄ时，犳′（０）＝０；当犘ｉｄｌｅ＞犘ｉｎｄ时，
犳′（狊）＞０．由此可知，犳（狊）是速度狊的严格单调递增

函数．当犝犇∑
犿＋１

犼＝１
狋犼＝犝／（犿＋１）时，式（６）右侧可以

取最小值，同时狋犼∈｛狋１，狋２，…，狋犿＋１｝，狋犼＝犇．再由
引理２可知，｛狊犾１，狊犾２，…，狊犾犿＋１｝是使得所有犿＋１个
处理器以完全利用整个周期时间的速度运行，没有
空闲时间存在的唯一有效执行速度列表，所以式（６）

左侧∑
犿＋１

犼＝１
（犌（狊犼）·狋犼）＝∑

犿＋１

犼＝１
犌（狊犼）·犇＝∑

犿＋１

犼＝１
犌（狊犾犼）·犇．

显然，可得犈犿＋１＞犈犾犿＋１．此时最小能耗值为
ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，犈

犿＋１｝．
（２）如果所有犿＋１个处理器以关键速度狊

调度执行时出现的空闲时间狋ｉｄｌｅ＞狋θ，则可能存在某
些处理器由活跃状态转入睡眠状态．

当处理器执行速度列表为｛狊犾１，狊犾２，…，狊犾犿＋１｝且
处理器没有空闲时间时，根据式（３）可知犈犾犿＋１←
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∑
犿＋１

犼＝１
狆（狊犾犼）·犇．当所有犿＋１处理器的执行速度均为

狊时，因为狋ｉｄｌｅ＝（犿＋１）·犇－犝·犇狊 ＞狋θ，根据

式（４）可知犈
犿＋１←犘（狊）·犝·犇狊 ＋犘ｉｄｌｅ·狋θ．当处理

器执行速度列表为｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝时，因为｛狊１，

狊２，…，狊犿＋１｝≠｛狊，狊，…，狊｝且∑
犿＋１

犼＝１
（狊犼·狋犼）＝犝·

犇，所以∑
犿＋１

犼＝１
（狊犼·狋犼）＝犝·犇＜∑

犿＋１

犼＝１
狋犼·狊，犝·犇狊 ＜

∑
犿＋１

犼＝１
狋犼，可知狋ｉｄｌｅ＝（犿＋１）·犇－∑

犿＋１

犼＝１
狋犼＜（犿＋１）·

犇－犝·犇狊 ＝狋ｉｄｌｅ．因此，由式（５）可得

犈犿＋１←

∑
犿＋１

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）＋犘ｉｄｌｅ·狋θ，　狋ｉｄｌｅ＞狋θ

∑
犿＋１

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）＋犘ｉｄｌｅ·

　（犿＋１）·犇－∑
犿＋１

犼＝１
狋（ ）犼，狋ｉｄｌｅ狋

烅

烄

烆 θ

下面根据狋ｉｄｌｅ与狋θ的关系，分两种情况来讨论：
（２．１）狋ｉｄｌｅ＞狋θ．
此时犈犿＋１←∑

犿＋１

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）＋犘ｉｄｌｅ·狋θ．因为

狋ｉｄｌｅ＜狋ｉｄｌｅ，所以犈
犿＋１←犘（狊）·犝·犇狊 ＋犘ｉｄｌｅ·狋θ．

又因为∑
犿＋１

犼＝１
（狊犼·狋犼）＝犝·犇，根据功耗函数犘（狊）

的凸函数性质以及式（１）可知，

∑
犿＋１

犼＝１
（犘（狊犼）狋犼）犘∑

犿＋１

犼＝１
（狊犼·狋犼）∑

犿＋１

犼＝１
狋（ ）犼∑犿＋１犼＝１

狋犼

＝
犘犝犇∑

犿＋１

犼＝１
狋（ ）犼

犝犇∑
犿＋１

犼＝１
狋犼
犝犇．

由于狋犼∈｛狋１，狋２，…，狋犿＋１｝，０狋犼犇，则

∑
犿＋１

犼＝１
狋犼∑

犿＋１

犼＝１
犇＝（犿＋１）·犇，犝犇∑

犿＋１

犼＝１
狋犼犝／（犿＋１）．

又因为犝
犿＋１＜狊，所以犝犇∑

犿＋１

犼＝１
狋犼∈犝

犿＋１，狊［ ］ｍａｘ．

根据犘（狊）狊的凸函数性质可知，当狊＝狊时，犘（狊）狊 ＝

ｍｉｎ犘（狊）｛ ｝狊．当∑
犿＋１

犼＝１
狋犼＝犝·犇狊

时，犘犝犇∑
犿＋１

犼＝１
狋（ ）犼·

∑
犿＋１

犼＝１
狋犼可以取最小值犝犇·犘（狊）／狊．因为狊犼∈｛狊１，

狊２，…，狊犿＋１｝，０狊犼狊以及｛狊１，狊２，…，狊犿＋１｝≠
｛狊，狊，…，狊｝，所以∑

犿＋１

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）＞犝犇·犘（狊）／狊．

显然，可得犈犿＋１＞犈
犿＋１．此时最小能耗值为

ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，犈
犿＋１｝．

（２．２）狋ｉｄｌｅ狋θ．

此时狋ｉｄｌｅ＝（犿＋１）·犇－∑
犿＋１

犼＝１
狋犼，因此犈犿＋１←

∑
犿＋１

犼＝１
（犘（狊犼）·狋犼）＋犘ｉｄｌｅ·（犿＋１）·犇－∑

犿＋１

犼＝１
狋（ ）犼，等价于

犈犿＋１←∑
犿＋１

犼＝１
（（犘（狊犼）－犘ｉｄｌｅ）·狋犼）＋犘ｉｄｌｅ·（犿＋１）·犇．

由于狋ｉｄｌｅ＝（犿＋１）·犇－犝·犇／狊，狋ｉｄｌｅ＞狋θ，
狋ｉｄｌｅ＜狋ｉｄｌｅ，所以犈

犿＋１←犘（狊）·犝犇／狊＋犘ｉｄｌｅ狋θ＜
（犘（狊）－犘ｉｄｌｅ）·犝犇／狊＋犘ｉｄｌｅ（犿＋１）犇．而犈犾犿＋１←

∑
犿＋１

犼＝１
狆（狊犾犼）·犇等价于犈犾犿＋１←∑

犿＋１

犼＝１
（狆（狊犾犼）－犘ｉｄｌｅ）·

犇＋犘ｉｄｌｅ·（犿＋１）·犇．
同理，采用与（１）中类似的证明过程可得

犈犿＋１＞犈犾犿＋１．此时最小能耗值为ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，
犈
犿＋１｝．
综上命题得证． 证毕．
定理３．　犜′犜中所有任务按照任务利用率

的非递增顺序排列，所有任务具有相同的截止期犇．
不妨令犿＝∑τ犻∈犜′狌犻／狊，犝＝∑τ犻∈犜′狌犻，犿∈犣

＋，

犿＞犿，λ∈犣＋，１＜λ犿－犿．如果犜′中所有任
务在犿＋λ个处理器上可调度执行，那么在犿＋λ
个处理器上执行所得到的最小能耗均不小于在犿＋１
个处理器所得到的最小能耗ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，犈

犿＋１｝．
证明．　由题设可知犝／狊＜犿＋１，则犝

犿＋１＜

狊．因为１λ犿－犿，所以犝
犿＋λ＜

犝
犿＋１＜狊．

对于λ∈犣＋，１＜λ犿－犿，根据定理２可知，犜′
中所有任务在犿＋λ个处理器上可调度执行所得
的最小能耗为ｍｉｎ｛犈犾犿＋λ，犈

犿＋λ｝．
（１）如果ｍｉｎ｛犈犾犿＋λ，犈

犿＋λ｝＝犈犾犿＋λ，则犿＋
λ个处理器以完全利用整个周期时间的速度执行，
没有空闲时间时的执行速度列表为｛狊犾１，λ，狊犾２，λ，…，

狊犾犿＋１，λ｝．根据式（３）可知犈犾犿＋λ←∑
犿＋λ

犼＝１
犘（狊犾犼，λ）·犇．因
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为∑
犿＋λ

犼＝１
狊犼，λ＝犝，根据功耗函数犘（狊）的凸函数性质以

及式（１）可知，∑
犿＋λ

犼＝１
犘（狊犼，λ）犘∑

犿＋１

犼＝１
狊犼，λ／（犿＋λ（ ））·

（犿＋λ）＝犘（犝／（犿＋λ））
犝／（犿＋λ）·犝．又根据犘（狊）／狊的凸

函数性质可知，当狊＜狊时，犘（狊）／狊是狊的严格单调
递减函数，可得犘（犝／（犿＋λ））

犝／（犿＋λ）＞犘（犝／（犿＋１））
犝／（犿＋１）．

因为犈犾犿＋λ犘犝
犿＋（ ）λ（犿＋λ）犇＞犘犝

犿（ ）＋１·
（犿＋１）犇＝犈犾犿＋１，所以ｍｉｎ｛犈犾犿＋λ，犈

犿＋λ｝＞
犈犾犿＋１ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，犈

犿＋１｝．
（２）如果ｍｉｎ｛犈犾犿＋λ，犈

犿＋λ｝＝犈
犿＋λ，则犜′中

所有任务的执行速度均为狊，犿＋λ个处理器上存
在空闲时间．因为１＜λ犿－犿，所以狋ｉｄｌｅ，λ＝（犿＋
λ）·犇－犝犇狊＞（犿＋１）·犇－犝犇狊＝狋ｉｄｌｅ，１．根据式（４）

可知，如果狋ｉｄｌｅ，λ狋θ，则狋ｉｄｌｅ，１＜狋θ，犈
犿＋λ←犘（狊）犝犇狊＋

犘ｉｄｌｅ狋ｉｄｌｅ，λ，犈
犿＋１←犘（狊）犝犇狊＋犘ｉｄｌｅ狋

ｉｄｌｅ，１．故而犈
犿＋λ＞

犈
犿＋１．如果狋ｉｄｌｅ，λ＞狋θ，则犈

犿＋λ←犘（狊）·犝·犇狊 ＋
犘ｉｄｌｅ·狋θ．因为狋ｉｄｌｅ，１＜狋ｉｄｌｅ，λ，如果狋ｉｄｌｅ，１＜狋θ，则犈

犿＋λ＞
犈
犿＋１；如果狋ｉｄｌｅ，１狋θ，则犈

犿＋λ＝犈
犿＋１．由此可得，

犈
犿＋λ犈

犿＋１，所以ｍｉｎ｛犈犾犿＋λ，犈
犿＋λ｝犈

犿＋１
ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，犈

犿＋１｝．
综上可得ｍｉｎ｛犈犾犿＋λ，犈

犿＋λ｝ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，
犈
犿＋１｝． 证毕．
定理４．　Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法可

以得到具有最低能耗值的最优处理器数，同时
ＬＵＦＳＯ算法可以得到最优的节能调度．

证明．　由引理３可知，Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿
Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法确定的能耗值犈犿是犿＝∑τ犻∈犜′狌犻／狊
个处理器上能耗最低值；由定理２可知，Ｃｈｅｃｋ＿
Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法确定的能耗值ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，
犈
犿＋１｝是犿＋１个处理器上能耗最低值；再根据定
理１和定理３可知，Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算
法确定的能耗值犈ｍｉｎ←ｍｉｎ｛犈犾犿＋１，犈

犿＋１，犈犿｝是
所有犿＞犿个处理器上的最低能耗值，由此得到具
有最低能耗值犈ｍｉｎ的处理器数即是最优的．

已知犜中所有任务按照任务利用率的非递增
顺序排列，当单个任务的利用率狌犻狊时，或者当

剩余未分配速度的任务集犜′犜中在犕个处理器
上的平均利用率犝犕狊时，ＬＵＦＳＯ算法对所有分
配速度的任务的处理过程与ＬＴＦＭ算法相同．因
此，直接根据功耗函数犘（狊）的凸函数性质以及
ＬＴＦＭ算法的最优性证明过程，可知此时ＬＵＦＳＯ
算法在狊狊得到的节能实时调度是最优的．当狌犻＜
狊且犝／犕＜狊时，ＬＵＦＳＯ算法调用Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃ
ｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法可以获得最低的能耗值，同时
保证犜′犜中所有任务的可调度性．综上，ＬＵＦＳＯ
算法可以得到最优的节能调度． 证毕．

５　示　例
本节通过举例说明ＬＵＦＳＯ算法的最优性．以

ＩｎｔｅｌＸｓｃａｌｅ处理器的功耗函数为例，每个处理器的
功耗函数可以被近似建模为犘（狊）＝１．５２·狊３＋
０．０８Ｗ［１０１２］．假设处理器速度以狊ｍａｘ为标准归一化
为［０，１］ＧＨｚ（狊ｍｉｎ为０ＧＨｚ，狊ｍａｘ为１ＧＨｚ）之间任意
值．根据２．１节可知，关键速度狊约为０．２９７ＧＨｚ，
在关键速度狊上的功耗犘（狊）＝０．１２Ｗ．假设切换
开销犈狊狑为０．８ｍＪ，处理器的空闲功耗犘ｉｄｌｅ＝０．０８
Ｗ，则ｂｒｅａｋｅｖｅｎ时间狋θ为１０ｍｓ．给定一个基于帧
的实时任务集犜＝｛τ１，τ２，τ３，τ４，τ５，τ６｝在多处理器
系统中调度执行，处理器个数犿＝４，所有任务具有
相同周期犇＝３０ｍｓ．不妨假设所有任务已经按照利
用率的非递增顺序排列，每个任务的最坏情况执行
时钟数和利用率如表１所示．

表１　任务集举例
任务集 犆犻 狌犻
τ１ ０．０３６狊 １．２狊
τ２ ０．０１８狊 ０．６狊
τ３ ０．０１５狊 ０．５狊
τ４ ０．０１２狊 ０．４狊
τ５ ０．００６狊 ０．２狊
τ６ ０．００３狊 ０．１狊

根据ＬＵＦＳＯ算法可知，首先需要为利用率最
大的任务τ１分配执行速度τ１．狊狆犲犲犱．此时由于犝＝
∑τ犻∈犜狌犻＝３狊，犕＝犿，所以犝／犕＝０．７５狊＜狊．而
狌１＝１．２狊＞狊，且狌１＞犝／犕，因此τ１．狊狆犲犲犱＝狌１，
犝＝犝－狌１＝１．８狊，犕＝犿－１＝３．然后为后续任务
τ２分配执行速度，此时犝／犕＝０．６狊＜狊且狌２＝
０．６狊＜狊，由ＬＵＦＳＯ算法可得犿＝犝／狊＝１，
从而调用Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法．针对所
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有未分配速度的后续任务子集犜′＝｛τ２，τ３，τ４，τ５，
τ６｝，Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法获得具有最低
能耗值的最优处理器数犿以及后续任务子集中所
有任务相应的执行速度．根据定理４可知，Ｃｈｅｃｋ＿
Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法中具有最低能耗值的解只
需要分析下列３种情况：

情况１．犜′犜中所有任务在犿＋１个处理器
上以完全利用整个周期时间的速度运行，没有空闲时
间存在．由于狌２＜犝／（犿＋１）＝０．９狊，所以τ犼∈
犜′，任务τ犼的执行速度为τ犼．狊狆犲犲犱＝０．９狊ＧＨｚ．因
为此时Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法采取与
ＬＴＦ算法的相同方法分配所有任务的执行速度，所
以对应的调度序列如图３（ａ）所示．根据式（３）可知
能耗值犈犾２＝犘（０．９狊）（犿＋１）犇＝（０．０４·０．９３＋
０．０８）·６０＝６．５４９６ｍＪ．

图３　Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法示例

情况２．犜′犜中所有任务在犿＋１个处理器上
以关键速度狊运行，存在空闲时间狋ｉｄｌｅ＝（犿＋１）·
犇－犝·犇／狊．此时Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算
法分配犜′犜中所有任务的执行速度为狊ＧＨｚ，
对应的调度序列如图３（ｂ）所示．由于狋ｉｄｌｅ＝２×３０－
１．８×３０＝６ｍｓ，狋θ＝１０ｍｓ，所以狋ｉｄｌｅ＜狋θ．根据式（４）
可知能耗值犈２＝犘（狊）犝犇／狊＋犘ｉｄｌｅ狋ｉｄｌｅ＝０．１２·
１．８·３０＋０．０８·６＝６．９６ｍＪ．

情况３．犜′犜中所有任务在犿个处理器上
以完全利用整个周期时间的速度运行，没有空闲时
间存在．因为犿≠０，所以根据引理３可知为得到
在犿个处理器上最低的能耗值，Ｃｈｅｃｋ＿Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿
Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法分配犜′犜中所有任务的执行速度
为犝／犿＝１．８狊ＧＨｚ，对应的调度序列如图３（ｃ）所
示．根据式（２）可知能耗值犈犾１＝犘（１．８狊）·犿·犇＝
（０．０４·１．８３＋０．０８）·３０＝９．３９８４ｍＪ．

当得到以上３种情况的能耗值后，Ｃｈｅｃｋ＿
Ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ＿Ｏｖｅｒｈｅａｄ算法确定的最低能耗值
ｍｉｎ｛犈犾２，犈２，犈犾１｝＝犈犾２，最后返回最优处理器数
犿＝２．当分配完犜中所有任务的执行速度之后，
ＬＵＦＳＯ算法将所有任务指定到相应的犕＝３个处
理器上调度执行，如图４（ａ）所示．而如果采用ＬＴＦＭ
算法调度相同任务集犜，则ＬＴＦＭ算法会将犜中
所有任务指定到犿＝４个处理器上执行，如图４（ｂ）
所示．

图４　ＬＵＦＳＯ算法和ＬＴＦＭ算法示例

图４中每个方框表示一个任务，方框中数值表
示该任务的利用率．每个圆表示一个处理器，圆中数
值表示处理器的执行速度．如果某个处理器没有被
分配执行速度，则标记为“关闭”．从图４（ａ）可知，任
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务τ１在处理器ｃｐｕ３上以１．２狊ＧＨｚ为速度从时刻
０ｍｓ到时刻３０ｍｓ执行，犜′犜中所有任务分别在
处理器ｃｐｕ２和ｃｐｕ１以０．９狊ＧＨｚ为速度从时刻
０ｍｓ到时刻３０ｍｓ执行，因此ＬＵＦＳＯ算法得到的总
能耗值为犈ＬＵＦＳＯ＝犘（１．２狊）犇＋犈犾２＝１１．０２３２ｍＪ．
而从图４（ｂ）可知，除了任务τ１在处理器ｃｐｕ４上以
１．２狊ＧＨｚ为速度从时刻０ｍｓ到时刻３０ｍｓ执行以
外，犜′犜中所有任务分别在其它３个处理器上以
０．６狊ＧＨｚ为速度从时刻０ｍｓ到时刻３０ｍｓ执行，
因此ＬＴＦＭ算法得到的总能耗值为犈ＬＴＦＭ＝
犘（１．２狊）·犇＋犘（０．６狊）·３·犇＝１２．４５１２ｍＪ．相比
ＬＴＦＭ算法，ＬＵＦＳＯ最优算法能够节余能耗约
１１％．

６　结束语
本文针对具有独立ＤＶＦＳ的多处理器系统，在

考虑处理器状态切换开销情况下，提出一种基于
帧任务模型的最优节能实时调度算法ＬＵＦＳＯ．
ＬＵＦＳＯ算法允许实时任务在处理器之间的任意迁
移，可以离线确定任务集的执行过程和执行速度．同
时，该算法根据关键速度来判断系统的低负载情况，
一旦确定系统处于低负载情况，首先确定具有最低
能耗值的活跃处理器个数，然后根据状态切换时间
和能量开销来确定最优调度序列．ＬＵＦＳＯ算法实
现简单且复杂度小．本文经过系统的理论分析证明
了该算法的最优性．
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ｍａｎａｇｅｅｎｅｒｇｙａｎｄｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＳｙｍｐｏ
ｓｉｕｍｏｎＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ．Ｒｏｍｅ，Ｉｔａｌｙ，
２００４：５２０５２９

［１３］ＩｒａｎｉＳ，ＳｈｕｋｌａＳ，ＧｕｐｔａＲ．Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｐｏｗｅｒｓａｖｉｎｇｓ／／
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１４ｔｈＡｎｎｕａｌＡＣＭＳＩＡＭＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎ
ＤｉｓｃｒｅｔｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，Ｂａｌｔｉｍｏｒｅ，ＵＳＡ，２００３：３７４６

犣犎犃犖犌犇狅狀犵犛狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９８０，
Ｐｈ．Ｄ．．Ｈｉｓｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ
ｉｎｃｌｕｄｅｒｅａｌｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍａｎｄｃｏｍｐｌｅｘ
ｓｙｓｔｅｍｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ．

犠犝犉犲犻，ｂｏｒｎｉｎ１９６８，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ
ｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ
ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎａｎｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇ．

犆犎犈犖犉犪狀犵犢狌犪狀，ｂｏｒｎｉｎ１９８２，Ｐｈ．Ｄ．．Ｈｅｒｃｕｒｒｅｎｔ
ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｆｏｃｕｓｏｎｃｏｍｐｕｔｅｒａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅａｎｄｒｅａｌ
ｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍ．

犠犝犜狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９７９，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．

１１３１６期 张冬松等：开销敏感的多处理器最优节能实时调度算法



Ｈｉｓｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｆｏｃｕｓｏｎｒｅａｌｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍａｎｄ
ｍｉｌｉｔａｒｙｈｉｇｈｔｅｃｈ．

犌犝犗犇犲犓犲，ｂｏｒｎｉｎ１９８０，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．
Ｈｉｓｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｆｏｃｕｓｏｎｗｉｒｅｌｅｓｓｍｕｌｔｉｈｏｐ
ｎｅｔｗｏｒｋｓ，ｒｅａｌｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍ，ｐｅｅｒｔｏｐｅｅｒｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，ａｎｄ

ｄａｔａｃｅｎｔｅｒｎｅｔｗｏｒｋｉｎｇ．
犑犐犖犛犺犻犢犪狅，ｂｏｒｎｉｎ１９３７，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．ｓｕｐｅｒｖｉ

ｓｏｒ．Ｈｉｓｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｒｅａｌｔｉｍｅｓｙｓｔｅｍ，
ｃｏｍｐｌｅｘｓｙｓｔｅｍｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ，ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，ａｎｄｖｉｒ
ｔｕａｌｒｅａｌｉｔｙ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
Ｗｉｔｈｒｅｇａｒｄｔｏｄｙｎａｍｉｃｐｏｗｅｒｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ，ｅａｒｌｙｒｅ

ｓｅａｒｃｈｅｆｆｏｒｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇｆｉｔｓｗｅｌｌｉｎ
ｗｏｒｋｌｏａｄｂａｌａｎｃｅａｍｏｎｇａｌｌｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓｔｏｏｂｔａｉｎｍｉｎｉｍｕｍ
ｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ．Ｓｏｍｅｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓｐｒｏｐｏｓｅｔｈｅｏｐｔｉｍａｌ
ｅｎｅｒｇｙｅｆｆｉｃｉｅｎｔｒｅａｌｔｉｍｅｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｂａｓｅｄｏｎ
ｇｌｏｂａｌｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｏｐｔｉｍａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｎｏｔａ
ｐｅｒｆｅｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎｗｉｔｈｏｕｔａｎｙｃｏｓｔ．Ｔｈｉｓｉｓｂｅｃａｕｓｅｐｒｏｃｅｓｓｏｒ
ｓｗｉｔｃｈｉｎｇｗｉｌｌｂｅａｔａｃｏｓｔｏｆｔｉｍｅａｎｄｅｎｅｒｇｙｏｖｅｒｈｅａｄｓ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｉｆｅｎｅｒｇｙｓａｖｉｎｇｓｉｓｌｅｓｓｔｈａｎｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓｗｉｔｃｈｉｎｇ
ｏｖｅｒｈｅａｄｓ，ｉｔｉｓｏｂｖｉｏｕｓｌｙｎｏｔｅｎｅｒｇｙｅｆｆｉｃｉｅｎｔ．Ｎｏｗａｄａｙｓ，
ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓｐａｙａｔｔｅｎｔｉｏｎｔｏｔｈｅａｃｔｕａｌｐｌａｔｆｏｒｍｓｗｉｔｈｓｗｉｔｃ
ｈｉｎｇｏｖｅｒｈｅａｄｓ．Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｒｅｓｅａｒｃｈｄｏｅｓｎｏｔｔａｋｅｓｗｉｔｃ
ｈｉｎｇｏｖｅｒｈｅａｄｓｉｎｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎ．

Ａｓａｂｏｖｅｍｅｎｔｉｏｎｅｄ，ｔｈｅｒｅａｒｅｔｈｒｅｅｍａｉｎｉｓｓｕｅｓｆｏｒｒｅ
ｃｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈ：（１）Ｍｏｓｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｒｅｂａｓｅｄｏｎｎｏｎｏｐｔｉｍａｌ
ｇｌｏｂａｌａｎｄｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｇｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇｍｅｔｈｏｄ．Ｔｈｕｓｔｈｅｏｐｔｉｍａｌ
ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙｃａｎｎｏｔｂｅｇｕａｒａｎｔｅｅｄ．（２）Ａｌｔｈｏｕｇｈｒｅｃｅｎｔｍｅｔｈ
ｏｄｓｃｏｕｌｄｓａｖｅｅｎｅｒｇｙ，ｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｅｎｅｒｇｙｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｃａｎ
ｎｏｔｂｅｇｕａｒａｎｔｅｅｄ．（３）Ｔｈｅｔｉｍｅａｎｄｅｎｅｒｇｙｏｖｅｒｈｅａｄｓａｒｅ
ｎｏｔｔａｋｅｎｉｎｔｏｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｉｎｅｘｉｓｔｉｎｇｏｐｔｉｍａｌｅｎｅｒｇｙｅｆｆｉ
ｃｉｅｎｔｒｅａｌｔｉｍｅｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｗｈｉｃｈｒｅｓｕｌｔｓｔｈａｔ
ｔｈｅｓｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｒｅｎｏｍｏｒｅｏｐｔｉｍａｌｉｎａｃｔｕａｌｐｌａｔｆｏｒｍｓ．

Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｏｐｏｓｅｓａｎｏｐｔｉｍａｌｍｕｌｔｉｐｒｏｃｅｓｓｏｒｅｎｅｒｇｙ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｒｅａｌｔｉｍｅｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｆｒａｍｅｂａｓｅｄ
ｔａｓｋｓ．Ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｏｐｔｉｍａｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｄｅｔｅｒｍｉｎｅｓｔｈｅｓｙｓ

ｔｅｍｗｏｒｋｌｏａｄｃａｓｅｓａｎｄｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆａｃｔｉｖｅｐｒｏｃｅｓｓｏｒｃｏｒｅｓ
ｉｎｔｅｍｓｏｆｃｒｉｔｉｃａｌｓｐｅｅｄ．Ｔｈｅｎｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈｅｏｐｔｉｍａｌ
ｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｓｗｉｔｃｈｉｎｇｏｖｅｒｈｅａｄ．Ｓｙｓｔｅｍａｔｉｃ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓｏｐｔｉｍａｌ．

Ｔｈｉｓｗｏｒｋｈａｓｄｏｎｅｒｅｓｅａｒｃｈｏｎｅｎｅｒｇｙｅｆｆｉｃｉｅｎｔｒｅａｌ
ｔｉｍｅｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇｉｎＲＴＯＳｏｎｍｕｌｔｉｐｒｏｃｅｓｓｏｒｓ．Ｉｔｉｓａｐａｒｔｏｆ
ｏｕｒｐｒｏｊｅｃｔｓｍａｉｎｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉ
ｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏｓ．６１１７０２８４ａｎｄ
６０９０３２０６；ｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＲｅｓｅａｒｃｈＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅＤｏｃｔｏｒａｌ
ＰｒｏｇｒａｍｏｆＨｉｇｈｅｒＥｄｕｃａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａｕｎｄｅｒＧｒａｎｔ
Ｎｏ．２０１０４３０７１１０００５；ｔｈｅＣｈｉｎａＰｏｓｔｄｏｃｔｏｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎ
ｄａｔｉｏｎｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏｓ．２０１００４８０８９８ａｎｄ２０１１０４４３９；ｔｈｅ
ＨｕｎａｎＰｒｏｖｉｎｃｉａｌＩｎｎｏｖａｔｉｏｎＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｆｏｒＰｏｓｔｇｒａｄｕａｔｅｏｆ
ＣｈｉｎａｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏ．ＣＸ２０１０Ｂ０２６；ａｎｄｔｈｅＥｘｃｅｌｌｅｎｔ
ＧｒａｄｕａｔｅＩｎｎｏｖａｔｉｏｎｏｆＮａｔｉｏｎａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＤｅｆｅｎｓｅＴｅｃｈ
ｎｏｌｏｇｙｕｎｄｅｒＧｒａｎｔＮｏ．Ｂ１００６０１，ａｎｄｔｈｅＩｎｎｏｖａｔｉｏｎＰｒｏ
ｇｒａｍｏｆＳｈａｎｇｈａｉＭｕｎｉｃｉｐａｌＥｄｕｃａｔｉｏｎＣｏｍｍｉｓｓｉｏｎｕｎｄｅｒ
ＧｒａｎｔＮｏ．１２ＺＺ１８２．

Ｏｕｒｐａｓｔｗｏｒｋｉｎｃｌｕｄｅｓｅｎｅｒｇｙｅｆｆｉｃｉｅｎｔｒｅａｌｔｉｍｅｓｃｈｅｄ
ｕｌｉｎｇｉｎｓｉｎｇｌｅｃｏｒｅａｎｄｍｕｌｔｉｃｏｒｅｓｙｓｔｅｍｓ．Ｔｈｅｗｏｒｋｓｈａｖｅ
ｂｅｅｎｐｕｂｌｉｓｈｅｄｉｎＡＣＭＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅａｎｄ
ＣｏｄｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｆｔｗａｒｅ，ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔ
ｅｒｓａｎｄｓｏｏｎ．ＷｅｗｉｌｌｃｏｎｔｉｎｕｅｏｕｒｗｏｒｋｏｎＲＴＯＳｓｃｈｅｄｕ
ｌｉｎｇｏｎｔｈｅａｃｔｕａｌｐｌａｔｆｏｒｍｓｗｉｔｈｕｎｉｇｎｏｒａｂｌｅｏｖｅｒｈｅａｄｓ．
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