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摘　要　理论上量子可逆电路不存在能量耗散问题，因此量子计算系统对环境产生的负面影响可以达到最低．多
值逻辑量子置换门是构建多值逻辑量子电路的基本单元．该文从数学的角度研究多值逻辑量子置换门的酉矩阵，
提出了一种构造多值逻辑量子置换门酉矩阵的方法，并对其正确性进行了讨论．在此基础之上，又给出了构造混合
多值逻辑量子置换门酉矩阵的框架，利用此框架可以方便地构造任何混合逻辑量子置换门的酉矩阵．酉矩阵是量
子门的数学模型，可以清晰地反映出量子门的数学性质．研究量子门的酉矩阵对验证量子门的正确性和可靠性，分
析量子状态在电路中的演化过程及发展趋势具有一定的意义．
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１　引　言
自哥本哈根大会之后，有效保护环境、合理利用

资源、建设低碳社会已经成为全球共识．目前计算机
系统的广泛使用使得ＩＴ业的二氧化碳排放量已占
全球总排放量的２％，ＩＴ行业对环境的负面影响日
益突显．协调ＩＴ技术及产品和环境的关系，实施低



功耗、低排放、高效率的“绿色计算”是最有效的解决
方案之一［１］．量子计算是指利用微观粒子的状态作
为信息的载体，凭借着量子所特有的一些力学性质，
进行有效计算的新颖计算模式．量子电路是进行量
子计算的硬件基础，具有可逆性，要求其输入和输出
之间存在一一映射，因此电路中不存在扇入、扇出和
反馈逻辑，理论上不丢失输入信息，不存在能量耗散
问题，从而可将芯片的运行速度和计算能力发挥到
极致．Ｂｅｎｎｅｔｔ［２］证明采用可逆逻辑门构建可逆电路
可有效降低计算能耗（理论上可以达到最低能耗）．
因此量子计算系统对环境产生的负面影响可以达到
最低．

量子计算具有并行、可逆及理论上无条件安全
等特性，在复杂计算和安全通信等领域被证明具有
超越经典计算的潜力，被认为是最具前景的计算和
通信技术之一，因此受到了越来越多的关注［３］．一次
量子计算过程可以看作是一系列量子门作用在一个
标准的初态上，最后进行一次标准的测量［４］，其中量
子门的作用是实现量子状态的演化［５６］．量子置换门
是一类完成置换功能的量子门，如Ｔｏｆｆｏｌｉ门、
ＣＮＯＴ门、Ｓｗａｐ门等［７］．多值逻辑量子置换门是二
值逻辑量子置换门在多值逻辑空间中的扩展，在
多值逻辑量子计算中应用广泛，发挥着重要作用［８］

（多值逻辑是描述多级量子系统（ｍｕｌｔｉｐｌｅｌｅｖｅｌ
ｑｕａｎｔｕｍｓｙｓｔｅｍ）所负载信息的理想数学工具［９］）．
与二值逻辑量子门相比，多值逻辑量子门在存储和
处理信息时具有更强的酉变换能力和灵活性，实现
相同的任务可使用更少的门，并可有效减少量子寄
存器的位数［１０］．
２０００年Ｍｕｔｈｕｋｒｉｓｈｎａｎ和Ｓｔｒｏｕｄ［９］设计并实

现了在线性离子阱中构建一位和两位多值逻辑量子
基本门（ｑｕａｎｔｕｍｐｒｉｍｉｔｉｖｅｇａｔｅ）的方案，有力论述
并证明了多值逻辑量子门物理实现的可行性．２００３
年Ｄａｂｏｕｌ等人［１１］提出量子混合门（ｑｕａｎｔｕｍｈｙｂｒｉｄ
ｇａｔｅ）的概念，即所涉及的各量子位分别在不同的逻
辑空间中的量子门，ＴＳ门是已经物理实现的混合二
值、三值逻辑量子置换门［１２］．２００９年Ｌａｎｙｏｎ等
人［８］利用线性光子系统实现了三值逻辑Ｔｏｆｆｏｌｉ门，
这是量子电路物理实现上的一项重大突破，因为
Ｔｏｆｆｏｌｉ门和Ｈａｄａｍａｒｄ门可构成量子计算的一个
通用门集．酉性限制是对量子门的惟一限制，每个酉
矩阵都可定义一个有效的量子门［５］．酉矩阵是量子
门的数学模型，可清晰的反映出量子门的数学性质，
并可检验量子门物理实现的正确性，因此研究量子

门的酉矩阵具有一定的意义．
基于多值逻辑量子置换门实现的置换功能，本

文提出了一种多值逻辑量子置换门的酉矩阵构造方
法，利用此方法可以简便的构造出多值逻辑量子置
换门的酉矩阵．在此基础之上，又给出了混合多值逻
辑量子置换门的酉矩阵构造框架，利用此框架可以
构造任何混合逻辑量子置换门的酉矩阵．量子门酉
矩阵构造方法的给出有助于分析量子态的演化过
程，验证量子门及量子电路的正确性和可靠性．

２　多值逻辑量子置换门
定义１．　设Σ＝｛犪０，犪１，…，犪狀－１｝是一个狀元

集合．集合Σ到Σ的１１映射犳叫做Σ上的一个置

换，表示为犳＝
犪０ 犪１ …犪狀－１
犪犻０ 犪犻１ …犪犻狀
烄
烆

烌
烎－１
．Σ上全部置

换构成的集合称为Σ上的对称群，记作犛狀，其中元
素个数为狀！．对称群的每个子群叫做Σ上的置换
群［１３］．

定义２．　实现置换函数功能的量子门称为量
子置换门［１４］．

定义３．　一个犱值逻辑量子位（ｑｕｄｉｔ）的量子
态可以用犱个计算基态｜０〉，｜１〉，…，｜犱－１〉的线性
组合来表示：

｜ψ〉＝∑
犱－１

犿＝０
犮犿｜犿〉 （１）

其中犮犿为概率幅（ａｍｐｌｉｔｕｄｅ），测量结果犿（犿∈
｛０，１，…，犱－１｝）出现的概率是｜犮犿｜２，满足归一化条
件：∑

犱－１

犿＝０
｜犮犿｜２＝１，当有两个或多个犮犿≠０时，称｜ψ〉为

叠加态．例如，三值逻辑量子位的一个叠加态：｜ψ〉＝
１
槡３（｜０〉＋｜１〉＋｜２〉）．

定义４．　犽个犱值逻辑量子位的复合量子系
统的状态可以用犱犽个计算基态：｜０，０，…，烐烏 烑０犽个

〉，

｜０，０，…，烐烏 烑１犽个

〉，…，｜犱－１，犱－１，…，犱烐烏 烑－１犽个

〉（用十进制

表示即为｜０〉，｜１〉，…，｜犱犽－１〉）的线性组合来表示：

｜〉＝∑
犱犽－１

狀＝０
犮狀｜狀〉 （２）

其中犮狀为概率幅，测量结果狀（狀∈｛０，１，…，犱犽－１｝）

出现的概率是｜犮狀｜２，满足归一化条件∑
犱犽－１

狀＝０
｜犮狀｜２＝１．
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犽个犱值逻辑量子位的复合量子系统可构成一
个犱值逻辑的犽位量子寄存器．例如两个三值逻辑
量子位所组成的量子寄存器的可能状态之一是
｜〉＝１３（｜００〉＋｜０１〉＋｜０２〉＋｜１０〉＋｜１１〉＋

｜１２〉＋｜２０〉＋｜２１〉＋｜２２〉）．
定义５．　在多值逻辑空间中实现置换函数功

能的量子门叫做多值逻辑量子置换门．有些量子置
换门所涉及的量子位分别处于不同的逻辑空间，这
种门叫做混合多值逻辑量子置换门．

３　多值逻辑量子置换门的酉矩阵表示
置换门实现置换的功能，即置换门的输出是其

输入的一个置换．置换门的酉矩阵是置换矩阵（单位
矩阵的某些行和列交换后得到的矩阵）．可依据置换
门所完成的置换功能写出它的酉矩阵．

若犱值逻辑犽位置换门犝所完成的置换功
能为

犝：０ １ … 犱犽－１
犝（０）犝（１）…犝（犱犽－１
烄
烆

烌
烎）

（３）
它对应的犱犽×犱犽的置换矩阵犘犝为：在第犻列（犻∈
｛０，１，…，犱犽－１｝）只有第犝（犻）位上元素为１，其余全
为０的矩阵．犘犝可以写作：

犘犝＝［犲犝（０）犲犝（１）…犲犝（犱犽－１）］ （４）
其中每个犲犝（犻）表示正则基［１５］中的一个，也就是第
犝（犻）位上元素为１，其余全为０的犱犽元列向量．

置换门酉矩阵的构造方法也可以简单地描述
为：依次排列从犝（０）到犝（犱犽－１）所对应的量子态
的列向量．

令犘犝为量子门的酉矩阵，则有犘犝（０，１，…，犱犽－
１）＝（犝（０），犝（１），…，犝（犱犽－１）），由于０，１，…，犱犽－
１所对应的量子态的列向量依次排列构成单位矩阵
犐，所以有犘犝犐＝（犝（０），犝（１），…，犝（犱犽－１）），则犘犝
就等于犝（０），犝（１），…，犝（犱犽－１）所对应的量子态的
列向量依次排列构成的矩阵，而犲犝（０），犲犝（１），…，
犲犝（犱犽－１）正好分别就是犝（０），犝（１），…，犝（犱犽－１）所对
应的量子态的列向量，所以式（４）是正确的．

例１．　三值逻辑ＣＮＯＴ门是两位的三值逻辑
量子置换门，目前它所实现的置换功能按照不同的
实现方案可分为两种：

（１）第一量子位的输出状态始终等于其输入状
态，第二量子位的输出状态为：当第一量子位的输入
状态为｜２〉时，第二量子位的输出状态等于其输入状

态进行加１模３，否则第二量子位的输出状态等于
其输入状态［９，１６］．这种实现方案可用图１表示．

图１　三值逻辑ＣＮＯＴ门的第１种实现方案

按照此种实现方案，三值逻辑ＣＮＯＴ门实现的
置换为｜００〉!｜００〉，｜０１〉!｜０１〉，｜０２〉!｜０２〉，
｜１０〉!｜１０〉，｜１１〉!｜１１〉，｜１２〉!｜１２〉，｜２０〉!｜２１〉，
｜２１〉!｜２２〉，｜２２〉!｜２０〉．依据上述给出的多值逻辑
量子置换门的酉矩阵构造方法可生成其酉矩阵，如
图２所示（行号为输入，列号依次为相应输入的输出）．

｜００〉｜０１〉｜０２〉｜１０〉｜１１〉｜１２〉｜２１〉｜２２〉｜２０〉
１００００００００
０１０００００００
００１００００００
０００１０００００
００００１００００
０００００１０００
００００００００１
００００００１００

熿

燀

燄

燅０００００００１０

｜００〉
｜０１〉
｜０２〉
｜１０〉
｜１１〉
｜１２〉
｜２０〉
｜２１〉
｜２２〉

图２　实现第１种置换功能的三值逻辑ＣＮＯＴ门的酉矩阵
（２）第一量子位的输出状态始终不变，第二量

子位的输出状态等于第一、二量子位的输入之和（是
模３加运算）［１７］．这种实现方案可用图３表示．

图３　三值逻辑ＣＮＯＴ门的第２种实现方案

按照此种实现方案，三值逻辑ＣＮＯＴ门实现的
置换为｜００〉!｜００〉，｜０１〉!｜０１〉，｜０２〉!｜０２〉，
｜１０〉!｜１１〉，｜１１〉!｜１２〉，｜１２〉!｜１０〉，｜２０〉!｜２２〉，
｜２１〉!｜２０〉，｜２２〉!｜２１〉．依据上述方法可生成其酉
矩阵如图４所示．

｜００〉｜０１〉｜０２〉｜１１〉｜１２〉｜１０〉｜２２〉｜２０〉｜２１〉
１００００００００
０１０００００００
００１００００００
０００００１０００
０００１０００００
００００１００００
０００００００１０
００００００００１

熿

燀

燄

燅００００００１００

｜００〉
｜０１〉
｜０２〉
｜１０〉
｜１１〉
｜１２〉
｜２０〉
｜２１〉
｜２２〉

图４　实现第２种置换功能的三值逻辑ＣＮＯＴ门的酉矩阵

１４６３期 王　冬等：多值逻辑量子置换门的酉矩阵表示



４　非均匀量子置换门的酉矩阵表示
非均匀量子置换门（ｈｅｔｅｒｏｇｅｎｅｏｕｓｑｕａｎｔｕｍ

ｇａｔｅ），也叫做混合多值逻辑量子置换门，是指量子
门在各量子位上的作用空间由不同的基张成（例如
作用在两个量子位上的量子门，第一量子位是二值
逻辑量子位，状态空间由正交基态｜０〉和｜１〉张成，第
二量子位是三值逻辑量子位，状态空间由正交基态
｜０〉、｜１〉和｜２〉张成）并且实现了置换功能的量子
门［１１］．其优势在于：由量子位的附加基带来的附加
空间使物理实现量子门所需要的量子资源显著减
少［１２］．例如在量子计算系统的光学实现中，实现类
Ｔｏｆｆｏｌｉ门只需要三个两位门［１８］．

在非均匀量子置换门的酉矩阵构造中，统一按
照各量子位所在的最大的逻辑空间来建立酉矩阵．
若量子门中的某一位没有某些基态作为输入或输
出，或者量子门在某种条件下对某些基态不进行任
何操作，则矩阵中这一位的这些基态所对应的行和
列用０和犐填充，其它位置上的元素值仍然按照
第３小节中给出的方法计算．

例如犝′是一个两位非均匀量子置换门，第一量
子位是二值逻辑量子位，状态空间由正交基态｜０〉和
｜１〉张成，第二量子位是三值逻辑量子位，状态空间
由正交基态｜０〉、｜１〉、｜２〉张成．犝′的酉矩阵要按照
所作用的各量子位中最大的逻辑空间来建立，所以
是３２×３２．由于第一量子位上没有输入状态｜２〉，矩
阵中第一量子位的输入状态为｜２〉的行号和输出状
态为｜２〉的列号所组成的分块矩阵为犐，第一量子位
输入状态为｜２〉的行号和第一量子位输出状态为｜０〉
和｜１〉的列号所组成的分块矩阵为０，第一量子位输
入状态为｜０〉和｜１〉的行号和第一量子位输出状态为
｜２〉的列号所组成的分块矩阵为０，其余矩阵元素按
照犝′的置换功能，依据第３小节中所给出的方法计
算给出．犝′的酉矩阵如图５所示．

｜００〉｜０１〉｜０２〉｜１０〉｜１１〉｜１２〉｜２０〉｜２１〉｜２２〉

犝


０

０
犐

｜００〉
｜０１〉
｜０２〉
｜１０〉
｜１１〉
｜１２〉
｜２０〉
｜２１〉
｜２２〉

图５　量子门犝′的酉矩阵构造框架
　　例２．　ＴＳ门是三位量子门，其中第三位是三

值逻辑量子位．它的功能是：当输入状态为｜１０１〉时
翻转第三位的相位，即｜１０１〉犜犛－－→－｜１０１〉，其余情况
下输出状态等于输入状态．Ｒａｌｐｈ等人［１８］探索利用
光子实现此门，实验结果表明线性光子电路具有较
高的成功概率．ＴＳ门如图６所示．

ＴＳ门中混合二值和三值逻辑的ＣＮＯＴ３门与二
值逻辑ＣＮＯＴ门的逻辑功能是一样的，所不同的是
ＣＮＯＴ３门的目标位处于三值逻辑空间．在构造其矩
阵时，需特别注意：（１）控制位虽无状态｜２〉作为输
入，但需要用０和犐来填充其所对应的矩阵元素；
（２）当目标位的输入状态为｜２〉时，ＣＮＯＴ３门不进行
任何操作，输出等于输入，所以目标位为｜２〉所对应
的各行，只有行号和列号相同的位置上元素为１，其
余位置上元素均为０．混合二值和三值逻辑的
ＣＮＯＴ３门的矩阵为
犝ＣＮＯＴ３＝
｜００〉｜０１〉｜０２〉｜１１〉｜１０〉｜１２〉｜２０〉｜２１〉｜２２〉
１００００００００
０１０００００００
００１００００００
００００１００００
０００１０００００
０００００１０００
００００００１００
０００００００１０

熿

燀

燄

燅００００００００１

｜００〉
｜０１〉
｜０２〉
｜１０〉
｜１１〉
｜１２〉
｜２０〉
｜２１〉
｜２２〉

．

图６中，犮点和犱点之间为ＣＺ门，ＣＺ门作用在
两个量子位上，第一位是二值逻辑量子位，是控制
位，第二位是三值逻辑量子位，是目标位．ＣＺ门的功
能是：当控制位和目标位的输入状态都为｜１〉时，翻
转目标位的相位使其输出状态变为－｜１〉，否则，控
制位和目标位的输出状态等于输入状态．依据非均
匀量子置换门的酉矩阵构造框架，可写出ＣＺ门的
酉矩阵：
犝ＣＺ＝
｜００〉｜０１〉｜０２〉｜１０〉｜１１〉｜１２〉｜２０〉｜２１〉｜２２〉
１０００ ０００００
０１００ ０００００
００１０ ０００００
０００１ ０００００
００００－１００００
００００ ０１０００
００００ ００１００
００００ ０００１０

熿

燀

燄

燅００００ ００００１

｜００〉
｜０１〉
｜０２〉
｜１０〉
｜１１〉
｜１２〉
｜２０〉
｜２１〉
｜２２〉

．
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图６　ＴＳ门

图６中，犪点和犫点之间为０２门．０２门是三
值逻辑一位量子门，是置换门，置换功能为｜０〉!
｜２〉，｜１〉!｜１〉，｜２〉!｜０〉．依据第３小节置换门矩阵
的生成方法，可给出０２门的矩阵为

犝０２＝
００１
０１０
熿

燀

燄

燅１００
．

ＴＳ门的３个量子位上的输入都只有状态｜０〉和
｜１〉，虽然第三位作用在三值逻辑空间，但状态｜２〉并
不作为第三位的输入状态，表１显示了对于所有可
能的输入状态，在ＴＳ门各点上状态的变化情况．

表１　犜犛门在各点的状态变化
犪 犫 犮 犱 犲 犳

｜０００〉 ｜００２〉 ｜００２〉 ｜００２〉 ｜００２〉 ｜０００〉
｜００１〉 ｜００１〉 ｜００１〉 ｜００１〉 ｜００１〉 ｜００１〉
｜０１０〉 ｜０１２〉 ｜０１２〉 ｜０１２〉 ｜０１２〉 ｜０１０〉
｜０１１〉 ｜０１１〉 ｜０１０〉 ｜０１０〉 ｜０１１〉 ｜０１１〉
｜１００〉 ｜１０２〉 ｜１０２〉 ｜１０２〉 ｜１０２〉 ｜１００〉
｜１０１〉 ｜１０１〉 ｜１０１〉－｜１０１〉－｜１０１〉－｜１０１〉
｜１１０〉 ｜１１２〉 ｜１１２〉 ｜１１２〉 ｜１１２〉 ｜１１０〉
｜１１１〉 ｜１１１〉 ｜１１０〉 ｜１１０〉 ｜１１１〉 ｜１１１〉

５　结　论
随着计算机系统及网络应用日益广泛与深入，

节省系统能耗、降低系统排放、构建环境友好的绿色
计算系统成为计算机科学的一个重要研究方向．由
于理论上量子计算模式对环境产生的负面影响可以
达到最低从而成为绿色计算的备选模式之一．

与二值逻辑量子计算相比，多值逻辑量子计算
更自然，运算能力更强，实现相同的计算任务需要的
量子位更少，因此更具优势．

多值逻辑量子置换门是多值逻辑量子计算中一
类重要的量子门．我们提出了一种依据多值逻辑量
子置换门所实现的置换功能构造其酉矩阵的方法，
用此方法可以简便的计算出多值逻辑量子置换门的
酉矩阵．在此基础之上，我们又给出了混合多值逻辑
量子置换门的酉矩阵构造框架，利用此框架可以方
便的计算出混合多值逻辑量子置换门的酉矩阵．酉
矩阵是量子门的数学模型，可以清晰的反映出量子

门的数学性质，因此研究量子门的酉矩阵对于验证
量子门的正确性和可靠性，构造新型量子门，分析量
子状态在电路中的演化过程及其发展趋势具有一定
的意义．
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