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超级局部扭立方体互连网络及其性质
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摘　要　局部扭立方体是近年来提出的超立方体的一个变型，由于它的许多优越性质（如低直径），在并行处理领
域越来越受到人们的重视．然而，像超立方体一样，它也有一个缺点，即要使局部扭立方体升级，就必须成倍地增加
其顶点个数．为了解决这一问题，文中将顶点个数为２的次幂的局部扭立方体推广到具有任意个顶点的互连网络，
提出了超级局部扭立方体（ＳＬＴＣ）的定义，并证明它保持了局部扭立方体的最高连通度、对数级的直径和顶点度
数、Ｈａｍｉｌｔｏｎ性质等方面的优良性质，从而证明了超级局部扭立方体是既保持了局部扭立方体的多种优越性质又
易于升级的互连网络．
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１　引　言
并行处理系统一直是当今计算机科学中很活跃

的研究领域．多处理器互连网络（简称互连网络），是
指由若干个处理器按一定方式相互连接而构成的网
络．作为并行处理系统的主干，其性质如何直接决定
着整个网络性能的优劣，所以对互连网络拓扑结构
及其性质的研究是并行处理系统的重要课题．

迄今为止，人们提出了多种互连网络，其中超立
方体是较早提出的一种总体性质较好的互连网络，以
其正则性、高对称性、强层次结构和强容错性等优越
性质成为最具吸引力的互连网络之一［１２］．它已被用
作多种并行机中处理器连接的拓扑结构（如ＣＭ２、
ｉＰＳＣ８６０、ｎＣＵＢＥ等），而且据国际最新研究表明
超立方体或将成为未来纳米计算机的基本结构［３］．
但它并不是各方面性质最好的互连网络．于是人们
开展了对超立方体变型及其性质的研究．局部扭立
方体犔犜犙狀［４］是Ｙａｎｇ于２００５年提出的一类互连网
络．与狀维超立方体犙狀类似，狀维局部扭立方体
犔犜犙狀是具有２狀个顶点和狀２狀－１条边的狀正则图，且
都具有最高连通度［４］．最近，文献［５６］分别研究了
一类互连网络族———对应连接（ＢＣ）图的狋／犽可诊
断性以及条件诊断性，根据这些结果可以得知
犔犜犙狀在狋／犽诊断策略以及在条件诊断策略下的可
诊断性也不低于超立方体．狀维局部扭立方体犔犜犙狀
还具有比超立方体更好的性质：其直径大约是超立
方体的一半［４］；它具有容错泛圈性，而超立方体不具
备该性质［７］；等等．局部扭立方体的优越性质吸引了
许多研究者们的关注，短短几年，涌现出了许多关于
局部扭立方体的研究成果［８１１］．

尽管局部扭立方体较超立方体相比具有多种优
越的性质，然而，局部扭立方体同超立方体类似，也
具有一个很大的缺点，即局部扭立方体的顶点个数
都为２的次幂，这就大大限制了对局部扭立方体互
连网络中顶点个数的可选范围．要使一个局部扭立
方体的维数（即顶点度数）增加１（称为升级），就必
须成倍地增加局部扭立方体中的顶点个数．这为局
部扭立方体的升级带来了两方面的问题：一是成本
成倍增加；二是增加了技术难度．这在资金和技术条
件欠缺的情况下是很困难的．

为了解决这一问题，Ｓｅｎ在文献［１２］中提出了
超立方体的变型———超级立方体（ｓｕｐｅｒｃｕｂｅ）．它
含有任意多个顶点，因此对它的升级可以增加任意

多个顶点．文献［１２］证明，超级立方体很好地保持了
超立方体的低顶点度数、小直径和最高连通度等优
良性质．基于这一思想，Ｆａｎ在文献［１３１４］中先后
提出了交叉立方体（ＣｒｏｓｓｅｄＣｕｂｅ）和莫比乌斯立方
体（ＭｂｉｕｓＣｕｂｅ）的变型———超级交叉立方体和超
级莫比乌斯立方体，并证明它们分别保持了交叉立
方体和莫比乌斯立方体的多种优越性质．另外，
Ｗａｎｇ等人在文献［１５］中延续了Ｓｅｎ和Ｆａｎ的研
究，提出了扭立方体（ＴｗｉｓｔｅｄＣｕｂｅ）的变型———超
级扭立方体，并且证明了它保持了扭立方体的多种
优越性质．基于局部扭立方体在升级上的缺点，我们
在本文中提出了超级局部扭立方体来弥补这种互连
网络网络在升级方面的不足．

本文根据局部扭立方体的递归定义［４］，提出了
局部扭立方体的一个变型，它是相应局部扭立方体
的超图，因此我们称之为超级局部扭立方体（Ｓｕｐｅｒ
ＬｏｃａｌｌｙＴｗｉｓｔｅｄＣｕｂｅ，ＳＬＴＣ）．ＳＬＴＣ含有任意多
个顶点，故对它的升级可以增加任意多个顶点．本文
中我们用犠犖表示一个具有犖个顶点的超级局部扭
立方体，这里犖１．本文对犠犖的顶点度数、边连通
度、顶点连通度、Ｈａｍｉｌｔｏｎ连通性和直径进行了研
究．具体研究结果如下：

（１）证明了犠犖的最小顶点度数满足ｌｏｇ２犖
δ（犠犖）ｌｏｇ２犖＋１，最大顶点度数满足ｌｏｇ２犖
Δ（犠犖）２ｌｏｇ２犖＋１．表明犠犖的最大度数与最
小度数之间相差不太大．

（２）证明了犠犖的顶点连通度、边连通度和最小
顶点度数满足κ（犠犖）＝λ（犠犖）＝δ（犠犖），即该网络
的连通度等于其最小顶点度数．由于对于任意一个
图犌，有κ（犌）λ（犌）δ（犌），因此犠犖具有最高连
通度，这表明犠犖具有最高容错性．

（３）证明了犠犖是一个Ｈａｍｉｌｔｏｎ图，这里犖３．
一个图是Ｈａｍｉｌｔｏｎ图表明在该图中存在至少一条
Ｈａｍｉｌｔｏｎ回路．Ｈａｍｉｌｔｏｎ性质是互连网络中非常
重要的性质．该性质表明了犠犖对环网络的可模拟
性质．另外，Ｈａｍｉｌｔｏｎ回路还可以用在虫洞多点路
由算法中，以减轻传统基于树的多点传送算法所带
来的拥塞和死锁［１６１７］．

（４）给出了犠犖的直径的范围，即狀＋３
２

犱（犠犖）狀＋３２＋１，这里狀＝ｌｏｇ２犖．这表明犠犖

的直径最多只比犔犜犙狀的直径大１．因此证明了犠犖

保持了犔犜犙狀的对数级直径的优良性质．由于信息
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在传递过程中每经过一个中间处理器就有一段时间
的延迟，所以，一个直径较小的网络比直径大的网络
能节省处理机之间的通信延迟（在最坏情况下）［１８］．
我们模拟计算了不超过９０００个顶点的犠犖的直径
及其平均距离，并且将结果同犔犜犙狀进行了比较，这
里狀＝ｌｏｇ２犖．通过对比模拟数据，我们得出：当狀
充分大时，犠犖的直径约等于犔犜犙狀的直径；另外犠犖

的平均距离也保持了犔犜犙狀平均距离的变化规律．

２　预备知识
设犌是一个图，我们用犞（犌），犈（犌），犱（犌），

κ（犌），λ（犌），δ（犌）和Δ（犌）分别表示图犌的顶点集、
边集、直径、顶点连通度、边连通度、顶点的最小度数
和顶点的最大度数．设狓，狔∈犞（犌），图犌中顶点狓
的度数表示为犱犲犵（犌，狓）．图犌中顶点狓与狔之间
的最短路径是从狓到狔所含边的数目最少的路径．
顶点狓与狔之间的距离定义为狓与狔之间最短路
径的长度，表示为犱犻狊狋（犌，狓，狔）．设犘：狓＝犘０，
犘１，…，犘犾＝狔是图犌中顶点狓与狔之间的一条路
径，则我们用犾犲狀（犘）表示路径犘的长度，并用
犘犪狋犺（犘，犘犻，犘犼）表示犘上的子路径犘犻，犘犻＋１，…，犘犼，
其中０犻犼－１犾．图犌的直径是该图中任意两个
顶点之间距离的最大值．设犃犞（犌）×犞（犌）是满足
下述条件的集合：对于任意的狓，狔∈犞（犌），狓≠狔，
〈狓，狔〉∈犃和〈狔，狓〉犃有且只有一个成立．由此我
们定义图犌的平均距离为该图中任意两个顶点之间

距离的平均值［１８１９］，即犇（犌）＝
∑〈狓，狔〉∈犃犱犻狊狋（犌，狓，狔）
犖（犖－１）／２．

我们用犌［犞′］表示图犌中由顶点子集犞′导出的子
图，用犌－犞′表示图犌中删去犞′中的所有顶点及其
关联边所构成的图．定义Γ（犌，犞′）＝｛υ∈犞（犌）｜υ′∈
犞′，（υ，υ′）∈犈（犌）｝－犞′［１９］．设犌１与犌２是两个图，若
犌１与犌２同构，我们记犌１犌２．在本文中，我们对同
构的图不加区别．

设｛０，１｝狀表示所有长度为狀的由０和１构成的
二进制串的集合．对两个二进制串狓，狔∈｛０，１｝狀，设
狓＋狔表示狓和狔的和（模２加法），用｜狓＋狔｜表示狓
和狔的海明距离．对于狓＝狓１狓２…狓狀∈｛０，１｝狀，狓１称
为二进制串狓的第一位，狓２是第二位，依次类推，狓狀
是第狀位或最后一位．二进制串狓的长度表示为
犾犲狀（狓）．

狀维局部扭立方体（ｌｏｃａｌｌｙｔｗｉｓｔｅｄｃｕｂｅ）简称

为犔犜犙狀．与狀维超立方体犙狀类似，犔犜犙狀是一个具
有２狀个顶点的狀正则图．犔犜犙狀中的每个顶点表示
为一个狀位二进制串（地址）狓１狓２…狓狀，其中狓犻∈
｛０，１｝．文献［４］给出了犔犜犙狀的递归定义，本文为了
讨论问题的方便也采用该递归定义．

定义１［４］．当狀２时，犔犜犙狀的递归定义如下：
（１）犔犜犙２由标记为００、０１、１０和１１的４个顶

点，以及４条边（００，０１）、（００，１０）、（０１，１１）和
（１０，１１）组成．

（２）当狀３时，犔犜犙狀是由两个狀－１维的局部
扭立方体体犔犜犙０狀－１和犔犜犙１狀－１相互连接而成的
狀正则图．其中犔犜犙０狀－１犔犜犙１狀－１犔犜犙狀－１，即将
犔犜犙０狀－１中的每个顶点０狓２狓３…狓狀和犔犜犙１狀－１中对应
的顶点１（狓２＋狓狀）狓３…狓狀相连，其中‘＋’表示模２
加法．
３维和４维的局部扭立方体犔犜犙３、犔犜犙４如

图１所示．

图１　局部扭立方体犔犜犙３和犔犜犙４
一个超级局部扭立方体（ＳＬＴＣ）是一个具有

犖＝２狀＋犺个顶点的图犠犖，这里０犺＜２狀．犠犖的所
有顶点都标有互不相同的长度为狀＋１的二进制串
（地址），这些二进制串表示０到犖－１之间的一个
整数．其定义如下．

定义２．　超级局部扭立方体犠犖是一个图，其
中｜犞（犠犖）｜＝犖＝２狀＋犺，０犺＜２狀．设狌＝犫狌狌′∈
犞（犠犖），υ＝犫υυ′∈犞（犠犖），这里犾犲狀（狌′）＝犾犲狀（υ′）＝
狀，犫狌，犫υ∈｛０，１｝，则（狌，υ）∈犈（犠犖）当且仅当下述
条件中至少有一个成立：

（１）犫狌＝犫υ且（狌′，υ′）∈犈（犔犜犙狀）；
（２）犫狌＝珔犫υ＝０且（狌，υ）∈犈（犔犜犙狀＋１）；
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（３）犫狌＝珔犫υ＝０，犫υ狌′犞（犠犖）且（狌′，υ′）∈
犈（犔犜犙狀）．

具有１１个顶点的ＳＬＴＣ犠１１如图２所示．

图２　超级局部扭立方体犠１１

在本文中，对有任意的正整数犖，我们总是令
狀＝ｌｏｇ２犖，犺＝犖－２狀，犞０＝犞（犔犜犙０狀），且犞１＝
犞（犠犖）－犞０．由定义２易得，具有犖＝２狀＋犺个顶点
的ＳＬＴＣ犠犖包含犔犜犙０狀作为其子图，有犞（犠犖）＝
犞０∪犞１且犞０∩犞１＝；当犺＝０时，我们有犠犖＝
犔犜犙０狀．

在本文中，我们对犔犜犙狀的顶点及其地址可不
加区别．

３　犛犔犜犆的性质
本节我们将讨论ＳＬＴＣ的一些性质，包括

ＳＬＴＣ的最小顶点度数、最大顶点度数、连通度、
Ｈａｍｉｌｔｏｎ性质和直径等．
３．１　犛犔犜犆的最小顶点度数和最大顶点度数

定理１．　狀δ（犠犖）狀＋１．
证明．　由定义２，若犺＝０，定理显然成立．故只

需证若０＜犺＜２狀，定理成立即可．对任意的狓∈犞１，
狔∈犞（犔犜犙１狀），且（狓，狔）∈犈（犔犜犙１狀），令狓＝１狓′，
狔＝１狔′，则（狓′，狔′）∈犈（犔犜犙狀）．对上述顶点狔，若
狔∈犞（犠犖），由定义２（１），有（狓，狔）∈犈（犠犖）；否则，
若狔∈犞（犔犜犙１狀）且狔犞（犠犖）．由定义２（３），有
（狓，０狔′）∈犈（犠犖）．另外，由犱犲犵（犔犜犙１狀，狓）＝狀，
故满足定义２中（１）或（３）且与狓相关联的边的数目
为狀．又由定义２（２），对任意的狓∈犞１，有狀
犱犲犵（犠犖，狓）狀＋１；另外对任意的狌∈犞０，由定
义２，有犱犲犵（犠犖，狌）犱犲犵（犔犜犙狀，狌）＝狀．由这两个
不等式，定理成立． 证毕．

定理２．　狀Δ（犠犖）２狀＋１．
证明．　首先，若犺＝０，有Δ（犠犖）＝狀．若０＜

犺＜２狀，由定义２，有Δ（犠犖）狀．故只需证当０＜犺＜
２狀时Δ（犠犖）２狀＋１即可．对任意的狓∈犞０，有

犱犲犵（犔犜犙０狀，狓）＝狀．由定义２，狓至多与犞１中的狀＋１
个顶点相邻，故犱犲犵（犠犖，狓）犱犲犵（犔犜犙０狀，狓）＋
（狀＋１）２狀＋１．令狓＝０狓′，可以证明存在狓∈犞０，

使得犱犲犵（犠犖，狓）＝２狀＋１．当狓＝０１１…︷１
狀
且犖＝

２狀＋１－１（狀２）时，如图３所示，由定义２与定义１，易
证狓与犞０中的狀个顶点相邻，狓与犞１中的狀＋１个
顶点相邻．于是，对任意的狓∈犞０，有犱犲犵（犠犖，狓）
２狀＋１．又由定理１中的证明，对任意的狔∈犞１，有
狀犱犲犵（犠犖，狔）狀＋１．故有狀Δ（犠犖）２狀＋１．

证毕．

图３　Δ（犠犖）＝２狀＋１的情况
若犠犖不为正则图时，Δ（犠犖）会随着的犖增大

而增大，从理论上讲，对于固定的犖，Δ（犠犖）有可能
变得很大．然而，定理２证明，Δ（犠犖）最多比狀正则
情况多狀＋１．这说明，随着犖的增大，Δ（犠犖）变化
范围区间［狀，２狀＋１］内，对犠犖互连网络的开销影响
不大．对于单个顶点而言，在最坏情况下，由于路由
器端口的增多而增加的开销至多增加一倍多一点．
３．２　犛犔犜犆的连通度

由定义２及连通度的定义可引出下面引理．
引理１．　若｜犞１｜１，则犠犖［犞１］是连通

的［１８１９］．
证明．　由定义２，犠犖［犞１］中只有一个连通分

支，故犠犖［犞１］是连通的． 证毕．
文献［２０］中提出了对应连接（ＢＣ）图这一互连

网络族的定义．根据ＢＣ图的定义，局部扭立方体属
于ＢＣ图，故局部扭立方体满足ＢＣ图关于可诊断性
的性质．

引理２．　设狀２，对任意的犞′犞（犔犜犙狀），
｜犞′｜＝２，有｜Γ（犔犜犙狀，犞′）｜２狀－２．

引理３．　设狀４，对任意的犞′犞（犔犜犙狀），
｜犞′｜＝２狆，１狆２狀－２，有｜Γ（犔犜犙狀，犞′）｜
（２狀－２）－狆＋１．

由引理３易证．
推论１．　设狀３，对任意的犞′犞（犔犜犙狀），

２｜犞′｜狀－１，有｜Γ（犔犜犙狀，犞′）｜（２狀－２）－
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（｜犞′－１｜）／２．
引理４［４］．　设狀１，则κ（犔犜犙狀）＝狀．
定理３．　κ（犠犖）＝δ（犠犖）．
证明．　若狀２，犺０，定理显然成立．故只需

证当狀３且犺０时，有κ（犠犖）＝δ（犠犖）即可．对
任意的犝犞（犠犖），｜犝｜δ（犠犖）－１，令犝＝犝０∪
犝１，其中犝１＝犝∩犞１，犝０＝犝－犝１，则犝０犞０且
犝１∩犝０＝．我们只需证明在以下３种情形下，
犠犖－犝是连通的即可．

（１）犝１＝犝．对任意的狓∈犞１－犝１，存在狔∈犞０，
使得（狓，狔）∈犈（犔犜犙狀＋１）．由定义２，有（狓，狔）∈
犈（犠犖），故狓与犔犜犙０

狀连通，因此犠犖－犝是连
通的．

（２）犝０＝犝．由定理１，有狀δ（犠犖）狀＋１．分
以下①、②两种子情形讨论．

①δ（犠犖）＝狀．由引理４，有κ（犔犜犙０狀）＝
κ（犔犜犙狀）＝狀．又｜犝｜δ（犠犖）－１狀－１，故
犔犜犙０狀－犝０是连通的．由引理１，犠犖（犞１）也是连通
的．进一步，我们有以下两种情形．

（ｉ）｜犞１｜狀．令犃＝｛狔∈犞０｜狓∈犞１，（狓，狔）∈
犈（犔犜犙狀＋１）｝，则由定义２，有｜犃｜｜犞１｜狀．故犞１
中至少有一个顶点与犔犜犙０狀－犝０中的某个顶点相
邻，因此犠犖－犝是连通的．

（ｉｉ）｜犞１｜狀－１．当｜犞１｜２时，若犞１为偶数，
由引理２和引理３，有｜Γ（犔犜犙狀，犞１）｜（２狀－２）－
｜犞１｜／２＋１狀．否则，由推论１，有｜Γ（犔犜犙狀，犞１）｜
（２狀－２）－（｜犞１－１｜）／２狀．故当｜犞１｜２时，有
｜Γ（犔犜犙狀，犞１）｜狀，从而｜Γ（犠犖，犞１）｜
｜Γ（犔犜犙１狀，犞１）｜狀．当犞１＝１时，有犞１＝｛１０狀｝．由
定理１，｜Γ（犠犖，犞１）｜＝犱犲犵（犠犖，１０狀）δ（犠犖）
狀，故当１犞１狀－１时，有｜Γ（犠犖，犞１）｜狀．又显
然Γ（犠犖，犞１）犞０，故犞１中至少有一个顶点与
犔犜犙０狀－犝０连通，因此犠犖－犝是连通的．

②δ（犠犖）＝狀＋１．对任意的狓∈犞０－犝０，由
犱犲犵（犔犜犙０狀，狓）＝狀＋１，又犱犲犵（犠犖，狓）δ（犠犖）
狀＋１，故狓与犠犖［犞１］连通．又由引理１，犠犖［犞１］是
连通的，故犠犖－犝是连通的．

（３）犝０≠犝且犝１≠犝．由定理１，有｜犝０｜
｜犝｜－１δ（犠犖）－２狀－２．由引理４，有犔犜犙０狀－
犝０是连通的．我们用反证法证明犠犖－犝是连通的．
若不然，设犠犖［犝′］是犠犖－犝的一个不包含在
犔犜犙０

狀－犝０中顶点的连通分量，则犝′犞１．考虑到
对任意的狌∈犞（犠犖），有犱犲犵（犠犖，狌）δ（犠犖），又
｜犝｜δ（犠犖）－１，故｜犝′｜２．又犝′不与犔犜犙０

狀－犝０

连通，由定义１和定义２，犝′与犔犜犙０狀中至少有｜犝′｜
个顶点相邻．因此，我们有２｜犝′｜｜犝０｜δ（犠犖）－
２狀－１．由推论１，有｜Γ（犔犜犙１狀，犝′）｜狀＋１．又由定
义１和定义２，有｜Γ（犠犖，犝′）｜｜Γ（犔犜犙１狀，犝′）｜
狀＋１，但｜犝｜δ（犠犖）－１狀，故犝′与犞（犠犖）－犝－犝′
中至少一个顶点相邻，这与犠犖［犝′］是犠犖－犝的一个
连通分量相矛盾．因此，犠犖－犝是连通的． 证毕．

引理５［１８１９］．对于任何一个图犌，有κ（犌）
λ（犌）δ（犌）．

推论２．对于超级局部扭立方体犠犖，有
κ（犠犖）＝λ（犠犖）＝δ（犠犖）．

证明．　根据定理３和引理５，有κ（犌）λ（犌）
δ（犌），故λ（犠犖）＝δ（犠犖）＝κ（犠犖）． 证毕．
３．３　犛犔犜犆的犎犪犿犻犾狋狅狀性质

Ｈａｍｉｌｔｏｎ性质是互连网络中非常重要的性质．
在本节中我们使用Ｈ代表Ｈａｍｉｌｔｏｎ，对于给定图犌，
若存在一条路，经过图中的每个顶点恰好一次，这条
路称作Ｈ路．若存在一条回路，经过图中每个顶点恰
好一次，这条回路称作Ｈ回路．具有Ｈ路的图称作
半Ｈ图，具有Ｈ回路的图称作Ｈ图［１８１９］．

引理６［７］．　设狀１，狀≠２，则犔犜犙狀是Ｈ连
通的．

定理４．　设犌＝犠犖［犞１］，｜犞１｜２，则犌是一个
半Ｈ图．

证明．　我们对犞１用数学归纳法．令犿＝
ｌｏｇ２｜犞１｜，若｜犞１｜∈｛２，４，８｝，则犌犔犜犙犿，犌是一
个半Ｈ图；若｜犞１｜∈｛３，５，６，７｝，设犌′是犞′中的顶点
按定义２中的条件（１）和（２）连接构成的图，则
犌犌′，犌是一个半Ｈ图．故当２｜犞１｜８时，定理
成立．

假定当｜犞１｜犓（犓８）时，定理成立．当｜犞１｜＝
犓＋１时，令狀＝ｌｏｇ２｜犓＋１｜，则狀３．若犓＋１＝２狀，
则犌犔犜犙狀．由引理６，犌是一个Ｈ图；否则，可令
犞′＝｛狓｜狓∈｛０，１｝狀＋１，０狓犓｝，犞２＝犞（犔犜犙０狀），则
犞２犞′；再令犞３＝犞′－犞２．设犌″是犞′中的顶点按定
义２中的条件（１）和（２）连接构成的图，则犌犌″．故
只需证明犌″是半Ｈ图就可证明该定理成立．显然，
犌″［犞２］＝犔犜犙０狀，即犌″包含犔犜犙０狀作为子图．我们分
（１）、（２）两种情形讨论：

（１）若｜犞３｜＝１．设｜犞３｜＝｛狓｝，由定义１和定
义２，存在狔∈犞２，使得（狓，狔）∈犈（犌″）．取狕∈犞２，使
得狕≠狔．由引理６，犌″［犞２］中存在由狔到狕的Ｈ路
犘．于是由边（狓，狔）和路径犘构成犌″中的Ｈ路，故
犌″是半Ｈ图．
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（２）若｜犞３｜＞１．令犕＝２狀＋｜犞３｜，犞４＝犞（犠犕）－
犞（犔犜犙０狀）．由定义２易证犌″［犞３］犠犕［犞４］．显然
｜犞４｜＝｜犞３｜＝（犓＋１）－２狀犓．由归纳假设，
犠犕［犞４］是一个半Ｈ图，于是犌″［犞３］是一个半Ｈ
图．设犙１是犌″［犞３］中由狓到狔的一条Ｈ路，由定
义２，存在狔′∈犞２，使得（狔，狔′）∈犈（犌″），因｜犞２｜＝
｜犞（犔犜犙０狀）｜＝２狀８，故可取狕∈犞２，使得狕≠狔′．由
引理６，可设犙２是犔犜犙０狀中由狔′到狕的一条Ｈ路，
于是由路径犙１，边（狔，狔′）和路径犙２构成犌″中由狓
到狕的一条Ｈ路，故犌″是一个半Ｈ图．

综上所述，当｜犞１｜＝犓＋１时，定理也成立．
证毕．

推论３．　设犖３，则犠犖是一个Ｈ图．
证明．　若｜犞１｜＝１．设｜犞１｜＝｛β｝，由定义２，存

在α１，α２∈犞０，使得（α１，β）∈犈（犠犖），（α２，β）∈
犈（犠犖）．可令犘是犔犜犙０

狀中由α１到α２的一条Ｈ路．
于是由路径犘、边（α１，β）和边（β，α２）构成犠犖中的一
条Ｈ回路，如图４（ａ）所示．

若｜犞１｜＞１．设犌′＝犠犖［犞１］，由定理４，存在
β１，β２∈犞１，使得犌′中存在由β１到β２的一条Ｈ路，
记为犙．由定义２，存在α１，α２∈犞０，使得（α１，β１）∈
犈（犠犖），（α２，β２）∈犈（犠犖）．由引理６，设犘是犔犜犙０

狀
中由α１到α２的一条Ｈ路．于是由边（α１，β１）、路径
犙、边（β２，α２）和路径犘构成犠犖中的一条Ｈ回路，
如图４（ｂ）所示．

故设犖３，则犠犖是一个Ｈ图． 证毕．

图４　犠犖的Ｈａｍｉｌｔｏｎ性质

３．４　犛犔犜犆的直径
为了讨论犠犖的直径，我们引入下述表示：对于

任意的２狀犖２狀＋１－１，犠犖的直径的下确界表示
为犵犾犫（｛犱（犠犖）｜２狀犖２狀＋１－１｝）．

引理７［４］．　犱（犔犜犙３）＝２；犱（犔犜犙４）＝３；当
狀５时，则犱（犔犜犙狀）＝（狀＋３）／２．

引理８．　设狓，狔∈犞０，狓与狔的最后一位为０，
且犘：狓＝犘０，犘１，…，犘犾＝狔是犠犖中狓与狔之间的
一条最短路径，其中犘犻＝０狌∈犞０，犘犻＋犼＝１α犼∈犞１，
犘犻＋狋＋１＝０θ∈犞１，０犻犾－２，１犼狋，１狋犾－

犻－１，且犾１，则在犠犖中存在狓与狔之间的一条最
短路径犙：狓＝犘０，犘１，…，犘犻，犘′犻＋１，犘′犻＋２，…，犘′犻＋狋，
犘犻＋狋＋１，犘犻＋狋＋２，…，犘犾＝狔使得犘′犻＋犽∈犞０，犽＝１，
２，…，狋．

证明．　易知犾犲狀（犘）＝犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）＝犾．有以
下两种情形：

情形１．　犘犻的最后一位为０．有下述３种情形：
情形１．１．（犘犻，犘犻＋１）∈犈（犠犖）满足定义２（３）

且狋＝１．则狌＝α狋且（α狋，θ）∈犈（犔犜犙狀）．故（狌，θ）∈
犈（犔犜犙狀），从而犱犻狊狋（犠犖，犘犻，犘犻＋２）＝１．于是犙：狓＝
犘０，犘１，…，犘犻，犘犻＋２，犘犻＋３，…，犘＝狔犾是犠犖中狓与狔
之间的一条路径，但犾犲狀（犙）＝犾犲狀（犘）－１＝
犱犻狊狋（ＷＮ，狓，狔）－１．故犘不是犠犖中狓与狔之间的
一条最短路径，矛盾．

情形１．２．（犘犻，犘犻＋１）∈犈（犠犖）满足定义２（２）．
则狌＝α１且（α犿，α犿＋１）∈犈（犔犜犙狀），１犿狋－１．可
分下述３种情形：

情形１．２．１．（犘犻＋狋，犘犻＋狋＋１）∈犈（犠犖）满足定
义２（３）．则（α狋，θ）∈犈（犔犜犙狀），于是犙：狓＝犘０，
犘１，…，犘犻，０α犻＋２，…０α狋，０θ＝犘犻＋狋＋１，犘犻＋狋＋２，…，犘犾＝
狔是犠犖中狓与狔之间的一条路径，但是犾犲狀（犙）＝
犾犲狀（犘）－１＝犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）－１．故犘不是犠犖中狓
与狔之间的一条最短路径，矛盾．

情形１．２．２．（犘犻＋狋，犘犻＋犻＋１）∈犈（犠犖）满足定
义２（２）且犘犻＋狋的最后一位为０．类似于情形１．２．１，
可证犘不是犠犖中狓与狔之间的一条最短路径，
矛盾．

情形１．２．３．（犘犻＋狋，犘犻＋狋＋１）∈犈（犠犖）满足定义２
（２）且犘犻＋狋的最后一位为１．则｜狌＋θ｜｜α１＋α狋｜＋１．
由文献［４］中定理５．１，有犱犻狊狋（犔犜犙０狀，犘犻，犘犻＋狋＋１）
（狋－１）＋１＜狋＋１＝犾犲狀（狆犪狋犺（犘，犘犻＋１，犘犻＋狋））＋２．故
犘不是犠犖中狓与狔之间的一条最短路径，矛盾．

情形１．３．（犘犻，犘犻＋１）∈犈（犠犖）满足定义２（３）
且犾＞１．可分下述两种情形：

情形１．３．１．（犘犻＋狋，犘犻＋犻＋１）∈犈（犠犖）满足定
义２（３）或者（犘犻＋狋，犘犻＋犻＋１）∈犈（犠犖）满足定义２（２）
且犘犻＋狋的最后一位为０．类似于情形１．２．２与情
形１．２．３，可证犘不是犠犖中狓与狔之间的一条最
短路径，矛盾．

情形１．３．２．（犘犻＋狋，犘犻＋犻＋１）∈犈（犠犖）满足定义２
（２）且犘犻＋狋的最后一位为１．则｜狌＋θ｜１＋｜α１＋
α狋｜＋１．由文献［４］中定理５．１，有犱犻狊狋（犔犜犙０狀，犘犻，
犘犻＋狋＋１）１＋（狋－１）＋１＝狋＋１＝犾犲狀（狆犪狋犺（犘，犘犻，
犘犻＋狋＋１））＝犱犻狊狋（犠犖，犘犻，犘犻＋狋＋１）．故犱犻狊狋（犔犜犙０狀，
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犘犻，犘犻＋狋＋１）＝犱犻狊狋（犠犖，犘犻，犘犻＋狋＋１）．于是犱犻狊狋（犠犖，
狓，狔）＝犾犲狀（狆犪狋犺（犘，狓，犘犻））＋犱犻狊狋（犔犜犙０狀，犘犻，
犘犻＋狋＋１）＋犾犲狀（狆犪狋犺（犘，狓犻＋狋＋１，狔））．从而在犠犖中存
在狓与狔之间的一条最短路径犙：狓＝犘０，犘１，…，
犘犻，犘′犻＋１，犘′犻＋２，…，犘′犻＋狋，犘犻＋狋＋１，犘犻＋狋＋２，…，犘犾＝狔使
得犘′犻＋犽∈犞０，犽＝１，２，…，狋．

情形２．犘犻的最后一位为１．若犘犻＋狋＋１的最后一
位为０．证明类似于情形１．否则可分下述两种情形：

情形２．１．（犘犻，犘犻＋１）∈犈（犠犖）满足定义２（２）．
由文献［４］中定理４．２与定理５．１，有犱犻狊狋（犔犜犙０狀，
犘犻，犘犻＋狋＋１）１＋（狋－１）＋１＝狋＋１＝犾犲狀（狆犪狋犺（犘，
犘犻，犘犻＋狋＋１））．类似于情形１．３．２，引理成立．

情形２．２．（犘犻，犘犻＋１）∈犈（犠犖）满足定义２（３）．
由文献［４］中定理４．２与定理５．１，有犱犻狊狋（犔犜犙０狀，
犘犻，犘犻＋狋＋１）（狋－１）＋１＜狋＋１＝犾犲狀（狆犪狋犺（犘，犘犻＋１，
犘犻＋狋））＋２．故犘不是犠犖中狓与狔之间的一条最短
路径，矛盾．

综上所述，引理成立． 证毕．
由引理８，易证下述推论．
推论４．　设狓，狔∈犞０，且狓与狔的最后一位均

为０，则犠犖中存在狓与狔之间其顶点均在犞０中的
一条最短路径．

定理５．　（狀＋３）／２犱（犠犖）（狀＋３）／２＋１
且犵犾犫（｛犱（犠犖）｜２狀犖２狀＋１－１｝）＝（狀＋３）／２．

证明．　我们首先讨论犱（犠犖）的上界，对任意
的狓，狔∈犞（犠犖），我们分以下３种情形进行讨论：

情形１．狓，狔∈犞０．此时，犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）
犱犻狊狋（犔犜犙０狀，狓，狔）犱（犔犜犙狀）．

情形２．狓∈犞０且狔∈犞１．设（τ，狔）∈犈（犔犜犙狀＋１），
且τ∈犞０．由定义２，有（τ，狔）∈犈（犠犖），于是有
犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）犱犻狊狋（犔犜犙０狀，狓，τ）＋１犱（犔犜犙狀）＋１．

情形３．狓，狔∈犞１．令犿＝ｌｏｇ２｜犞１｜，则狀
犿＋１．由引理７，易得犱（犔犜犙犿）犱（犔犜犙狀）．令犞２＝
｛狌∈｛０，１｝狀＋１｜２狀狌２狀＋２犿－１｝且犞３＝犞（犞１）－
犞２．此时，考虑以下３种子情形：

（１）狓，狔∈犞２．此时，犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）犱犻狊狋（犔犜犙０犿，
狓，狔）犱（犔犜犙犿）犱（犔犜犙狀）．

（２）狓∈犞２且狔∈犞３．设（υ，狔）∈犈（犠犖［犞１］），且
υ∈犞２．由定义２，有（υ，狔）∈犈（犠犖）．于是有犱犻狊狋（犠犖，
狓，狔）犱犻狊狋（犔犜犙０犿，狓，υ）＋１犱（犔犜犙犿）＋１
犱（犔犜犙狀）＋１．

（３）狓，狔∈犞３．令犿１＝ｌｏｇ２｜犞３｜，易得狀犿＋
１犿１＋２．由引理７，有犱（犔犜犙犿１）＋１犱（犔犜犙狀）．令
犞５＝｛狌｜狌∈｛０，１｝狀＋１，２狀＋２犿狌２狀＋２犿＋２犿１－１｝

且犞４＝犞（犞３）－犞５．进一步，我们有以下３种情形：
①狓，狔∈犞５．有犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）犱犻狊狋（犔犜犙０犿１，

狓，υ）犱（犔犜犙犿１）犱（犔犜犙狀）－１．
②狓∈犞５且狔∈犞４．设（υ，狔）∈犈（犠犖［犞３］）且υ∈

犞５．由定义２，有（υ，狔）∈犈（犠犖），于是有犱犻狊狋（犠犖，
狓，狔）犱犻狊狋（犔犜犙０犿１，狓，υ）＋１犱（犔犜犙犿１）＋１
犱（犔犜犙狀）．

③狓，狔∈犞４．令（狓１，狓）∈犈（犠犖［犞３］），（狔１，狔）∈
犈（犠犖［犞３］），且狓１，狔１∈犞５．由定义２，有（狓１，狓）∈
犈（犠犖），（狔１，狔）∈犈（犠犖）．于是，犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）
犱犻狊狋（犔犜犙０犿１，狓１，狔１）＋２犱（犔犜犙犿１）＋２犱（犔犜犙狀）＋１．

故当狓，狔∈犞１时，有犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）犱（犔犜犙狀１）＋１．
综上所述，对任意的狓，狔∈犞（犠犖），有犱犻狊狋（犠犖，

狓，狔）犱（犔犜犙狀）＋１＝（狀＋３）／２＋１．由引理７，
有犱（犠犖）＝ｍａｘ｛犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）｜狓，狔∈犞（犠犖）｝
犱（犔犜犙狀）＋１＝（狀＋３）／２＋１．

接着我们讨论犱（犠犖）的下界：
对于犖＝２狀＋犺，０犺＜２狀，若犺＝０，则由引理７，

该引理成立．取狓＝００狀∈犞１，狔＝０１狀－１０∈犞０．由推
论４，易知犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）＝犱犻狊狋（犔犜犙狀，０狀，１狀－１０）＝
（狀＋３）／２．故犱（犠犖）犱犻狊狋（犠犖，狓，狔）＝
（狀＋３）／２．
若犵犾犫｜｛犱（犠犖）｜２狀犖２狀＋１－１｝｜（狀＋

３）／２＋１，由引理的第一部分，有犵犾犫（｛犱（犠犖）｜２狀
犖２狀＋１－１｝）（狀＋３）／２＋１．故犵犾犫（｛犱（犠犖）｜
２狀犖２狀＋１－１｝）＝（狀＋３）／２＋１．从而对于任
意的２狀犖２狀＋１－１，犱（犠犖）＝（狀＋３）／２＋１．但
由引理７，当犖＝２狀时，有犱（犠犖）＝（狀＋３）／２，
矛盾． 证毕．

我们在文献［１２１５］研究成果的基础上，证明了
犠犖直径的下确界与上界，即犠犖直径的下确界与
犔犜犙狀的直径相等，犠犖的直径最多只比犔犜犙狀的直
径大１，因此证明了犠犖保持了犔犜犙狀的对数级直径
的优良性质．

４　犛犔犜犆通信开销的评估
我们基于Ｊａｖａ平台，通过编写程序模拟了

ＳＬＴＣ互连网络的结构．本节我们对ＳＬＴＣ互连网
络的通信开销进行了评估，并与局部扭立方体的数
据进行比较．

通信开销是衡量互连网络性能的重要评价指
标，而通信开销可以用互连网络的直径和平均距离
来衡量［１８１９］．令狀＝ｌｏｇ２犖，超级局部扭立方体与
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局部扭立方体的直径的模拟数据如图５所示．

图５　犠犖与犔犜犙狀的直径
超级局部扭立方体与局部扭立方体的平均距离

的模拟数据如图６所示．

图６　犠犖与犔犜犙狀的平均距离

通过以上数据，我们有如下结论：超级局部扭立
方体在直径方面与局部扭立方体非常接近，且当狀
充分大时，犠犖的直径约等于犔犜犙狀的直径；另外超
级局部扭立方体在平均距离方面也保持了局部扭立
方体的特性．

５　犠犖与犔犜犙狀的性能比较
综上所述，ＳＬＴＣ犠犖与犔犜犙狀和犙狀相比较有如

下特点：
（１）犠犖是具有任意个顶点的互连网络，相比较

犔犜犙狀的顶点个数均是２的次幂．犠犖克服了犔犜犙狀
不易升级的缺点．

（２）犠犖的顶点的最大度数满足狀Δ（犠犖）
２狀＋１．这表明，一方面，犠犖的度数是对数级的，总体
保持了犔犜犙狀低顶点度数的优点；另一方面，由于一
个顶点上的路由器端口数等于该顶点的度数，因此，
顶点度数的增多会增加网络构成的开销，但单个顶
点增加的开销在最坏情况下不会大于犔犜犙狀中顶点
的２倍多１．

（３）犠犖的连通度满足κ（犠犖）＝λ（犠犖）＝
δ（犠犖），保持了犔犜犙狀高连通度的优点．

（４）犠犖是一个Ｈａｍｉｌｔｏｎ图，保持了犔犜犙狀是一
个Ｈａｍｉｌｔｏｎ图的优点，相比较犙狀不具备该性质．

（５）犠犖的直径犱（犠犖）满足（狀＋３）／２
犱（犠犖）（狀＋３）／２＋１（狀＝ｌｏｇ２犖）且
犵犾犫（｛犱（犠犖）｜２狀犖２狀＋１－１｝）＝（狀＋３）／２．这
说明，犠犖的直径或者与犔犜犙狀的相同，或者比犔犜犙狀
的直径大１；又犱（犙狀）＝狀［１］，故当狀充分大时，犠犖的
直径大约是犙狀的直径的１２（２

狀犖２狀＋１－１）．

６　结　论
本文提出了局部立方体的一个超图———超级局

部扭立方体（ＳＬＴＣ）．通过证明和模拟分析，得出以
下结论：ＳＬＴＣ很好地保持了局部扭立方体低顶点
度数、最高连通度、Ｈａｍｉｌｔｏｎ性质和小直径等优点．
更进一步，由于ＳＬＴＣ具有任意多个顶点，因此对
其升级可以增加任意多个顶点，这说明超级局部扭
立方体在结构上比局部扭立方体更容易扩展，具有
更大的灵活性，它克服了局部扭立方体的升级必须
成倍增加其顶点个数的不易扩展的缺点．
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