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球隙迁移算法实现全局优化
胡劲松　　郑启伦

（华南理工大学计算机科学与工程学院　广州　５１０００６）

摘　要　给出一种新的优化算法：球隙迁移法．该方法不是已有方法的融合或改进，它利用搜索过程中积累的极小
点分布信息形成球隙，以此启发、指导后来的搜索区域，不但逃离了当前局部极小，还能有效地避免重复历史上的
多个局部极小．目前的智能算法中，勘探和开采行为相耦合，球隙法实现了勘探与开采的分离，避免了相互干扰，减
小了代价，对变量耦合对象的优化效果好．文中证明了球隙法能在有限计算次数内确定地找到连续函数的全局
最优．
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１　引　言
优化问题涉及几乎所有的领域．一方面有新算

法提出，比较新的有量子退火、蚂蚁（蚁群）算法、匀
场致退火、微粒（粒子）群、差（微）分进化（ＤＥ）、文化
算法（ＣｕｌｔｕｒａｌＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ）、协同、免疫克隆算法
等，另一方面绝大部分工作集中在对已有算法进行

改进和融合，如吸引与排除粒子群算法（ａｒＰＳＯ）［１］、
多编码ＧＡ［２］等．国内学者在这方面的研究也相当
活跃，如填充函数法、拟人退火［３］、混合差分［４］、单亲
遗传算法、人工鱼群算法等．

以上各种优化算法（包括其改进型），各有优点，
且有不少成功的应用，但优化算法的最重要指
标———全局能力，仍然有待提高．目前的算法在实际
运行中都难以避免地、时不时地陷入局部极值，这是



多年来学者们一直试图解决的最大难题；其次，目前
的优化算法只考虑了克服当前局部极小，而缺乏有
效的机制防止重复或再次陷入已经发现的多个局部
极小．
１．１　优化机制导致的矛盾

优化搜索过程可以看作一个或多个搜索者在一
个有众多山峰山谷的区域，搜寻最低的谷底（山谷的
最低点）．克服局部极小的过程就是搜索者试图从一
个山谷中爬出来，去寻找下一个山谷的谷底．对模拟
退火而言，当搜索者进入一个山谷的范围，每走一步
他都有两种选择：他可以向下走———这种行为称为
“开采”（ｅｘｐｌｏｉｔａｔｉｏｎ），可以找到该山谷的谷底，即
发现局部极小（包括全局极小）；他也可以向上
爬———这种行为称为“勘探”（ｅｘｐｌｏｒａｔｉｏｎ），可以使
得他爬出这个山谷，去搜索其它山谷，这个过程称为
克服局部极小．在模拟退火中，勘探和开采是交织在
一起的：即从当前状态到下一状态时，既可以选一个
好解（开采），也可以选一个劣化解（勘探）．于是带来
了一系列矛盾：

（１）按退火概率机制，搜索者连续向上或向下
的概率是极小的，他向上爬一步，向下退几步，很多
时候相互抵消，白白增加代价．

（２）如果加强开采，他一直下降到谷底，一般从
山谷底部爬出来的概率是很小的，尤其是范围较大、
底部较平的山谷，于是陷入该局部极小．

（３）如果加强勘探，他可能搜索到某山谷的上
部就转而爬出该山谷了，由于他没到过该山谷的谷
底，因此不清楚谷底的具体深度，而该谷底有可能就
是全局最小，就因此而错失，即所谓“浅尝辄止”．勘
探虽然使得搜索逃离了局部极小，却也可能导致错
失全局极小．克服某个或某些局部极小并不意味着
一定能得到全局极小．

（４）设搜索者已搜索过犃、犅两个山谷并到达了
犆山谷，搜索完犆后，他从犆爬出，有可能又进入到
犃或犅山谷重新搜索，显然这是不必要的浪费，还
导致重陷局部极小，因此不但要能逃离当前局部极
小犆，还要能有效地避免重复历史上的多个局部极
小犃、犅．

目前的启发式算法克服局部极小的机理本质上
都是按某种概率接受“劣化”解，如遗传算法以轮盘
选择后代，蚁群算法按信息素概率选择路径，这点和
模拟退火的勘探行为相似，勘探和开采也是交织在
一起的，同样存在以上的矛盾和问题［５］．勘探和开采
的矛盾一直是研究热点［６］，主要方法是调整参数［５］，

但这不能从根本上解决问题，因为实际问题是复杂
多样的，参数也是多样的；其次要增加克服局部极小
的成功率，就得加大接受差解的概率，导致代价剧
增．调整参数的结果往往顾此失彼．例如将模拟退火
的初始温度设高一些，退火系数小一些，全局能力就
强，但是代价也增大．将遗传算法的群体规模设大
些，也同样如此．在仿真实验中，如果某次找不到全
局极值，下次加大群体规模，或延长迭代次数，一般
会有所改进，或者采用随机重启策略．通常是这样反
复实验，选取不同的参数，直到在某个“最佳参数”下
以较小的代价获得全局极值．但对实际优化工程而
言，每一次实验都要花费金钱、时间，因此衡量算法
的代价应该是在各种参数情况下的、全部实验次数
的代价总和，而不仅仅只在最佳参数下统计．
１．２　全局性证明的局限性

遗传算法（包括各种混合和变种）研究时间相对
较长，成功应用的例子多，相关的收敛性理论研究也
更深入．徐宗本等人［７］指出Ｅｉｂｅｎ所给出的收敛性
结果只适用于满足特定条件，且不易找出具体所对
应的参数化函数描述，所得结果也很难直接用于实
际．连续变量ＧＡ（实数编码）的全局性更复杂，文
献［８］在群体无限大的假设下，讨论了分别单独使用
交叉和变异算子时的收敛性，文献［７］认为其证明强
加了许多不自然的假设．林丹、李敏强等人［９］给出了
特殊条件下群体充分大且迭代次数趋向于无限时的
收敛性判断法则．当种群规模趋于无穷时，用于分析
连续优化问题的框架与方法均不完善，存在着这样
或那样的限制与不足，目前还没有一个好的方法可
用于准确描述连续的动态行为，并在不强加任何严
格的或人为的条件下给出相关的收敛性结果［７］．

Ｇｕｔｊａｈｒ［１０］基于图建立了蚁群算法解决组合优
化问题的一般框架，在特定的条件下———选择充分
大的蚂蚁数量或足够小的信息素挥发系数来获得任
意小的值，证明了基于图的蚁群算法（ＧＢＡＳ）可以
保证接近于１的概率收敛于给定问题的最优解；
Ｓｔｕｔｚｌｅ和Ｄｏｒｉｇｏ［１１］证明了当迭代次数趋向于无穷
时，针对一类蚁群算法，可以保证找到全局最优解；
文献［１０１３］对不同的蚁群算法进行了收敛性分析，
朱庆保［１４］认为以上证明都不同程度地存在一定的
局限性，有较多的条件约束．

ＶａｎｄｅｎＢｅｒｇｈ［１５］对基本微粒群（ＰＳＯ）算法和
保证收敛的ＰＳＯ算法（ＧＣＰＳＯ）进行了研究，指出基
本ＰＳＯ算法不能保证全局或局部收敛，而ＧＣＰＳＯ
则属于局部收敛．目前对粒子群算法收敛性的证明
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都仅局限于证明算法是收敛的，还没有证明纯粹的
粒子群算法能收敛到最优解［１６］．

总之，目前关于智能优化算法的全局性证明绝
大多数建立在运算时间（次数）无限长的前提之上，
多数证明都强加了一些不自然的约束条件，如群体
无限大、已接近最优等，尤其对解空间无限的连续优
化问题，鲜有关于有限步的全局收敛证明（不强加特
殊条件）．大量的实验和应用表明目前的优化算法在
运行中不时陷入局部极值．

本文给出一种新的优化方法．它不但能逃离当
前局部极小，还能有效地回避历史上已经发现的多
个局部极小．同时，由于实现了勘探与开采的分离，
它减小了代价，提高了成功率．本文证明了它能在有
限计算次数内确定地找到连续函数的全局最优．

２　球隙迁移原理
定义１．　界内间断点：函数犳（狓）在点犲有定义，

左极限ｌｉｍ
狓→犲－０犳（狓）与右极限ｌｉｍ狓→犲＋０犳（狓）均存在但不相

等，且犳（犲）介于左右极限之间，即满足ｌｉｍ狓→犲－０犳（狓）
犳（犲）ｌｉｍ狓→犲＋０犳（狓）或者ｌｉｍ狓→犲＋０犳（狓）犳（犲）
ｌｉｍ
狓→犲－０犳（狓），则称犲为函数犳（狓）的界内间断点．多元
函数依此类推．

本文目标：非随机的连续变量优化问题（随机
性问题与随机型算法是不同的概念），数学描述
如下：
狀维连续变量犡＝（狓１，狓２，…，狓狀）∈Ω，函数狔＝

犳（犡）在闭区域Ω内除界内间断点外无其它类型的
间断点，犳的数学表达式未知，求犳的最小值．

本文不要求目标函数可导，不要求全域连续，非
随机的连续或分段连续函数均满足以上要求．文
献［１７］附录中的１８个测试函数中１６个是该类型
（另有２个随机型），应该说实际应用中的非离散优
化问题绝大多数是这类问题．

定义２．　孤立极小点：设函数犳在点犃的邻域
δ有唯一极小值犳（犃），称该邻域为犃的极值域．

定义３．　从极值域δ中一点犅出发，做贪心搜
索，轨迹必趋向极点犃．称犅犃为起极对．

我们可以把局部极小点犃看做一个吸引子，极
值域δ是吸引子犃的吸引域．克服局部极小的目的
在于获取新的局部极值，所以其实质就是：使得搜索
得到极小点犃之后，再摆脱它．其难点在于：当勘探
和开采交织在一起时（见上节），任何试图取得好解

（比当前解好）的行为都将被吸引子吸引住，从而难
以摆脱．我们的想法是首先将勘探与开采分为２个
相互独立的过程，从而避免了相互影响，之后分而
治之．

定义４．　球隙：设狀维空间中有犽个点围成的
一个唯一确定的超球犌，这犽个点都在球面上，则称
球犌为一个球型的空隙（空心球），简称球隙．如图１
中，点５、６、７围成球隙３．

图１　球隙、极值域示意图

图１中小圆点２、４、６表示局部极小点，每个极
小点有一个包围其的极值域，即图中的不规则的虚
线框．图中用虚点线画出了３个圆，即球隙．图中点
１至２的箭头表示从点１出发做贪心搜索，找到极
小点２，因贪心法无法摆脱局部极小，我们设想以某
种方式（见下文）将搜索从２直接转移到点３，从３
进行局部搜索，发现极小点４．图中三角形状的点１、
３、５、７称为“转移点”．因为从点５已经找到点６，所
以转移到点７再到６是重复搜索，如果一直在点６
的极值域搜索下去，将是不断重复，于是陷入局部极
小点６．

我们的想法是在找到点６后将搜索转移到６的
极值域之外，于是自然摆脱了局部极小，同时不应转
移到“老”极小点２、４的极值域，那样又是重复（即上
节的多局部极小），而应该转移到一个新的极值域进
行贪心搜索，发现新的极值，如此不断转移，不断找
到新极值，当所有极值都发现了，从中取最好则为全
局极值．我们给出以下启发式策略以形成新转移点．

启发式策略１．离已找到的极小点越远，越不容
易落入其极值域．

启发式策略２．离已使用过的转移点越远，越不
容易落入老极值域，老转移点表明该区域已被开
采过．

这种“远离”策略无需知道极值域范围．因为存
在多个点，不能远离一个却接近另一个，所以各点相
互牵制，其次还有边界的限制．注意到球隙的中心恰
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符合以上要求．图１中绘出了３个球隙（实际不止
３个），一般情况下选最大球隙的中心为佳，即以球隙
２中心的星型点８为下一个转移点，从该点出发搜
索未知的新极小点，之后由于点８和新极小点的加
入，当前最大球隙２分裂成若干小球隙，刷新球隙的
大小排序，下一次搜索将迁移到其它较大球隙，称之
为球隙迁移法．

起极对（定义３）之间的区域存在其它极小点
的概率较小（见下节定理１７）．注意到点６、７和点５
都是起极对，所以球隙３虽然大于球隙１，但从其
发现新极点的概率一般不大．

启发式策略３．如果形成球隙犌的点都是起极
对，则犌的大小应当减半考虑．

球隙迁移法包括贪心搜索和球隙转移两个过
程．贪心搜索为单一的开采，球隙转移为纯粹的勘
探，互不干扰，不但减少了代价，而且提高了克服局
部极小的能力，其次，球隙转移能减少多局部极小的
重复．

３　球隙迁移法的全局性证明
从整个优化过程来看，球隙迁移法可以一直迁

移，而不会只收敛于一点，这和多数智能算法都不
同，然而它却能在有限次内发现全局解，下面证明．

定理１．　狀维空间中的狀＋１个线性无关的点
能确定一个唯一的球隙．

证明．　设狀维空间有狀＋１个点，所有点坐标
已知．令其中第犽个点犘（犽）的第犻坐标分量为
狆犻（犽），于是可写出该点所在的狀维超球面方程：

（狆１（犽）－狉１）２＋…＋（狆狀（犽）－狉狀）２＝犚２ （１）
其中狉犻为球心的第犻坐标分量，犚为球的半径，均为
待求的球参数，注意到其中共狀＋１个参数待定．将
狀＋１个点分别代入方程１得到一个方程组：
（狆１（１）－狉１）２＋…＋（狆狀（１）－狉狀）２＝犚２
　　　　　　
（狆１（狀＋１）－狉１）２＋…＋（狆狀（狀＋１）－狉狀）２＝犚
烅
烄

烆 ２
．

以方程组中的第犻个方程减去第犻＋１个方程有
２（狆１（犻）－狆１（犻＋１））·狉１＋…＋２（狆狀（犻）－狆狀（犻＋１））·狉狀＝
狆１（犻）２－狆１（犻＋１）２＋…＋狆狀（犻）２－狆狀（犻＋１）２．

由以上方式共可得到狀个关于狉１～狉狀的一次线
性方程．如果这狀个方程线性无关，则能得到唯一的
一组狉１～狉狀，将它们代入第狀＋１个方程，因犚为正
数，得到唯一的犚． 证毕．

当犽＜狀＋１点，也可和边界组成球隙，即由犽个

点构成、球心不超出边界的最大球．
定义５．　狀维欧氏空间的广义体积为

∫…∫…∫犱狓１
狀

Ω
犱狓２…犱狓狀，

其中Ω为闭区域．显然闭区域的广义体积是有限的．
定理２．　闭区域Ω内的孤立极小点的个数是

有限的．
证明．　设Ω内任意孤立极小点犃的极值域δ

的广义体积为犞犃，犞犃不能为无穷小．设Ω的广义体
积为犞Ω，犞Ω不能为无穷大，所以犞Ω／犞犃为有限数，即
只能包含有限个δ，又因为所有极值域相互不包含且
都在Ω内，所以孤立极小点的个数是有限的．证毕．

引理１．　如果将连续相等的非孤立极小点看
做一个，则定理２对所有极小点都成立．

定理３．　犅∈δ且犅≠极小点犃，则过点犅的
等高线的切线夹角α不为无穷小．如图２．

图２　α不为无穷小
证明．　反证法．设α为无穷小，则等高线变成

图３所示，点犆、犇、犈合为一点，注意到图２中等高
线右侧为下降方向犳（犆）＝犳（犇）＞犳（犈）．则图３
中，ｌｉｍ

犆→犈犳（犡）＝犳（犆）＝ｌｉｍ犇→犈犳（犡）＝犳（犇）＞犳（犈），
即在犈点不连续．如δ为连续区域，则假设不成立．
若δ内有间断点犈，由上述极限式知犈不是界内间
断点，与目标函数的条件矛盾，假设也不成立．证毕．

图３　α为无穷小
上述结论可以推广到狀维．
定理４．　从极值域δ内任意一点犅出发，通过

均匀分割角度，贪心法能在有限步数内以给定精度
逼近极小点犃．

证明．
（１）在图４中，贪心法欲从犅点寻找下降方向．

它先在图４中的４个相互垂直的实箭头方向做探
测，均失败，之后对角度进行４５°均分，沿着４个虚箭
头进行探测，在正右方成功获得下降方向．称这种探

６９１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１２年



测为均匀分割角度．由定理３，α不为无穷小，因此通
过不断对角度均匀划分，总能通过有限次试探找到
下降方向．

图４　均匀分割角度

（２）设第犻次成功搜索后函数值下降Δ犳犻，有
ｍｉｎ｛Δ犳１，…，Δ犳犻，…，Δ犳犽｝＞ε，ε为某个小正数，犽
为到达指定精度的步数，犽（犳（犅）－犳（犃））／
ｍｉｎ｛Δ犳１，…，Δ犳犻，…，Δ犳犽｝＜∞，即犽为有限值．

综合（１）、（２），该贪心法能在有限步数内以给定
精度接近极小点犃． 证毕．

上述贪心法是“笨办法”，仅用于证明．Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ
法能沿着“狭窄”山谷快速前进［１８］．

定义６．　如孤立极小点犃不在定义域Ω的边
界上，从犃到极值域δ边界的最小距离称为极值域
半径．如犃在Ω的边界上，则δ的边界和Ω的边界
有部分重合，极值域半径改为从犃到δ的不重合边
界的最小距离．对非孤立极小点为从δ边界到任意
一处极小的最小距离．

定理５．　极值域半径不为无穷小．
由犳的性质和极小点的定义可证．
定理６．　如转移点犅到极小点犃的距离小于

其极值域半径，则贪心法可在有限步数找到犃．
证明．　由已知条件和定义６可知犅∈δ，根据

定理４，即证．
定理７．　如犳在极小点犃处二阶连续可微，则

在犃附近犳可近似为半正定二次型函数．
证明．　由已知得犳（犃）＝０，２犳（犃）半正

定［１８］，其泰勒展开式
犳（犡）＝犳（犃）＋犜犳（犃）（犡－犃）＋
０．５（犡－犃）犜２犳（犃）（犡－犃）＋（犡－犃２）．

证毕．
定理８．　如果对一个二次函数依次沿着一组狀

个线性无关的、共轭的方向极小化，则其极小将在狀
步或狀步以前到达，且与初始点无关，称之为二次收
敛性［１８］．

定理９．　Ｐｏｗｅｌｌ法具有二次收敛性［１８］．
定理８和９告诉我们，在局部极小点附近用

Ｐｏｗｅｌｌ法能快速精确地找到局部极值．可以将

Ｐｏｗｅｌｌ与Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ相结合，Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ法可以
用来做粗搜索．

定理１０．　Ω内的任意未发现的极小点必包含
在现有的某一个球隙中．

证明．　所谓现有球隙是指：已找到的极小点和
已有的转移点及边界所形成的全部球隙．设图５中
犡为某个未发现的极小点，点１、２、３为已有极小点
或转移点．点１为离犡最近的已有点．以１指向犡
的射线（箭头）方向扩展圆１，即圆心在该射线上向
箭头方向运动，且保持点１在圆上．当圆１遇到点２
时停止扩展．以点２和点１的中垂线向犡一侧（箭
头）扩展圆２，遇到点３停止，即得到包含犡的球隙，
如点３不存在，则一直扩展到圆心不超出边界．以上
为２维，上述过程可以扩展到高维，只要保证圆心所
在的射线过几何垂心，向犡一侧扩展，且垂直于已
扩展的各点所在的面．对于３维，以过点１，２，３形成
的三角形的垂心且垂直于该三角形所在平面，向犡
一侧扩展．上述扩展总是可以包含犡． 证毕．

图５　球的扩展

补充：虽然犡是未知的，但该证明并非是构造
包含犡的球隙，而是证明存在一个球隙．定理１０说
明在已有点形成的球隙内进行搜索就能不断找到新
极小点，且不会遗漏任何极小点．

定理１１．　球隙内接多边形（体）相互不穿越．
内接多边形由同一球隙上已有点连线构成．

图６　多边形（体）相互不穿越

证明．　反证法．假设图６中球隙４的内接三角
（多边）形被球隙５的内接三角（多边）形的一条边穿
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越球隙４上过点２、１、３的弧段被球隙５包含点１
必在球隙５中与球隙的定义矛盾，因为点１为球
隙构成点（点２、３不是），它不应在任何一个球隙内
部假设不成立．上述证明可以推广到狀维空间．

证毕．
定理１２．　定义域Ω内的球隙数量有限．
证明．　球隙的内接多边形的广义体积不为无

穷小，且相互不穿越，因此数量有限． 证毕．
定理１３．　球隙迁移法能在有限步数内发现函

数犳的全局极小．调用一次评估函数为一步．
证明．　设当前由犽个转移点用犽次贪心搜索

发现了犿个局部极小点（犽犿，因有重复），假设全
局极小并不包含其中，并设全局极小的极值域半径
为η．将这犽＋犿个已有点形成的球隙按大小排序：
犌１，犌２，…，以当前最大球隙犌１的球心为新转移点进
行贪心搜索，找到一个极小点（新的或重复老的），所
以至少有一个新点加入，该最大球隙被破坏，相关邻
近点重组为若干小球隙，如此不断进行，当前最大球
隙不断减小，根据定理１２和２，必可以使用有限次
贪心搜索将当前最大球隙减小到η．由定理１０和６，
必在这之前发现全局极小．根据定理４，每次贪心搜
索的步数有限，因此总的步数为有限值． 证毕．

定理１４．　采用启发策略３，算法仍可以有限步
发现全局极值．

证明．　设当前球隙序列由大到小排列：犌１，
犌２，…，犌犻，…．设形成球隙犌１的点是起极对，按启
发策略３，犌１的大小应减半计算，于是重新排列球隙
序列：犌２，…，犌犻，犌１，…．当犌２，…，犌犻被分裂减小之
后，必轮到犌１，所以即使按照重新排列的序列，通过
分裂总可以使得序列的最大球隙小于δ． 证毕．

定理１５．　某次贪心搜索中途退出，算法仍可
以有限步发现全局极值．

证明．　贪心搜索从点犅出发，但中途因为某
种原因在点犆退出，未能达到极小点犃．设距离
犆犃＝γ＜η，则可将极值域半径视为γ．通过球隙序
列不断减小，可使得当前最大球隙＜γ，根据定理６，
必可发现犃．因犃为任意极小点，所以算法仍可以有
限步发现全局极值． 证毕．

实际应用中，计算机步长有限，考虑到代价，不
可能将精度每次都设为最小，其次曲面的某处特别
平坦，可能导致搜索提前退出，由上述定理保证了不
会遗漏全局极小，同时启示我们先以低精度搜索，以
节省代价．

定理１６．　对于二阶连续可微函数犳，在其任意

极小点犃的极值域δ内必存在一个凸集犛，犳为犛
上的凸函数．

证明．　由已知得犳（犃）＝０，２犳（犃）半正
定［１８］当犡∈犛δ，犳为犛上的凸函数［１８］．

定理１７．　犳为犛上的凸函数，如转移点犅∈犛，
则犅与犃之间连线上不存在其它极小点．

证明．　因为犛为凸集，所以犛内任意两点的
连线必在犛内．

因为犃∈犛，犅∈犛，所以犃与犅连线落在犛内．
因为犃为犛内唯一的极小点，所以犃与犅连

线上的其它点必不为极小点． 证毕．
定理１７是启发策略３的理论依据．
注意到大多数情况下，自然界的山越高，山脚的

范围越大；湖越深，湖面越广．对于函数，初始值相
同，下降梯度相同的情况下，极小值越小，“坑口”越
大，于是有以下策略．

启发式策略４．大多数情况下，极小点的值越
小，其极值域半径越大．

由该策略和定理６，全局极小点及其附近极小
点更有可能先被发现．

４　算法实现
第２节已给出球隙法的基本步骤，其关键是如

何刷新球隙序列以求得下一个转移点．可以采用增
量Ｖｏｒｏｎｏｉ法［１９］求得新的球隙序列：设已知当前犽
个点形成球隙序列，新增加第犽＋１个点，判断新点
落入的那个Ｖｏｒｏｎｏｉ多边形（体）内，同时修改该
Ｖｏｒｏｎｏｉ多边形（体）及相应Ｖｏｒｏｎｏｉ多边形（体）的
边与顶点．如新球隙符合启发式策略３，还需对新球
隙的大小进行修正，于是得到新的球隙序列．此处
Ｖｏｒｏｎｏｉ法不是用于逼近目标函数犳的极小点，反
而是远离之．

目前智能算法通常以收敛来判断是否停机，而
球隙迁移法可以一直迁移，不会最终收敛到某个点，
但当所有的极小点都被发现后，继续运行将只能重
复已有的极小点，因此我们给出以下停机法则：连续
若干次没有发现新极小点就可停机．在已找到的极
小值中选最小的那个．如果要更高的精度，以最小的
极小点为起点，再用贪心法以更小的步距求精．

由启发式策略４，一般情况下全局最优会在这
之前被发现．

用ｆｌｏａｔ精度保存一个数，一个狀维的点要４狀
个字节，有１０００个点的５０维函数也不过占２００ＫＢ
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内存，因此球隙法的空间代价不太大．当极小点很多
时，上述转移点算法比较复杂，虽然求Ｖｏｒｏｎｏｉ多边
形无需调用犳，不增加实际优化代价，但会增加
ＣＰＵ计算时间．可以考虑新转移点只远离当前局部
极小点及重复次数较多的极小点，得到以下简化的
转移点算法．

设：第犽次贪心搜索通过转移点犅１发现了局部
极小点犃１，欲求下一个转移点犆．

令函数
犌（犡）＝犡－犃１２∧犡－犅１２∧

犡－犃２２∧ｍｉｎ犡－Ω （２）
其中∧表示取小，犃２为前犽－１次搜索中重复次数
最多的局部极小点．ｍｉｎ犡－Ω为犡到最近边界的
距离，该项是为了防止犡太靠近边界．

可以用贪心算法求该函数的极大值即得到犆：
犆＝ａｒｇｍａｘ（犌（犡））．

犌（犡）可能有多个极大值，根据启发式策略３，
只需犆不在起极对的连线上．式（２）要取得极大值，
每一项都不能小，也即犡必须远离犃１、犃２、犅１和边
界．显然，该简化算法克服当前局部极小的能力与原
算法是相同的，但克服多局部极小的能力有所减弱，
因此代价有所增加．注意到犌（犡）不含目标函数犳，
因此求其极大值不增加实际优化代价，所以犌（犡）
本质上不同于隧道函数法、填充函数法中的辅助
函数．

５　仿真实验结果
目前使用的很多测试函数是可分离的，如

Ｒａｓｔｒｉｇｉｎ、Ｑｕａｄｒｉｃ等，虽然维数高但难度低，而实
际应用中，可分离这种特殊形式不多，因此选了３个
不可分离的、变量间耦合的测试函数，难度较大．为
公平起见，对比算法的结果全部来自文献．

（１）ＧｏｌｄｓｔｅｉｎＰｒｉｃｅ多峰值函数．－２狓犻２，
［１＋（狓１＋狓２＋１）２（１９－１４狓１＋３狓２１－１４狓２＋６狓１狓２＋
３狓２２）］·［３０＋（２狓１－３狓２）２（１８－３２狓１＋１２狓２１＋
４８狓２－３６狓１狓２＋２７狓２２）］．将球隙法在不同的初始点
运行，１００次结果取均值，与文献［１２］的７种方法
及其结果对比，如表１．球隙法的代价仅为ＰＳＯ的
万分之八，正如启发策略４所述，全局极值在１９７次
（不到停机代价的一半）就可以发现．虽然该函数
维数低，但变量耦合，难度较高，３种ＧＡ成功率
较低．

表１　犌狅犾犱狊狋犲犻狀犘狉犻犮犲多峰值函数平均优化结果
算法 代价（函数

评估次数）最小值成功率／％
差分进化（ＤＥ） ５０００００ ３０００ １００
微粒群（ＰＳＯ） ５０００００ ３０００ １００

ＡｔｔｒａｃｔｉｖｅａｎｄＲｅｐｕｌｓｉｖｅＰＳＯ５０００００ ３．５１６－（＜１００）
ＳｉｍｐｌｅＥＡ（ＳＥＡ） ５０００００ ３０００ １００

ＭｕｌｔｉｐｌｅｅｎｃｏｄｉｎｇＧＡ（ＭＧＡ） ５００００ ４．１７　 　２
ＢｉｎａｒｙｅｎｃｏｄｉｎｇＧＡ（ＢＧＡ） ５００００ ５．６４　 　０
ＧｒａｙｅｎｃｏｄｉｎｇＧＡ（ＧＧＡ） ５００００ ５．５７　 　２

球隙迁移法 ４１１（１９７
初次发现）３０００ １００

图７是优化过程曲线，记录每次贪心搜索的当
前最好值，而非全局最好值，这与大多数论文不同．
因为球隙法不断迁移，在切换到新迁移点时会有大
幅度的跳跃式上升，所以曲线是“非减幅振荡式”，而
不是“收敛式”（其它算法是减幅振荡收敛），这正是
本方法的独特之处．第一次贪心搜索找到局部极小
点１，继续努力若干次找不到比１更好之后，转移到
新点，该点的值太大，超出图的显示范围（若加大犢
轴刻度则看不到曲线底部细节）．第二次搜索在狓＝
２３７处找到了全局极值．极小点３之后的转移点值
较好，上升不大．点４与点２、点５与点１同值，意味
着两个极小点被重复发现，此时已经发现了全部极
小点，在点４就可以停机．

图７　球隙法的优化过程图

（２）六驼峰函数．４狓２１－２．１狓４１＋１３狓
６１＋狓１狓２－

４狓２２＋４狓４２，其中－５狓犻５．将球隙法与文献［１］的
差分进化（ＤＥ）、微粒群（ＰＳＯ）对比，如表２．本文算
法代价仅为微粒群算法、差分进化的０．１９２４％．

表２　六驼峰多峰值函数平均优化结果
算法 代价（函数评估次数） 最小值 成功率／％

差分进化（ＤＥ） ５０００００ －１．０３１６ １００
微粒群（ＰＳＯ） ５０００００ －１．０３１６ １００
球隙迁移法 ９６２（２４７初次） －１．０３１６ １００

（３）Ｃｏｌｖｉｌｌｅ函数．１００（狓２－狓２１）２＋（１－狓１）２＋
９０（狓４－狓２３）２＋（１－狓３）２＋１０．１（（狓２－１）２＋（狓４－
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１）２＋１９．８（狓２－１）（狓４－１），其中－１０狓犻１０，全
局极小值０．将球隙法与文献［１６］的模糊文化进化
程序（ＦＣＡＥＰ）、文献［１５］的多编码ＧＡ（ＭＧＡ）对
比，如表３．表中本文算法的代价仅为ＦＣＡＥＰ算法
的０．６７３％．表中的ＭＧＡ的成功率为０．

表３　犆狅犾狏犻犾犾犲函数优化结果
算法 代价（函数评估次数） 最小值 成功率％
ＦＣＡＥＰ ５０００００ 　０ １００
ＭＧＡ ５００００ ２０４ 　０

球隙迁移法 ３３６５（１６２５初次） 　０ １００

６　结论与展望
球隙迁移法基于新的优化原理，不但能避免当

前局部极小，还能有效地避免重复历史上的多个局
部极小，它实现了勘探与开采的分离，避免了相互干
扰，对耦合对象的优化效果好．本文证明了球隙法能
在有限计算次数内确定地找到连续函数的全局最
优．当然，根据ＮｏＦｒｅｅＬｕｎｃｈ定理，对于全部的优
化问题集，任意两种算法的平均性能是相同的．对于
可分离函数，球隙法不如ＧＡ高效，其次球隙法目前
还仅限于连续优化．

相比当前成熟的智能算法，还有很多工作要做，
不少地方还需完善，目前我们的主要工作内容还是
无约束优化，下一步将其扩展到约束优．文献［１７］给
出了６种罚函数方法，这些方法将约束问题转化为
无约束问题，球隙法可以直接采用．对于非凸定义
域，可以将其分割成若干凸区域，分别求每个子区域
的最小值，再求总的最小值．

致　谢　衷心感谢华南理工大学李桂清教授及匿名
审稿专家，他们对本文提出了宝贵建议！
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