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基于相变和似然性的多相图像分割方法
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摘　要　ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型是一种基于材料科学中ＭｏｄｉｃａＭｏｒｔｏｌａ物理相变原理的多相图像分割方法．针对该模型
分割结果不完全、易受噪声和亮度不均匀性影响的问题，提出了一个改进的ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ多相图像分割模型．基
于ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型，ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型用指数函数代替ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型的Ｓｉｎｃ函数，并从分段常数图像假设推广
到高斯分布函数图像假设；模型偏微分方程的数值解采用凸函数分裂方法迭代，获得每个相的局部最优解，同时给
出一种标准初始化方法使迭代过程易于收敛到理想局部极小值．与ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型和偏差矫正模型相比，实验结果
证明ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型在噪声消除和自偏差矫正方面都更加鲁棒．
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１　引　言
多相图像分割源于给定图像存在两个以上待识

别目标的自动划分问题，是图像分割领域的研究难
点和热点．常见图像分割方法主要包括直方图分析、
区域生长、边缘检测以及基于偏微分方程（ＰＤＥｓ）方
法４大类［１２］．多相图像分割方法以基于ＰＤＥｓ和变
分方法为主流［３１０］．这是因为该类方法的理论在物
理、机械等其它领域已经比较成熟［１１］．基于水平集
（ＬｅｖｅｌＳｅｔ）方法是的一类主要多相图像分割模型．
Ｏｓｈｅｒ等人［１２］最早将其用于区域图像分割的边界
演化．Ｓｈａｈ等人［８］将简化的ＭｕｍｆｏｒｄＳｈａｈ模型和
水平集方法应用于分段常数两相图像分割，提出变
分水平集ＣｈａｎＶｅｓｅ模型，取得很大成功［６］．随后
水平集方法以不同方式被推广到多相图像分割［１３１９］

中．多相与两相图像分割主要区别在于区域划分与
表达，推广的方式可分为两类：（１）采用多个水平集
函数，如用犖个水平集函数表达２犖个相［１３１４，１７１９］；
（２）仍然采用单水平集函数，但对不同相赋予不同
水平值［１５１６］．基于水平集模型多相图像分割建立在
分段常数假设上，即假设图像中每类灰度值都非常
接近该类平均值，如分段常数ＣｈａｎＶｅｓｅ模型［６］和
Ｐｏｔｔｓ模型［２０］．针对基于水平集多相图像分割结果
为局部最优问题，基于不同松弛方法改进分段常数
证明可取得全局最优解［２０２２］．分段常数假设便于模
型实现，但当图像灰度值与分段常数相差较大时，模
型往往就会失效．因此一些研究者将模型中常数部
分增加偏差，用犮犻×犫（狓）替代第犻类均值犮犻进行改
进［２３２６］，但一般要求偏差犫（狓）≈１（如０．９＜犫（狓）＜
１．１），否则模型将失去分段常数优势．这种改进模型
对低强度噪声或低对比度照明的不均匀图像分割效
果良好，但当噪声强度较大，或光照不均匀性较强
时，如犫（狓）＞１．１或犫（狓）＜０．９，分割效果明显
下降．

最近ＭｏｄｉｃａＭｏｒｔｏｌａ物理相变原理被应用到
多相图像分割［２７２９］中，其核心思想类似Ｍｕｍｆｏｒｄ
Ｓｈａｈ模型［８］，但存在两点不同：（１）边界长度表达采
用了材料科学和流体力学中的相变原理；（２）用
ｓｉｎｃ（狓）函数近似代替特征函数，用凸函数分裂原
理［３０］，并结合Γ收敛理论［３１３２］，保证模型收敛到局
部极小值或鞍点，目标分割结果以迭代方式直接获
得．而基于水平集方法需要先求出不同相的边界，通
过赋予边界内常数的方法得到分割结果．

不管是基于水平集的还是基于物理相变模型的
多相图像分割，它们都假设图像是分段常数．这种假
设要求过强，根据Ｂｒｏｘ等人［３３］给出的分段光滑泛
函的ＭｕｍｆｏｒｄＳｈａｈ模型在统计学上的解释，可以
将每个像素上的灰度值看作一个随机变量．分段常
数模型可以理解成这样一个统计模型：即所有点的
分布均为高斯分布，并且所有高斯分布都具有相同
的方差且等于１／２槡π，即使这些点不属于同一个相．
实际上不同方式获取的图像有不同概率分布，如果
允许不同相所对应的高斯分布的方差为不同值且不
固定，则这样的统计模型将更加健壮．其次在基于水
平集多相图像分割中，不同相曲线演化方程之间的
耦合造成曲线演化时间长，分割结果易受水平集函
数初始值影响；物理相变模型取随机值为初始
值［２７］，使图像分割结果不完全，即不能获得真正需
要的相的个数．此外基于水平集模型的图像分割区
域与水平集函数没有直接对应关系，不便于目标检
测，物理相变模型则可通过迭代直接获得分割结果．
鉴于此，本文运用统计学原理，将高斯分布假设推广
到分段常数图像分割模型，使应用范围和分割效率
都得到增强；同时基于物理相变模型［２７］建立多相图
像分割模型，由相变函数直接给出分割结果，使分割
更加简易．由于物理相变模型能量函数不是凸函数，
仍用文献［２７］中凸函数分裂原理（ＣｏｎｖｅｘＣｏｎｃａｖｅ
Ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ，ＣＣＣＰ）［３０］以确保迭代收敛到局部极小
值或鞍点．为使模型收敛到理想局部极小值，提高迭
代收敛速度，结合相变函数原理，利用原图像信息设
置相变函数初值．

本文第２节给出在指数函数和高斯分布假设下
ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ改进模型；第３节给出基于凸函数
分裂原理的改进模型数值迭代方案；第４节给出
ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型多相图像分割方法；第５节给
出图像分割实验，并与ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型和偏差矫正
模型［２３］实验结果比较；最后得出结论．

２　犛犻狀犲犈狓狆犌犪狌狊狊模型
２．１　犛犻狀犲犛犻狀犮模型

Ｊｕｎｇ等人［２７］提出基于物理相变的ＳｉｎｅＳｉｎｃ
模型，描述如下．设Ω为有界Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ域，给定图像
狌０：Ω→犚．假定图像中有犓相（类），每个相的对应
区域为Ω０，Ω１，…，Ω犓－１，类别标签函数狕（狓）和能量
函数分别为

狕（狓）＝犽，如果狓∈Ω犽（犽＝０，１，…，犓－１）（１）
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　犈ε［狕｜狌０］＝∫Ω
ε｜狕｜２＋１εｓｉｎ

２（π狕［ ］）ｄ狓＋
λ∑
犓－１

犽＝０∫Ω
（犆犽－狌０）２ｓｉｎｃ２（狕－犽）ｄ狓（２）

其中ε是参数，函数ｓｉｎｃ（狓）＝ｓｉｎ（π狓）π狓．
为与文献［２７］中符号保持一致，下面仍然用

犉ε［狕］表示式（２）中第１项，用犌［狕｜狌０］表示式（２）中
第２项主体部分，即

犉ε［狕］＝∫Ω
［ε｜狕｜２＋１εｓｉｎ

２（π狕）］ｄ狓 （３）

犌［狕｜狌０］＝∑
犓－１

犽＝０∫Ω
（犆犽－狌０）２ｓｉｎｃ２（狕－犽）ｄ狓（４）

式（２）简写为
犈ε［狕｜狌０］＝犉ε［狕］＋λ犌［狕｜狌０］ （５）

犉ε［狕］是界面扩散能量函数，Ｍｏｒｄｉｃａ和Ｍｏｒｔｏｌａ证
明了犉ε［狕］函数Γ收敛到４π∫Ω

｜犇狕（狓）｜［３４］．因此
式（３）实际是物体边界的一种近似．当ε足够小时，
式（３）表示物体边界长度，式（４）则驱使最终结果逼
近分段常数．因ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型能量函数犈ε［狕｜狌０］
是变量狕的非凸函数，文献［２７］采用凸函数分裂算
法（ＣＣＣＰ）［３０］来极小化能量函数，获得图像分割
结果．
２．２　犛犻狀犲犈狓狆犌犪狌狊狊模型

ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型假定图像为分段常数，因此函数
ｓｉｎｃ（狓）实际上是特征函数的连续近似，在Ｓｉｎｅ
Ｓｉｎｃ模型中应用较好，但将ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型推广到
高斯分布情形时，因不便估计二阶导数上界，无法使
用凸函数分裂算法ＣＣＣＰ．为估计函数犌［狕｜狌０］上
界，用指数函数ｅ－α狓２（α＞０）替代ｓｉｎｃ（狓）函数，Ｓｉｎｅ
Ｓｉｎｃ模型能量函数变为

犈ε［狕｜狌０］＝犉ε［狕］＋λ犌［狕｜狌０］
＝∫Ω

ε｜狕｜２＋１εｓｉｎ
２（π狕［ ］）ｄ狓＋

　λ∑
犓－１

犽＝０∫Ω
（犆犽－狌０）２ｅ－α（狕－犽）２ｄ狓（６）

文中称式（６）表示的模型为ＳｉｎｅＥｘｐ模型．虽
然指数函数实质仍是特征函数的一种光滑近似，但与
函数ｓｉｎｃ（狓）相比，指数函数更易估计函数犌［狕｜狌０］
上界，有利于借助ＣＣＣＰ算法的数值迭代．Ｓｉｎｅ
Ｅｘｐ模型受指数函数参数α大小影响．当α较大时，
相邻两类区分性明显，但易造成误分；当α较小时，
可减少误分，但相邻两类区分性不明显．因此基于该
模型的多相图像分割需要通过调节参数α改善图像

分割能力．
ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型和ＳｉｎｅＥｘｐ模型并没有脱离分

段常数的假设，容易把灰度很接近的点对划分为一
类．为让ＳｉｎｅＥｘｐ模型适合高斯分布图像分割，假
设原图像中每个像素的灰度值呈现高斯分布，进一
步将ＳｉｎｅＥｘｐ模型推广到高斯分布图像，从而建立
ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型．

由于光照和噪声影响，相同物体的灰度值可能
不同；同时有着相近均方差，不同均值的物体可能是
一类，因此将均方差引入到建模中．设灰度强度函数
狌０（狓）在像素点狓处是满足高斯分布的随机变量，
每个区域Ω犽（犽＝０，１，…，犓－１）高斯分布的均值犮犽
和方差σ２犽参数相同，对狓∈Ω犽，随机变量狌０（狓）高斯
密度函数为

犘（狌０（狓）｜犮犽，σ犽）＝１
２槡πσ犽ｅ

－
（狌０（狓）－犮犽）２

２σ２犽 ，

犽＝０，１，…，犓－１ （７）
进一步假设所有随机变量都相互独立，则联合

概率密度函数，即似然函数为
犔（犮，σ）＝犘（｛狌０（狓），狓∈Ω｝｜犮，σ）　　

＝∏
犓－１

犽＝０
犘（｛狌０（狓），狓∈Ω犽｝｜犮犽，σ犽）

＝∏
犓－１

犽＝０∏狓∈Ω犽犘（狌０（狓）｜犮犽，σ犽）

＝∏
犓－１

犽＝０∏狓∈Ω犽
１
２槡πσ犽ｅ

－
（狌０（狓）－犮犽）２

２σ２犽 （８）
对式（８）取负对数，可以得到

－ｌｏｇ犔（犮，σ）＝∑
犓－１

犽＝０∫Ω犽
ｌｏｇ２槡πσ犽＋（犮犽－狌０（狓））

２

２σ２（ ）犽
ｄ狓

　　　＝∑
犓－１

犽＝０∫Ω
ｌｏｇ２槡πσ犽＋（犮犽－狌０）

２

２σ２（ ）犽
１Ω犽ｄ狓（９）

其中犮＝（犮０，犮１，…，犮犓－１），σ＝（σ０，σ１，…，σ犓－１），１Ω犽
代表Ω犽上的特征函数．用ｅ－α（狕（狓）－犽）２逼近特征函数
１Ω犽，式（９）似然函数犔（狌０）表达式为

犔（狌０）＝∑
犓－１

犽＝０∫Ω
ｌｏｇ２槡πσ犽＋（犮犽－狌０）

２

２σ２（ ）犽
ｅ－α（狕（狓）－犽）２ｄ狓

（１０）
用式（１０）替换ＳｉｎｅＥｘｐ模型能量函数犈ε［狕｜狌０］

第２部分犌［狕｜狌０］，其能量函数为
犈ε［狕｜狌０］＝犉ε［狕］＋λ犌［狕｜狌０］
　＝∫Ω

ε｜狕｜２＋１εｓｉｎ
２（π狕［ ］）ｄ狓＋

　　λ∑
犓－１

犽＝０∫Ω
ｌｏｇ２槡πσ犽＋（犮犽－狌０）

２

２σ２（ ）犽
ｅ－α（狕（狓）－犽）２ｄ狓

（１１）
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式（１１）则为ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型能量函数．如
果取σ犽（犽＝０，１，…，犓－１）均为常数１／２槡π，并把
指数函数改为ｓｉｎｃ（狓），则ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型就
是ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型．因此ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型是基
于ＭｏｄｉｃａＭｏｒｔｏｌａ物理相变原理的，只是Ｓｉｎｅ
Ｓｉｎｃ模型的特征函数是基于原始图像和分段常数
图像的微分近似，而ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型的特征函
数是基于指数函数和高斯分布图像的近似．前者驱
动边界扩散逼近分段函数，后者驱动边界扩散逼近
高斯函数．

３　犛犻狀犲犈狓狆犌犪狌狊狊模型的数值算法
ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型改进了边界扩散逼近函

数，但能量函数犈ε［狕｜狌０］本质没有发生任何改变，
依然是关于变量狕的非凸函数．因此模型数值迭代
仍采用ＣＣＣＰ方法［３０］．
３．１　犆犆犆犘方法简介

在优化论里凸函数是最理想的．ＣＣＣＰ方法是
Ｙｕｉｌｌｅ和Ｒａｎｇａｒａｊａｎ等人［３０］提出的一种优化技术．
其核心思想是将非凸函数分解成两个凸函数之差，
从而进行优化．这一方法可以在任何优化问题中应
用，许多现有的优化算法也可以利用ＣＣＣＰ来解释．
下面的定理１、定理２和性质１总结了ＣＣＣＰ方法
的重要结论．

定理１．　设能量函数犈（→狓）具有海森（Ｈｅｓｓｉａｎ）
边界，则该能量函数总可以分解为一个凸函数和一
个凹函数之和来表示．

定理１表明，只要具有海森边界，任何函数可以
表示为凸函数和凹函数两部分之和，而且这个分解
不是唯一的．正因为这一点，ＣＣＣＰ方法才可以应用
于任何优化问题中［３０］．

定理２．　设能量函数犈（→狓）下有界且可以表示
成一个凸函数和一个凹函数之和，即犈（→狓）＝
犈ｖｅｘ（→狓）＋犈ｃａｖｅ（→狓），这里犈ｖｅｘ（→狓）和犈ｃａｖｅ（→狓）分别表
示→狓的凸函数和凹函数，那么离散迭代ＣＣＣＰ算法：

犈ｖｅｘ（→狓狋＋１）＝－犈ｃａｖｅ（→狓狋），狋＝０，１，…（１２）
能保证能量犈（→狓）单调递减到一个局部极小值或
鞍点．

证明．给定→狓１，→狓２，→狓３，→狓４，根据凸函数犈ｖｅｘ（→狓）
和凹函数犈ｃａｖｅ（→狓）的凸性和凹度，可以得到
犈ｖｅｘ（→狓２）犈ｖｅｘ（→狓１）＋（→狓２－→狓１）·犈ｖｅｘ（→狓１），
犈ｃａｖｅ（→狓４）犈ｃａｖｅ（→狓３）＋（→狓４－→狓３）·犈ｃａｖｅ（→狓３）．
设→狓１＝→狓狋＋１＝→狓４，→狓２＝→狓狋＝→狓３，上面两个不等式

可变成
犈ｖｅｘ（→狓狋）犈ｖｅｘ（→狓狋＋１）＋（→狓狋－→狓狋＋１）·犈ｖｅｘ（→狓狋＋１），
犈ｃａｖｅ（→狓狋＋１）犈ｃａｖｅ（→狓狋）＋（→狓狋＋１－→狓狋）·犈ｃａｖｅ（→狓狋）．
将凸性不等式变形可有
犈ｖｅｘ（→狓狋＋１）犈ｖｅｘ（→狓狋）＋（－→狓狋＋→狓狋＋１）·犈ｖｅｘ（→狓狋＋１）．
从获得的凸性不等式和凹度不等式可以得到
　犈ｖｅｘ（→狓狋＋１）＋犈ｃａｖｅ（→狓狋＋１）犈ｖｅｘ（→狓狋）＋犈ｃａｖｅ（→狓狋）＋

（→狓狋＋１－→狓狋）·（犈ｖｅｘ（→狓狋＋１）＋犈ｃａｖｅ（→狓狋）），
又因为犈ｖｅｘ（→狓狋＋１）＝－犈ｃａｖｅ（→狓狋），狋＝０，１，…，
所以可以获得
犈ｖｅｘ（→狓狋＋１）＋犈ｃａｖｅ（→狓狋＋１）犈ｖｅｘ（→狓狋）＋犈ｃａｖｅ（→狓狋）．
这样就证明了定理２可以保证能量犈（→狓）单调

递减到一个局部极小值或鞍点． 证毕．
性质１．设犳∈犆２（犚），且犉（狌）＝∫Ω

犳（狌（狓））ｄ狓．
如果存在γ＞０使得犳″γ，犉（狌）的分裂如下：
犉（狌）＝∫Ω

γ
２狌

２ｄ狓－∫Ω
γ
２狌

２－犳（狌（ ））ｄ狓··＝
犉１（狌）－犉２（狌） （１３）

如果存在γ＞０使得犳″－γ，犉（狌）的分裂如下：
犉（狌）＝∫Ω

γ
２狌

２＋犳（狌（ ））ｄ狓－∫Ω
γ
２狌

２ｄ狓··＝
犉１（狌）－犉２（狌） （１４）

那么，对上述两种情形中的任何一种，犉１（狌）和
犉２（狌）均为凸函数．

该性质的证明很简单．只要通过交换导数与积
分的次序就很容易发现，第１种情形（犉２）″（狌）０，
第２种情形（犉１）″（狌）０．

如果一个函数犳是一个凸函数，那么函数犉（狌）＝

∫Ω
犳（狌（狓）ｄ狓也是一个凸函数，并且满足性质１．
３．２　数值迭代方案

按照ＣＣＣＰ算法原理，ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型数
值求解需要首先将能量函数（式（１１））中的犉ε［狕］和
犌［狕｜狌０］分别分裂为凸函数之和，然后求解标签函
数狕狀＋１．经过ＣＣＣＰ方法分裂之后，ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ
模型的能量函数就转变为

（犉１＋λ犌１）′（狕狀＋１）＝（犉２＋λ犌２）′（狕狀）（１５）
其中犉１、犉２、犌１、犌２为分裂的凸函数，导数为泛函导
数（或Ｆｒｅｃｈｅｔ导数）．

用偏微分方程来表示式（１５）（推导见附录），则
ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型数值迭代公式为
　８ε＋πε

ｓｉｎ（２π狕狀犻，犼）
狕狀犻，犼 ＋２（ ）（ ）π狕狀＋１犻，犼＋

４ｅ－１．５λα∑
犓－１

犽＝０
ｌｏｇ２槡πσ犽＋｜狌犻，犼－犮犽｜

２

２σ２（ ）（ ）犽
狕狀＋１犻，犼＝
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２ε（狕狀犻－１，犼＋狕狀犻，犼－１＋狕狀犻＋１，犼＋狕狀犻，犼＋１）＋２π
２

ε狕
狀犻，犼＋

λα∑
犓－１

犽＝０
ｌｏｇ２槡πσ犽＋｜狌犻，犼－犮犽｜

２

２σ２（ ）犽
·

（４ｅ－１．５狕狀犻，犼＋２（狕狀犻，犼－犽）ｅ－α（狕狀犻，犼－犽）２ （１６）
在ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型中有３组参数待定，即

均值犮＝（犮０，犮１，…，犮犓－１），标准偏差σ＝（σ０，σ１，…，
σ犓－１）和标签函数狕（狓）．假设均值、标准偏差和标
签函数这３组变量相互独立，计算ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ
模型的能量函数犈ε［狕，犮，σ｜狌０］就变成优化下列３个
条件能量函数：犈ε［狕｜犮，σ，狌０］、犈ε［犮｜狕，σ，狌０］和
犈ε［σ｜狕，犮，狌０］．

犮狀＝ａｒｇｍｉｎ犈ε［犮｜σ狀，狕狀，狌０］　 （１７）
σ狀＝ａｒｇｍｉｎ犈ε［σ｜犮狀，狕狀，狌０］ （１８）
狕狀＋１＝ａｒｇｍｉｎ犈ε［狕｜犮狀，σ狀，狌０］ （１９）

因此求标签函数狕狀＋１，可以对式（１７）、（１８）和
式（１９）按狕狀→犮狀→σ狀→狕狀＋１次序交叉迭代进行求
解，获得标签函数的局部最优解．迭代的关键是保证
能量函数具有单调下降的性质，Ｖｏｇｅｌ证明了这种
迭代顺序能保证能量函数单调下降，即犈ε［狕狀＋１，
犮狀＋１，σ狀＋１｜狌０］犈ε［狕狀，犮狀，σ狀｜狌０］［３５］．

４　犛犻狀犲犈狓狆犌犪狌狊狊模型多相图像分割
４．１　标签函数初始化

根据定理２，ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型的迭代方案
可以保证收敛到局部极小值或者鞍点．但由于文
献［２７］采用随机值作为标签函数初始值，在实际应
用中收敛的极小值或鞍点可能并不是理想结果，如
图像犓相（类）分割，最终结果可能少于犓相（类）．
多相图像分割实质是希望标签函数狕０（狓）的值域在
０到犓－１之间，这样分割结果是一个取值０到
犓－１之间的分段常数函数经适当光滑后的结果．因
此提出基于原始图像信息的初始化策略．

给定图像狌０（狓），定义标签函数狕（狓）初始函数
狕０（狓）＝珘狌０（狓）－犿犕－犿犓．这里犕和犿分别为珘狌０（狓）的
最大值和最小值，珘狌０（狓）是狌０（狓）经适当光滑后的函
数（如采用高斯卷积）．

由于初始值狕０（狓）实际上是原图像经光滑后再
进行平移和拉伸的结果，由定理２可知，ＳｉｎｅＥｘｐ
Ｇａｕｓｓ模型在用图像原始信息初始化后，按狕狀→
犮狀→σ狀→狕狀＋１次序迭代保证能量犈ε［狕狀＋１，犮狀＋１，
σ狀＋１｜狌０］犈ε［狕狀，犮狀，σ狀｜狌０］单调下降，可保证迭代

收敛．由于初始值实际上是原图像经光滑后再进行
平移和拉伸后的结果，因此该初始值比随机值更接
近理想分割结果，可以减少迭代次数而加快迭代速
度，利于收敛到所希望的相数．
４．２　分割决策及后处理

当迭代稳定时，采用硬决策法则进行相的分割．
硬决策法则为
狓∈Ω犽，若犽－１２狕（狓）＜犽＋

１
２，犽＝０，１，…，犓－１

（２０）
在采用硬分类之后，可能出现在某些物体内部

或背景出现不应有的瑕点，可以用形态学方法进行
分割图像后处理操作将其去掉．
４．３　算法步骤

ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型图像分割算法．
１．输入待分割图像狌０（狓），设定相的个数犓，参数ε、λ

和α以及最大迭代次数犖和阈值犜．
２．初始化标签函数狕（狓）．
２．１．用高斯卷积平滑待分割图像狌０（狓），得到平滑图

像珘狌０（狓）；

２．２．用狕０（狓）＝珘狌０（狓）－犿犕－犿犓设定狕（狓）的初始值．
３．迭代过程：设狀＝０，用ＣＣＣＰ程序，按狕狀→犮狀→σ狀→

狕狀＋１次序进行迭代：
３．１．用式（２１）求图像珘狌０（狓）均值犮狀：

犮犽＝
∑犻∑犼狌犻，犼０ｅ－α（狕犻，犼－犽）

２

∑犻∑犼ｅ－α（狕犻，犼－犽）
２ ，犽＝０，１，…，犓－１（２１）

σ２犽＝
∑犻∑犼（狌犻，犼０－犮犽）２ｅ－α（狕犻，犼－犽）

２

∑犻∑犼ｅ－α（狕犻，犼－犽）
２ ，犽＝０，１，…，犓－１

（２２）
这里狕犻，犼和狌犻，犼０分别代表图像狕（狓）和狌０（狓）在（犻，犼）像素处
的值；

３．２．用式（２２）求图像珘狌０（狓）标准偏差σ狀；
３．３．狀＝狀＋１，更新标签函数狕狀（式（１９））；
３．４．若犈ε［狕狀＋１，犮狀＋１，σ狀＋１｜狌０］－犈ε［狕狀，犮狀，σ狀｜狌０］

犜，迭代停止，转入步４；否则返回步３．１．
４．图像分割（式（２０）），输出分割图像．

５　实验结果与分析
实验分别是以人工合成图像和真实图像为实

例，并与ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型和偏差矫正模型［２３］进行比
较．从ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型多相图像分割方法的抗
噪性和自偏差矫正两个方面进行分析．

９７３２期 刘纯平等：基于相变和似然性的多相图像分割方法



５．１　抗噪声性能测试
为验证提出的ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型图像分割

在抗噪性能方面的有效性，用无噪声图像和加高斯
噪声的图像进行实验．其中图１和图３的结果进行

了阈值化处理．为了使比较更具准确性，图２的分
割结果没有进行包括阈值处理在内的任何后处理．
在下面的实验中相的个数均取犓＝３．

图１　人脑切片无噪声图像及三种模型分割结果

图２　合成图像分割噪声对比（（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）为ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型结果；（ｆ）、（ｇ）、（ｈ）为ＳｉｎｅＥｘｐＧｕａｓｓ模型结果）
图１给出了ＳｉｎｅＳｉｎｃ、ＳｉｎｅＥｘｐ和ＳｉｎｅＥｘｐ

Ｇａｕｓｓ３个模型在无噪声图像分割中的３相分割结
果．其中ＳｉｎｅＳｉｎｃ和ＳｉｎｅＥｘｐ模型中λ＝１５０，
ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型中λ＝５０００，ＳｉｎｅＥｘｐ模型中
α＝５，ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型中α＝１５．由于图像本身
不存在噪声，从图１（ｂ）、（ｃ）和（ｄ）中可以发现３个
模型在分割结果上几乎没有任何差别，３个模型具
有一致的图像分割精度．这说明基于指数函数和高
斯分布的ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型在理想的图像质量
下可以准确分割多相图像，和ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型一样
是一个有效的多相图像分割模型．

为了进一步分析提出模型对噪声不敏感的性
质，实验先从人为添加噪声的合成图像入手，验证
ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型对噪声的抗干扰性．实验分别
用ＳｉｎｅＳｉｎｃ和ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型对图２（ｅ）进

行３相图像分割．人工合成图像ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型和
ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型对有噪声３相图像的分割结
果见图２所示．图２（ａ）为原始图像，图２（ｅ）为在图２
（ａ）上加上噪声的图像．图２（ｂ）、（ｃ）和（ｄ）分别为用
ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型进行的３相分割结果，图２（ｆ）、（ｇ）和
（ｈ）分别为ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型的３相分割结果．从
结果中可以看出，ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型分割结果中仍然有
很多较强噪声没有被消除，而ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型
可以很好地分割图像，分割结果中几乎没有噪声点．
实验结果表明ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型对噪声不敏感．

为进一步验证ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型在噪声图
像中的分割精度，图３给出了真实图像分割实验对
比结果．图３（ａ）是在图１（ａ）上叠加犿＝０，σ２＝
０．００５高斯噪声图像，图３（ｂ）、（ｃ）和（ｄ）分别为
ＳｉｎｅＳｉｎｃ、ＳｉｎｅＥｘｐ和ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型分割
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结果．前两个模型中λ＝１５０，最后一个模型中λ＝５，
Ｓｉｎｅ犈狓狆模型α＝５，ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型α＝０．５．
从图３中可以发现，对于多相噪声图像分割，Ｓｉｎｅ
Ｓｉｎｃ、ＳｉｎｅＥｘｐ模型分割结果都有噪声存在（图３
（ｂ）、（ｃ），但ＳｉｎｅＥｘｐ模型和ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型
的分割结果明显好于ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型，而ＳｉｎｅＥｘｐ
Ｇａｕｓｓ模型的结果几乎没有噪声（图３（ｄ）），和图１
（ｄ）无噪声图像多相分割结果一致．因此ＳｉｎｅＳｉｎｃ
模型对噪声比较敏感，在分割结果中受到噪声干扰，

导致图像中存在一些错误的分割结果．改进的两种
模型，对含噪声图像分割则具有一定的稳健性，在一
定程度上消除了由噪声所产生的不规则点集，从而
使分割结果减少了噪声的干扰，确保了分割结果的
有效性．从分割效果图来看，ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型
更优于ＳｉｎｅＥｘｐ模型（图３（ｃ）、（ｄ））．图３（ｃ）中含
有的噪声点比图３（ｄ）中明显要多，这说明Ｓｉｎｅ
ＥｘｐＧａｕｓｓ模型在图像分割精度保持不变的情况
下，对噪声干扰具有更好的鲁棒性．

图３　人脑切片有噪声图像分割结果

５．２　偏差矫正性能测试
现有多相图像分割方法大多以摄像环境不存在

有偏场为前提，但实际摄像环境普遍存在有偏场，也
就是所谓的偏置场．偏置场是对背景附加的缓慢变
化随机噪声，使得目标图像像素的灰度具有不一致
性．这一原因往往会导致图像分割误差较大，分割精

度下降．现有解决策略是利用偏差矫正模型对此类
图像进行分割．下面通过实验分析ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ
模型的自偏差矫正性能．图４、图５和图６的图像分
割结果均没有进行包含阈值处理在内的任何后处理
操作．图４、图５实验相的个数均取犓＝３，图６实验
相的个数取犓＝２．

图４　偏差矫正模型［２３］（（ｂ）、（ｃ）、（ｄ））、ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型（（ｆ）、（ｇ）、（ｈ））与
ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型（（ｉ）、（ｊ）、（ｋ））对合成偏差图像分割结果比较
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图５　ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型（（ｂ）、（ｃ）、（ｄ））和ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型（（ｅ）、（ｆ）、（ｇ））的ＭＲＩ图像分割结果对比

图６　偏差矫正模型［２３］（（ｂ）、（ｃ））与ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型（（ｅ）、（ｆ））真实图像分割的比较
图４给出了一个人为添加偏差后的多相图像分

割实验结果比较．图４（ｅ）是对图２（ａ）添加偏差而合
成的带有偏差的原始图像，其中偏差系数大于１．１．
图４（ａ）是偏差矫正模型［２３］进行矫正后得到的偏差
场图像．图４（ｂ）、（ｃ）和（ｄ）是偏差矫正模型分割的３
相分割结果，图４（ｆ）、（ｇ）和（ｈ）是ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ
模型得到的３相分割结果．图４（ｉ）、（ｊ）和（ｋ）是
ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型得到的３相分割结果．从图４所给的
３种模型分割结果来看，尽管偏差模型是针对图像
偏差而设计的，但在分割结果中仍然存在一些偏差
（图４（ｄ）），ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型分割的第２相和第３相均
出现明显的偏差（图４（ｊ）和（ｋ）），而ＳｉｎｅＥｘｐ
Ｇａｕｓｓ模型图像分割结果中，由于模型是基于高斯
分布的，分割图像中的偏差却不复存在．因此，Ｓｉｎｅ
ＥｘｐＧａｕｓｓ模型在自偏差矫正中有着良好的性能．

ＳｉｎｅＳｉｎｃ和ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型真实ＭＲＩ
图像分割结果见图５．图５（ａ）为原始ＭＲＩ图像，图５

（ｂ）～（ｄ）为ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型分割结果，其中图５（ｂ）、
（ｃ）和（ｄ）分别为分割后的ＣＳＦ（ＣｅｒｅｂｒｏｓｐｉｎａｌＦｌｕｉｄ）、
灰质和白质；图５（ｅ）、（ｆ）和（ｇ）依次为ＳｉｎｅＥｘｐ
Ｇａｕｓｓ模型分割获得的ＣＳＦ、灰质和白质的结果．从
结果看，ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型的结果更加光滑，且
更接近硬分割结果．

为验证ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型在多相图像分割
偏差自矫正性能的广泛性，图６给出了偏差矫正模
型与ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型在自然风景图像分割中
的实验结果．图６（ｄ）是原始图像，图６（ｅ）和（ｆ）是
ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型进行的２相分割结果，图６（ａ）
是用偏差模型获取的原始图像的偏差场图像．图６
（ｂ）和（ｃ）是偏差矫正模型的图像分割结果．从图６
（ｃ）中可以发现，偏差矫正模型不能很好区分图像的
背景（草）和前景（斑马），在前景图像中将原来属于
背景的一些灰度与前景相近的区域误分到前景中，
不利于前景的提取；而ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型能够很
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好的将前景和背景分离开来（图６（ｆ））．
因此尽管偏差模型是针对偏置场图像分割提出

的，但当偏差较大时，对分割结果并没有很好的鲁棒
性，而ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型的多相图像分割方法由
于基于似然函数和相变原理，对于偏置场的存在可
以通过模型进行自矫正，得到很好的分割结果．

６　总结与展望
在分析基于ＭｏｄｉｃａＭｏｒｔｏｌａ物理相变原理的

ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型多相图像分割的基础上，对Ｓｉｎｅ
Ｓｉｎｃ模型进行了两个方面的改进．首先用指数函数
ｅ－α狓２替代ＳｉｎｅＳｉｎｃ模型中ｓｉｎｃ（狓）函数；其次将模
型推广到适合所有高斯型分布的图像，提出了基于
指数函数和高斯分布的ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ多相图像
分割模型，并结合ＣＣＣＰ方法给出了模型实现的具
体方案．为了加速收敛和避免随机初值所带来的图
像相分割不完全问题，给出了基于原始图像信息的
初始化方法．实验结果表明，基于指数函数和高斯分
布的ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ多相图像分割模型在抗噪性
和图像偏差自矫正方面有更好的性能，具有适用面
更广、迭代速度更快以及分割结果更好等优点．
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ｆｉｌｅｄｍｏｄｅｌ．ＣｏｍｐｕｔｅｒｓａｎｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，
２０１１，６２：７３７７４５

［３０］ＹｕｉｌｌｅＡ，ＲａｎｇａｒａｊａｎＡ．Ｔｈｅｃｏｎｃａｖｅｃｏｎｖｅｘｐｒｏｃｅｄｕｒｅ
（ＣＣＣＰ）．ＮｅｕｒａｌＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｓ，２００３，１５（１）：９１５９３６

［３１］ＢｅｒｔｏｚｚｉＡ，ＥｓｅｄｏｇｌｕＳ，ＧｉｌｅｔｔｅＡ．Ｉｎｐａｉｎｔｉｎｇｏｆｂｉｎａｒｙｉｍａ
ｇｅｓｕｓｉｎｇｔｈｅＣｈａｎＨｉｌｉａｒｄｅｑｕａｔｉｏｎ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ
ＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００７，１６（１）：２８５２９１

［３２］ＣａｈｎＪ，ＨｉｌｌｉａｒｄＪ．Ｆｒｅｅｅｎｅｒｇｙｏｆａｎｏｎｕｎｉｆｏｒｍｓｙｓｔｅｍ．Ｉ．
Ｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌｆｒｅｅｅｎｅｒｇｙ．ＴｈｅＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｈｅｍｉｃａｌＰｈｙｓｉｃｓ，
１９５８，２８（１）：２５８２６７

［３３］ＢｒｏｘＴ，ＣｒｅｍｅｒｓＤ．Ｏｎｔｈｅｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｉｎｔｅｒｐｒｅｔａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ
ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｓｍｏｏｔｈＭｕｍｆｏｒｄＳｈａｈｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ／／ＳｇａｌｌａｒｉＦｅｔａｌ．
ＳｃａｌｅＳｐａｃｅａｎｄＶａｒｉａｔｉｏｎａｌＭｅｔｈｏｄｓｉｎＣｏｍｐｕｔｅｒＶｉｓｉｏｎ．
ＬｅｃｔｕｒｅＮｏｔｅｓｉｎＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ４４８５．Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００７：
２０３２１３

［３４］ＭｏｄｉｃａＬ，ＭｏｒｔｏｌａＳ．Ｕｎｅｓｅｍｐｉｏｄｉγｃｏｎｖｅｒｇｅｎｚａ．Ｂｏｌｌｅ
ｔｔｉｎｏｄｅｌｌａＵｎｉｏｎｅＭａｔｅｍａｔｉｃａＩｔａｌｉａｎａ，１９７７，１４（１）：２８５
２９９

［３５］ＶｏｇｅｌＣ．ＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＭｅｔｈｏｄｓｆｏｒＩｎｖｅｒｓｅＰｒｏｂｌｅｍｓ．
Ｐｈｉｌａｄｅｌｐｈｉａ：ＳＩＡＭ，２００２

附　录．
ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型的能量函数为

犈ε［狕｜狌０］＝犉ε［狕］＋λ犌［狕｜狌０］
　　　＝∫Ω［ε｜狕｜２＋１εｓｉｎ２（π狕）］ｄ狓＋

　λ∑
犓－１

犽＝０∫Ωｌｏｇ２槡πσ犽＋（犮犽－狌０）
２

２σ２（ ）犽
ｅ－α（狕（狓）－犽）２ｄ狓（１）

由于ｄ２ｄ狕２ｓｉｎ
２（π狕）－２π２，对于式（１）中第１部分泛函

犉ε［狕］，可根据ＣＣＣＰ算法性质１将其分裂为两个凸函数：
犉ε［狕］＝犉ε［狕］＋π

２

ε∫Ω狕２ｄ（ ）狓－π
２

ε∫Ω狕２ｄ狓 （２）
简写式（２）可得

犉ε［狕］··＝犉１ε［狕］－犉２ε［狕］ （３）
类似的，因为ｄ２ｄ狕２ｅ

－α（狕－犽）２４αｅ－１．５，式（１）中第２部分泛
函犌［狕｜狌０］也可以分裂成两个凸函数：

犌［狕｜狌０］＝∑
犓－１

犽＝０∫Ω２αｅ－１．５ｌｏｇ２槡πσ犽＋（犮犽－狌０）
２

２σ２［ ］犽
（狕－犽）２ｄ狓－

∑
犓－１

犽＝０∫Ω２αｅ－１．５ｌｏｇ２槡πσ犽＋（犮犽－狌０）
２

２σ２［ ］犽（ ·

（狕－犽）２ｄ狓－犌［狕｜狌０）］ （４）
简写式（４）可得

犌［狕｜狌０］··＝犌１［狕｜狌０］－犌２［狕｜狌０］ （５）
分裂之后，式（３）和（５）中的犉１ε［狕］、犉２ε［狕］、犌１［狕｜狌０］和

犌２［狕｜狌０］都是凸函数．根据ＣＣＣＰ算法介绍中的定理２，可
以得到ＳｉｎｅＥｘｐＧａｕｓｓ模型的ＣＣＣＰ迭代方案：

（犉１＋λ犌１）′（狕狀＋１）＝（犉２＋λ犌２）′（狕狀） （６）
其中导数为泛函导数（或Ｆｒｅｃｈｅｔ导数）．通过分步积分法，
式（６）表示的导数方程等价于下面的偏微分方程：
－２εΔ狕狀＋１＋πεｓｉｎ（２π狕

狀＋１［ ］）＋２π２ε狕狀＋１＋
λ∑
犓－１

犽＝０
４αｅ－１．５ｌｏｇ２槡πσ犽＋｜犮犽－狌０｜

２

２σ２（ ）犽
（狕狀＋１－犽）＝

２π２
ε狕

狀＋λ∑
犓－１

犽＝０
２αｅ－α（狕狀－犽）２ｌｏｇ２槡πσ犽＋｜犮犽－狌０｜

２

２σ２（ ）犽
（狕狀－犽［ ］）＋

λ∑
犓－１

犽＝０
４αｅ－１．５ｌｏｇ２槡πσ犽＋｜犮犽－狌０｜

２

２σ２（ ）犽
（狕狀－犽） （７）

对于式（７）中的有关参数，采用下面的数值逼近公式：
Δ狕狀＋１～狕狀犻－１，犼＋狕狀犻，犼－１＋狕狀犻，犼＋１＋狕狀犻＋１，犼－４狕狀＋１犻，犼 （８）

ｓｉｎ（２π狕狀＋１）～ｓｉｎ（２π狕
狀）

狕狀 狕狀＋１ （９）
将式（８）和（９）分别代入式（７）中，最后可以得到下面的

数值迭代公式：
８ε＋πε

ｓｉｎ（２π狕狀犻，犼）
狕狀犻，犼 ＋２（ ）（ ）π狕狀＋１犻，犼＋

４ｅ－１．５λα∑
犓－１

犽＝０
ｌｏｇ２槡πσ犽＋｜狌犻，犼－犮犽｜

２

２σ２（ ）（ ）犽
狕狀＋１犻，犼

＝２ε（狕狀犻－１，犼＋狕狀犻，犼－１＋狕狀犻＋１，犼＋狕狀犻，犼＋１）＋２π
２

ε狕
狀犻，犼＋

λα∑
犓－１

犽＝０
ｌｏｇ２槡πσ犽＋｜狌犻，犼－犮犽｜

２

２σ２（ ）犽
·
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（４ｅ－１．５狕狀犻，犼＋２（狕狀犻，犼－犽）ｅ－α（狕狀犻，犼－犽）２） （１０）
式（１０）就可以应用于本文提出的ＳｉｎＥｘｐＧａｕｓｓ模型

多相图像分割的迭代求解了．

犔犐犝犆犺狌狀犘犻狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９７１，
Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｅｒｒｅ
ｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ
ａｎｄａｎａｌｙｓｉｓ，ｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎａｎｄ
ｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎ，ｍｕｌｔｉｓｏｕｒｃｅｉｎｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎｆｕｓｉｏｎ．

犆犎犈犖犉狌犎狌犪，ｂｏｒｎｉｎ１９６６，Ｐｈ．Ｄ．．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎ
ｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｂａｓｅｄｏｎＰＤＥｓａｎｄｓｔａｔｉｓｔｉ
ｃａｌｍｅｔｈｏｄ，ｍｅｄｉｃａｌｉｍａｇｅａｎａｌｙｓｉｓ．

犌犗犖犌犛犺犲狀犵犚狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６６，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．
Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉｍｅｄｉａ，
ｐａｔｔｅｒｎｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎａｎｄｍａｃｈｉｎｅｖｉｓｉｏｎ．

犆犝犐犣犺犻犕犻狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６１，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．ｓｕｐｅｒ
ｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｍｅｄｉｃａｌｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓ
ｉｎｇａｎｄｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．

犔犐犝犙狌犪狀，ｂｏｒｎｉｎ１９６９，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．ｓｕ
ｐｅｒｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇａｎｄ
ａｕｔｏｍａｔｅｄｒｅａｓｏｎｉｎｇ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
Ｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｍｕｌｔｉｐｈａｓｅｉｍａｇｅｓｅｇｍｅｎｔａｔｉｏｎｉｎｉｍａｇｅ

ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇａｎｄｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎｉｓａｖｅｒｙｃｈａｌｌｅｎｇｉｎｇｔｏｐｉｃ
ｗｈｉｃｈｈａｓｒｅｃｅｉｖｅｄｗｉｄｅａｔｔｅｎｔｉｏｎｉｎｒｅｃｅｎｔｙｅａｒｓ．Ｓｉｎｃｅｔｈｅ
ｇｒｅａｔｓｕｃｃｅｓｓｏｆｌｅｖｅｌｓｅｔｍｅｔｈｏｄｉｎｔｗｏｐｈａｓｅｉｍａｇｅｓｅｇｍｅｎ
ｔａｔｉｏｎｆｏｒＭｕｍｆｏｒｄＳｈａｈｔｙｐｅｍｏｄｅｌ，ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋｉｎｄｓｏｆｌｅｖｅｌ
ｓｅｔｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄｓｈａｖｅｂｅｅｎｅｘｔｅｎｄｅｄｆｏｒｍｕｌｔｉｐｈａｓｅｉｍａｇｅ
ｓｅｇｍｅｎｔａｔｉｏｎｕｓｉｎｇａｎｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ．Ｒｅｃｅｎｔｌｙ，ａｎｏｖｅｌ
ＳｉｎｅＳｉｎｃｍｏｄｅｌ，ｗｈｉｃｈｃａｎａｌｓｏｂｅｔｈｏｕｇｈｔｔｏｂｅａｖａｒｉａｎｔｏｆ
ｔｈｅＭｕｍｆｏｒｄＳｈａｈｍｏｄｅｌ，ｉｓｄｅｖｅｌｏｐｅｄｆｏｒｍｕｌｔｉｐｈａｓｅｓｅｇ
ｍｅｎｔａｔｉｏｎｂａｓｅｄｕｐｏｎｔｈｅｃｅｌｅｂｒａｔｅｄＭｏｄｉｃａＭｏｒｔｏｌａｐｈａｓｅ
ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｔｈｅｏｒｙｉｎｍａｔｅｒｉａｌｓｃｉｅｎｃｅｓｕｓｉｎｇａｓｉｇｎａｔｕｒｅｆｕｎｃ
ｔｉｏｎ．

Ｂｏｔｈｏｆｔｈｅａｆｏｒｅｓａｉｄｍｏｄｅｌｓｈａｖｅｓｏｍｅｓｈｏｒｔｃｏｍｉｎｇｓ．
Ｆｏｒｅｘａｍｐｌｅ，ｂｏｔｈｍｏｄｅｌｓａｓｓｕｍｅｔｈｅｉｍａｇｅｔｏｂｅｐｉｅｃｅｗｉｓｅ
ｃｏｎｓｔａｎｔ．Ｔｈｉｓｈｙｐｏｔｈｅｓｉｓｃａｎｎｏｔｄｅａｌｗｉｔｈｔｈｅｓｉｔｕａｔｉｏｎ
ｗｈｅｒｅｏｂｊｅｃｔｓａｎｄｂａｃｋｇｒｏｕｎｄｄｏｎ’ｔｂｅｈａｖｉｏｒａｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙ
ｃｏｎｓｔａｎｔｂｕｔｓｈｏｗｓｏｍｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｙ．Ｃｏｍｐａｒｅｄ
ｗｉｔｈｔｈｅｌｅｖｅｌｓｅｔｍｅｔｈｏｄ，ｔｈｅＳｉｎｅＳｉｎｃｍｏｄｅｌｏｕｔｐｕｔｓａｓｉｎ
ｇｌｅｍｕｌｔｉｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｒｏｍｗｈｉｃｈａｌｌｔｈｅｐｈａｓｅｓｃａｎｂｅ
ｆｏｕｎｄｄｉｒｅｃｔｌｙ，ｗｈｉｌｅｌｅｖｅｌｓｅｔｂａｓｅｄｍｅｔｈｏｄｓｍｕｓｔｆｉｎｄｔｈｅ
ｂｏｕｎｄａｒｙｆｉｒｓｔｂｙｓｏｌｖｉｎｇａｌｅｖｅｌｓｅｔｂａｓｅｄＰＤＥｅｑｕａｔｉｏｎ．
ＷｉｔｈｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆΓｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎｄｔｈｅｃｏｎｖｅｘｃｏｎｃａｖｅ
ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ（ＣＣＣＰ），ｔｈｅｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｃｈｅｍｅｏｆＳｉｎｅＳｉｎｃｍｏｄｅｌ
ｃａｎｇｕａｒａｎｔｅｅｔｏｃｏｎｖｅｒｇｅｔｏａｌｏｃａｌｍｉｎｉｍｕｍ．Ｂｕｔｔｈｅｍｏｄｅｌ
ｃａｎｎｏｔｇｕａｒａｎｔｅｅｔｈｅｉｔｅｒａｔｉｏｎｔｏｃｏｎｖｅｒｇｅｔｏａｎｅｘｐｅｃｔｅｄｓｅｇ
ｍｅｎｔａｔｉｏｎ．Ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ，ｔｈｅＳｉｎｅＳｉｎｃｍｏｄｅｌｉｓｎｏｔｒｏｂｕｓｔ
ｗｈｅｎｔｈｅｉｌｌｕｍｉｎａｔｉｏｎｏｆｉｍａｇｅｉｓｉｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ．
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