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求解三维装箱问题的多层启发式搜索算法
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摘　要　文中提出了一个高效求解三维装箱问题的多层启发式搜索算法．该算法基于块装载的思想，按照块选择
算法确定每个阶段采用的块，然后以一种固定的装载方式装载块，直到无法继续装载．文中的主要贡献在于发展了
一个有效的复合块生成算法，特别的，提出了基于多层搜索的块选择算法，该算法用多层搜索来评价可行块，然后
选择最合适的块进行装载．对１５００个三维装箱问题测试数据的计算结果表明，提出的算法几乎在所有测试数据上
的填充率都超过了目前已知的优秀算法．
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１　引　言
在物流、运输等工业领域，经常会遇到三维装箱

问题．如何提高装箱的效率，已经成为科学研究和实
践中非常关注的一个重要课题．求解装箱问题的高
效求解算法，对降低成本、提高企业的赢利能力，有

着非常积极的现实意义．同时，三维装箱问题又是一
个ＮＰ难题，虽然研究的历史很长，但是很难获得有
效的求解算法．

由于装箱问题出现在不同的应用领域，实际应
用中的装箱问题有不同的优化目标和装载约束，从
而派生出许多问题．Ｄｙｃｋｈｏｆｆ等人［１］总结了不同类
型的装箱问题，并给出了相应的分类，例如单容器装



箱问题和多容器装箱问题；同构装箱问题（只含一种
类型的箱子）和异构装箱问题（包含多种类型的箱
子）．本文研究单容器装箱问题，其形式化的定义可
以描述如下：

给定一个容器（其体积为犞）和一系列待装载的
箱子，容器和箱子的形状都是长方体．问题的目标是
要确定一个可行的箱子装载方案，使得在满足给定
装载约束的条件下，使容器中所装箱子总体积犛（或
者填充率犛／犞×１００％）尽可能的大．可行装载方案
要求必须满足如下两个条件：

（１）任一装载的箱子不能与其它装载箱子或者
容器互相重叠．

（２）所有装载的箱子以与容器平行的方式装载．
此外，根据实际问题的需要，本文还考虑如下约

束条件：
（Ｃ１）方向性约束．在许多应用中，箱子的装载

有方向性约束．也就是说，每个箱子只有它的１条
或２条边可以竖直放置作为高度，即箱子的某个面
必须朝上．

（Ｃ２）稳定性约束．在实际应用中，例如物流领
域，装载必须满足稳定性约束．这意味着每个被装载
的箱子必须得到容器底部或者其它已经装载箱子的
支撑．根据实际应用需要，有完全支撑约束，即被装
载箱子的底部必须跟其它已经装载箱子完全接触，
不允许底部有悬空的部分，部分支撑约束指的是装
载箱子的底部，可以允许部分悬空．

由于三维装箱问题是一个典型的ＮＰ难题［２］，
因此不存在多项式时间复杂度的最优求解算法．用
传统的精确算法求解这类问题，会发生“组合爆炸”
的现象．虽然一些研究采用了精确算法，但其求解的
规模有限，因此启发式求解方法成为理论研究和实
际应用的首选．

对于三维装箱问题，基于垂直“层”或“墙”概念
的启发式算法比较多．Ｇｅｏｒｇｅ等人［３］首先提出了基
于层的启发式方法．Ｂｉｓｃｈｏｆｆ等人［４］比较了１４种基
于层的方法．Ｂｏｒｔｆｅｌｄｔ等人［５］在层概念的基础上，
设计了一种混合遗传算法．Ｐｉｓｉｎｇｅｒ［６］基于层的概
念，将整个容器空间分成若干垂直的层，再将层分成
若干水平或垂直的条形，然后利用背包问题的算法
来求解．Ｂｉｓｃｈｏｆｆ等人［７］针对异构装箱问题，以自底
向上的摆放思想，提出了基于平面的算法．Ｇｅｈｒｉｎｇ
等人［８］基于塔的概念，设计了一个遗传算法．Ｂｏｒｔ
ｆｅｌｄｔ等人［９］提出了一个禁忌搜索算法．与“塔”和
“层”的概念不同，Ｅｌｅｙ［１０］设计了基于同类块
（Ｂｌｏｃｋ）的算法．Ｂｏｒｔｆｅｌｄｔ等人［１１］进一步拓展了

“块”的概念，然后使用禁忌搜索寻找最优的装载序
列作为问题的近似解．Ｍｏｕｒａ等人［１２］基于“剩余空
间”的概念提出了一个贪心随机自适应搜索算法
（ＧＲＡＳＰ）．Ｐａｒｒｅｏ等人［１３］进一步发展和改进了该
算法，取得了不错的结果．Ｐａｒｒｅｏ等人［１４］基于最大
空间的概念，提出了一个可变邻域搜索算法．Ｆａｎｓ
ｌａｕ等人［１５］基于“块”的概念，提出了“复合块”的思
想，然后设计了一个有效的启发式树状搜索算法，是
目前解决装箱问题最有效的算法．此外Ｎｇｏｉ、
Ｂｉｓｃｈｏｆｆ、Ｍｏｒａｂｉｔｏ、Ｓｉｘｔ、Ｇｅｈｒｉｎｇ、Ｌｉｍ、Ｊｕｒａｉｔｉｓ和
Ｂｏｒｔｆｅｌｄｔ等人也报告了其它一些有趣的启发式算
法，并将他们应用到三维装箱问题中［１６２４］．国内学者
对三维装箱问题的研究，也取得了一些不错的结
果［２５３１］，例如张德富等人［２９］提出了一个混合模拟退
火算法，Ｈｕａｎｇ等人［３１］提出了一个有效的拟人型穴
度算法．

本文在文献［１５，２９］研究的基础上，提出了一个
多层启发式搜索算法，这个算法与文献［１５］不同的
地方在于，文献［１５］采用基于整数拆分的树状搜索
算法，而本文采用深度＋宽度搜索的思想，提出多层
搜索算法，能更有效地评价可行块以便选择一个近
似最优的块进行装载．与文献［２９］最大的不同在于
文献［２９］从一个初始装载序列出发，采用模拟退火
算法来搜索一个好的装载序列，作为问题的近似解，
而本文采用构造性算法，用多层搜索思想来选择一
个近似最优块进行装载，然后逐步构造直到获得一
个装载序列．实验结果验证了提出算法的有效性，而
且本文算法超过了已出版的优秀算法．

２　多层启发式搜索算法
２．１　基本的块装载启发式算法

因为装箱问题本身的复杂性和实际应用的需
要，必须使用启发式方法才能有效地生成装载方案．
一个优秀的启发式算法不但应该能迅速找到解，而
且应该尽可能地找到接近最优的解，同时算法还应
该展示必要的灵活性使其能够适应不同的场合和需
求．本文提出的基于块装载的三维装箱问题的求解
算法，是受日常装箱经验的启发而提出的，一些算法
思想与文献［１１，２９］中的类似．

算法１给出了基本的块装载启发式算法的具体
描述，算法首先根据输入参数指定的犻狊犆狅犿狆犾犲狓生
成所有可能的简单块或复合块；接着初始化当前部
分装载方案，并开始装载过程；每个装载阶段，算法
从剩余堆栈栈顶取出一个空间狊狆犪犮犲，用ＧｅｎＢｌｏｃｋ
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Ｌｉｓｔ算法生成它的可行块列表；当列表不为空时，
ＦｉｎｄＮｅｘｔＢｌｏｃｋ算法选择一个块进行装载并加入当
前部分装载方案，接着采用ＧｅｎＲｅｓｉｄｕｌＳｐａｃｅ划分
未填充的空间并将它们插入堆栈；当列表为空时，算
法ＴｒａｎｓｆｅｒＳｐａｃｅ尝试将狊狆犪犮犲中可利用的部分转
移到堆栈中相应的剩余空间．

算法１．　块装载启发式算法．
ＢａｓｉｃＨｅｕｒｉｓｔｉｃ（犻狊犆狅犿狆犾犲狓，狊犲犪狉犮犺犘犪狉犪犿狊，狆狉狅犫犾犲犿）
ｉｆ犻狊犆狅犿狆犾犲狓ｔｈｅｎ
　犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲··＝ＧｅｎＣｏｍｐｌｅｘＢｌｏｃｋ（狆狉狅犫犾犲犿．犮狅狀狋犪犻狀犲狉，

狆狉狅犫犾犲犿．犫狅狓犔犻狊狋，狆狉狅犫犾犲犿．狀狌犿）
ｅｌｓｅ
　犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲··＝ＧｅｎＳｉｍｐｌｅＢｌｏｃｋ（狆狉狅犫犾犲犿．犮狅狀狋犪犻狀犲狉，

狆狉狅犫犾犲犿．犫狅狓犔犻狊狋，狆狉狅犫犾犲犿．狀狌犿）
ｅｎｄｉｆ
ｓｅｔｓｅａｒｃｈｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ狊犲犪狉犮犺犘犪狉犪犿狊
狆狊．犪狏犪犻犾··＝狆狉狅犫犾犲犿．狀狌犿
狆狊．狆犾犪狀··＝｛｝
狆狊．狏狅犾狌犿犲＝０
狆狊．狊狆犪犮犲犛狋犪犮犽··＝｛｝
ｐｓ．ｓｐａｃｅＳｔａｃｋ．ｐｕｓｈ（狆狉狅犫犾犲犿．犮狅狀狋犪犻狀犲狉）
ｗｈｉｌｅ狆狊．狊狆犪犮犲犛狋犪犮犽≠｛｝ｄｏ
　狊狆犪犮犲··＝ｐｓ．ｓｐａｃｅＳｔａｃｋ．ｔｏｐ（）
犫犾狅犮犽犔犻狊狋··＝ＧｅｎＢｌｏｃｋＬｉｓｔ（狆狊．狊狆犪犮犲，狆狊．犪狏犪犻犾）
ｉｆ犫犾狅犮犽犔犻狊狋≠｛｝ｔｈｅｎ
　犫犾狅犮犽··＝ＦｉｎｄＮｅｘｔＢｌｏｃｋ（狆狊，犫犾狅犮犽犔犻狊狋）
ｐｓ．ｓｐａｃｅＳｔａｃｋ．ｐｏｐ（）
狆狊．犪狏犪犻犾··＝狆狊．犪狏犪犻犾－犫犾狅犮犽．狉犲狇狌犻狉犲
狆狊．狆犾犪狀··＝狆狊．狆犾犪狀＋（狊狆犪犮犲，犫犾狅犮犽）
狆狊．狆犾犪狀．狏狅犾狌犿犲··＝狆狊．狆犾犪狀．狏狅犾狌犿犲＋犫犾狅犮犽．狏狅犾狌犿犲
ｐｓ．ｓｐａｃｅＳｔａｃｋ．ｐｕｓｈ（ＧｅｎＲｅｓｉｄｕｌＳｐａｃｅ（狊狆犪犮犲，犫犾狅犮犽））

ｅｌｓｅ
　ＴｒａｎｓｆｅｒＳｐａｃｅ（狊狆犪犮犲，狆狊．狊狆犪犮犲犛狋犪犮犽）
ｅｎｄｉｆ

ｅｎｄｗｈｉｌｅ
ｒｅｔｕｒｎ狆狊．狆犾犪狀

其中，狊狆犪犮犲表示剩余空间，采用参考点加３边长度
的方法来表示；狆狉狅犫犾犲犿包含容器、犫狅狓列表以及可
用箱子向量，形式化表示了一个装箱问题；犫犾狅犮犽结
构表示块，可以是简单块或复合块，它有一个狉犲
狇狌犻狉犲向量指出其包含的所有箱子的数量．关于算法
采用的数据结构以及有关变量的含义，可以参看文
献［２９］．下面，本文提出的多层启发式算法，以块装
载启发式算法为基础，嵌入了下面两个核心算法．
２．２　简单块、复合块及其生成算法

简单块是由同一朝向的同种类型的箱子堆叠而
成的，箱子和箱子之间没有空隙，堆叠的结果必须恰
好形成一个长方体．ＧｅｎＳｉｍｐｌｅＢｌｏｃｋ算法［２９］枚举所

有可行的组合（狀狓，狀狔，狀狕），并将其对应的简单块加
入块表．其中可行组合应满足：所包含的箱子数目小
于对应可用箱子数目，且块大小应小于容器大小．

复合块是通过不断组合简单块而得到的，其定
义［２９］如下：

（１）简单块是最基本的复合块．
（２）给定两个复合块犪，犫．可以按３种方式进行

组合得到复合块犮：按狓轴方向组合，按狔轴方向组
合，按狕轴方向组合．犮是包含犪、犫的最小长方体．

显然，按照上述定义，复合块的数量将是箱子数
目的指数级，而且任意组合生成的复合块中可能有很
多空隙，非常不利于装载．因此，有必要对复合块施加
一定的限制，本文的限制条件基本上同文献［２９］，但
是本文还考虑下列条件：

如果考虑约束Ｃ２，受复合块中空隙的影响，复
合块顶部有支撑的可放置矩形可能很小，为了保证
在后面的装载过程中剩余空间不会由于失去支撑而
浪费可用空间，我们限定顶部可放置矩形与相应的
复合块顶部面积的比至少要达到犕犻狀犃狉犲犪犚犪狋犲．

上述条件是文献［１５，２９］中没有考虑的，它能减
少对块的搜索，加快计算的速度．

在满足以上约束的情况下，块数目仍然可能很
大，生成算法将在块数目达到犕犪狓犅犾狅犮犽狊时停止
生成．

根据复合块的定义，可以得到最终的复合块生
成算法２．此算法首先调用简单块生成算法生成所
有可能的简单块；接着，迭代犕犪狓犜犻犿犲狊次，在每一
次迭代中，对于任何两个已生成的复合块犪、犫，尝试
按狓轴、狔轴、狕轴方向进行组合；如果组合满足前
面所述的组合限制条件，则将新生成的复合块犮加
入块列表．

算法２．　复合块生成算法．
ＧｅｎＣｏｍｐｌｅｘＢｌｏｃｋ（犮狅狀狋犪犻狀犲狉，犫狅狓犔犻狊狋，狀狌犿）
犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲··＝ＧｅｎＳｉｍｐｌｅＢｌｏｃｋ（狊狆犪犮犲，犫狅狓犔犻狊狋，狀狌犿）
ｆｏｒ狋犻犿犲狊··＝０ｔｏ犕犪狓犜犻犿犲狊－１ｄｏ
　狀犲狑犅犾狅犮犽犜犪犫犾犲··＝｛｝
ｆｏｒｅａｃｈ犪，犫ｉｎ犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲ｄｏ
　ｉｆ犪．狋犻犿犲狊＝狋犻犿犲狊ｏｒ犫．狋犻犿犲狊＝狋犻犿犲狊ｔｈｅｎ
　ｉｆ犪ａｎｄ犫ｓａｔｉｓｆｉｅｄｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｉｎ狓ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
ｔｈｅｎ
　犮··＝ｃｏｍｂｉｎｅ犪，犫ｉｎ狓ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
　ａｄｄ犮ｔｏ狀犲狑犅犾狅犮犽犜犪犫犾犲
ｅｎｄｉｆ
ｉｆ犪ａｎｄ犫ｓａｔｉｓｆｉｅｄｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｉｎ狔ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
ｔｈｅｎ
　犮··＝ｃｏｍｂｉｎｅ犪，犫ｉｎ狔ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

５５５２１２期 张德富等：求解三维装箱问题的多层启发式搜索算法



　ａｄｄ犮ｔｏ狀犲狑犅犾狅犮犽犜犪犫犾犲
ｅｎｄｉｆ
ｉｆ犪ａｎｄ犫ｓａｔｉｓｆｉｅｄｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｉｎ狕ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
ｔｈｅｎ
　犮··＝ｃｏｍｂｉｎｅ犪，犫ｉｎ狕ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ
　ａｄｄ犮ｔｏ狀犲狑犅犾狅犮犽犜犪犫犾犲
ｅｎｄｉｆ

ｅｎｄｉｆ
ｅｎｄｆｏｒ
犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲··＝犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲＋狀犲狑犅犾狅犮犽犜犪犫犾犲
ｒｅｄｕｃｅｄｕｐｌｉｃａｔｅｄｂｌｏｃｋｉｎ犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲
ｅｎｄｆｏｒ
ｓｏｒｔ犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲ｂｙｄｅｃｒｅａｓｉｎｇｖｏｌｕｍｅｏｆｂｌｏｃｋｓ．
ｒｅｔｕｒｎ犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲
介绍了块的概念后，下面描述可行块列表生成

算法ＧｅｎＢｌｏｃｋＬｉｓｔ（狊狆犪犮犲，犪狏犪犻犾）．该算法用于从
犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲中获取适合当前剩余空间的可行块列
表．其中，犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲是在算法开始时预先生成的所
有可能的块的列表，以避免重复计算．这样，在某一
时刻计算某一个剩余空间的可行块列表时，只要扫
描犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲，找出所有能放入该剩余空间且能被
当前剩余箱子满足的块即可．这样使得基本的块装
载启发式算法与块生成算法完全无关，块生成算法
可以根据需要进行定制而不影响块装载启发式
算法．

算法ＧｅｎＢｌｏｃｋＬｉｓｔ（狊狆犪犮犲，犪狏犪犻犾）描述了可行
块列表生成算法，该算法扫描犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲，返回所有
能放入剩余空间并且有足够剩余箱子的块．由于
犫犾狅犮犽犜犪犫犾犲是按块中箱子总体积降序排列的，返回
的可行块列表犫犾狅犮犽犔犻狊狋也是按箱子总体积降序
排列．

在每个装载阶段一个剩余空间被装载，装载分
为有可行块和无可行块两种情况．在有可行块时，算
法按照块选择算法选择可行块，然后将未填充空间
划分成新的剩余空间，这里划分的策略是使划分出
的剩余空间尽可能地大．图１给出了具有稳定性约
束的剩余空间的划分过程．令狓轴、狔轴和狕轴上的
剩余长度分别为犿狓、犿狔、犿狕．如果犿狔犿狓，则按
图１（ａ）划分，划分空间的入栈顺序为狊狆犪犮犲犣，
狊狆犪犮犲犡，狊狆犪犮犲犢；如果犿狓犿狔，则按图１（ｂ）划分，
空间的入栈顺序狊狆犪犮犲犣，狊狆犪犮犲犢，狊狆犪犮犲犡．在无可行
块时，当前剩余空间被抛弃，若其中一部分空间可以
合并到当前堆栈中的其它空间，则进行空间转移，重
新利用这些空间．可转移空间可以被转移给剩余空
间堆栈中来自同一次划分的其它空间以重新利用．
可转移空间的重新分配实际上就是对未填充空间的

重新划分．因此，可以通过重新划分未填充空间来达
到再次利用可转移空间的目的．ＴｒａｎｓｆｅｒＳｐａｃｅ
（狊狆犪犮犲，狊狆犪犮犲犛狋犪犮犽）实现空间转移，此过程判定当前
剩余空间与栈顶的一个或两个剩余空间是否是由同
一次划分而产生的，若是则将可转移空间转移给相
应的一个或两个剩余空间．其中一些细节，可参考文
献［２９］．

图１　剩余空间切割

２．３　基于多层搜索的块选择算法
Ｆａｎｓｌａｕ等人［１５］采用如下基于整数拆分的树状

搜索算法进行块选择：给定一个整数拆分犱０＋
犱１＋…＋犱狀－１＝犱，搜索分为狀层，狉为初始根节点，
在第犻层从根节点狉犻出发进行一次深度为犱犻的搜
索，选择最优的叶节点作为新的根节点狉犻＋１，狉狀是
最终的搜索结果．为限制搜索的开销，每次搜索的节
点数目限制为犫犻＝ｍａｘ｛犫｜犫犱犻＜犲犳犳狅狉狋｝．尽管这种
算法取得了相当优秀的结果．但是，仔细分析该算法
的执行过程，它仍然有一些缺陷：

（１）在指定整数拆分下，算法每个阶段只选择
当前状态下的局部最优解，并在下一阶段以此为基
础进行搜索．但是局部最优毕竟不是全局最优，一旦
在某个阶段选择错误，后续的评估结果就必然会出
现偏差．虽然算法通过枚举所有的整数拆分允许搜
索更多的节点，但是由于每次总是选择局部最优的
那个节点，算法很难选取到那些要到很大的深度才
能体现其优势的块．
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（２）算法在执行搜索过程中，有很大一部分重
复计算，一方面是因为不同的整数拆分方式有一部
分重叠，另一方面是因为不同拆分所找到的节点很
可能是相同的．

针对树状搜索算法的两个缺陷，本文提出了多
层启发式搜索，这里“层”的概念对应于整数拆分里
面的每一个拆分，但是每一层的深度为１．第犻层的
节点是初始局部装载方案装载了犻个块以后的结
果．该算法与基于整数拆分的树状搜索算法最大的
不同在于：在第犻层，算法不再只选择一个块继续搜
索，而是选择最优的犕犪狓犎犲犪狆个局部装载方案，采
用不同的深度犱调用深度优先搜索算法，并将所有
搜索结果都插入到相应第犻＋犱层的结果中去．在每
个层上，算法使用堆存储最优的犕犪狓犎犲犪狆结果．算
法从０层开始迭代，直到犱犲狆狋犺层结束．整个算法的
运行过程类似树状搜索，不过此时在每个层上有至
多犕犪狓犎犲犪狆个节点被扩展，并且已计算的上层节
点不会被再次计算．

算法３．　多层启发式搜索．
ＭｕｌｔｉＬａｙｅｒＳｅａｒｃｈ（狆狊，犱犲狆狋犺，犿犪狓犇，犕犪狓犎犲犪狆，犲犳
犳狅狉狋）
狉犲狊狌犾狋．狏狅犾狌犿犲犆狅犿狆犾犲狋犲··＝０
ａｄｄ狆狊ｔｏ犺犲犪狆［０］
ｆｏｒ犾犪狔犲狉··＝０ｔｏ犱犲狆狋犺－１ｄｏ
　ｋｅｅｐ犺犲犪狆［犾犪狔犲狉］ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｏｎｌｙｔｈｅｂｅｓｔ犕犪狓
犎犲犪狆ｅｌｅｍｅｎｔｓ
ｆｏｒｅａｃｈ狆狊′ｉｎ犺犲犪狆［犾犪狔犲狉］ｄｏ
　ｆｏｒ犱··＝１ｔｏ犿犪狓犇ｄｏ
　犫狉犪狀犮犺··＝ｍａｘ｛犫｜犫犱犲犳犳狅狉狋｝
　ＤｅｐｔｈＦｉｒｓｔＳｅａｒｃｈ（狆狊′，犱，犫狉犪狀犮犺，犾犪狔犲狉＋犱）
ｅｎｄｆｏｒ

ｅｎｄｆｏｒ
ｅｎｄｆｏｒ
ｒｅｔｕｒｎｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｉｎ犺犲犪狆［犱犲狆狋犺］
算法３描述了多层启发式搜索算法．犱犲狆狋犺参

数描述了要装载的块数目；犿犪狓犇指定了在每个层
上将尝试的最大深度值；犕犪狓犎犲犪狆如前所述是每
个层上用堆维护的最优的部分装载方案的最大数
目；犫狉犪狀犮犺表示可放置块的最大数目，意味着当前
层的宽度；犲犳犳狅狉狋正如前文所述用于限制每次搜索
访问的节点的数目，对于每一个搜索深度犱，相应的
分支数目犫被计算出以用于搜索．算法４是改进的
带深度限制的深度优先搜索算法，其不只是记录局
部最优解，而且将所有叶子节点的评估结果都加到
相应层上．其中犘犾犪犮犲犅犾狅犮犽，犚犲犿狅狏犲犅犾狅犮犽抽象了块
装载和块移除的过程．

算法４．　改进的带深度限制的深度优先搜索
算法．

ＤｅｐｔｈＦｉｒｓｔＳｅａｒｃｈ（狆狊，犱犲狆狋犺，犫狉犪狀犮犺，犾犪狔犲狉）
ｉｆ犱犲狆狋犺≠０ｔｈｅｎ
　狊狆犪犮犲··＝ｐｓ．ｓｐａｃｅＳｔａｃｋ．ｔｏｐ（）
犫犾狅犮犽犔犻狊狋··＝ＧｅｎＢｌｏｃｋＬｉｓｔ（狆狊．狊狆犪犮犲，狆狊．犪狏犪犻犾）
ｉｆ犫犾狅犮犽犔犻狊狋≠｛｝ｔｈｅｎ
　ｆｏｒ犻··＝０ｔｏ犫狉犪狀犮犺－１ｄｏ
　ＰｌａｃｅＢｌｏｃｋ（狆狊，犫犾狅犮犽犔犻狊狋［犻］）
ＤｅｐｔｈＦｉｒｓｔＳｅａｒｃｈ（狆狊，犱犲狆狋犺－１，犫狉犪狀犮犺，犾犪狔犲狉）
ＲｅｍｏｖｅＢｌｏｃｋ（狆狊，犫犾狅犮犽犔犻狊狋［犻］，狊狆犪犮犲）

ｅｎｄｆｏｒ
ｅｌｓｅ
　ＴｒａｎｓｆｅｒＳｐａｃｅ（狊狆犪犮犲，狆狊．狊狆犪犮犲犛狋犪犮犽）
ＤｅｐｔｈＦｉｒｓｔＳｅａｒｃｈ（狆狊，犱犲狆狋犺，犫狉犪狀犮犺，犾犪狔犲狉）
ＴｒａｎｓｆｅｒＳｐａｃｅＢａｃｋ（狊狆犪犮犲，狆狊．狊狆犪犮犲犛狋犪犮犽）

ｅｎｄｉｆ
ｅｌｓｅ
　Ｃｏｍｐｌｅｔｅ（狆狊）
　ａｄｄ狆狊ｔｏ犺犲犪狆［犾犪狔犲狉］
ｅｎｄｉｆ
算法５描述了块装载算法，主要的任务是将块和

栈顶空间结合成一个装载加入当前装载方案，移除栈
顶空间，去掉已使用箱子，然后划分未填充空间并加
入到剩余空间堆栈中．其中ＴｒａｎｓｆｅｒＳｐａｃｅ用于将新
生成的剩余空间加入堆栈，ＴｒａｎｓｆｅｒＳｐａｃｅＢａｃｋ是其
逆过程，用于取消被加入的剩余空间以便进行搜索．
当搜索进行到目标深度时，Ｃｏｍｐｌｅｔｅ（狆狊）算法每次放
入体积最大的块直至获得一个完整的装载方案．

算法５．　块装载算法．
ＰｌａｃｅＢｌｏｃｋ（狆狊，犫犾狅犮犽）
狊狆犪犮犲··＝ｐｓ．ｓｐａｃｅＳｔａｃｋ．ｔｏｐ（）
ｐｓ．ｓｐａｃｅＳｔａｃｋ．ｐｏｐ（）
狆狊．犪狏犪犻犾··＝狆狊．犪狏犪犻犾－犫犾狅犮犽．狉犲狇狌犻狉犲
狆狊．狆犾犪狀··＝狆狊．狆犾犪狀＋（狊狆犪犮犲，犫犾狅犮犽）
狆狊．狆犾犪狀．狏狅犾狌犿犲··＝狆狊．狆犾犪狀．狏狅犾狌犿犲＋犫犾狅犮犽．狏狅犾狌犿犲
ｐｓ．ｓｐａｃｅＳｔａｃｋ．ｐｕｓｈ（ＧｅｎＲｅｓｉｄｕｌＳｐａｃｅ（狊狆犪犮犲，犫犾狅犮犽））
算法６描述了块移除算法，它是算法５的逆过

程，完成的工作包括从当前部分装载方案中移除当
前块所属的装载，恢复已使用箱子，移除空间堆栈栈
顶的３个划分出来的剩余空间，并将已使用剩余空
间重新插入栈顶．

算法６．　块移除算法．
ＲｅｍｏｖｅＢｌｏｃｋ（狆狊，犫犾狅犮犽，狊狆犪犮犲）
狆狊．犪狏犪犻犾··＝狆狊．犪狏犪犻犾＋犫犾狅犮犽．狉犲狇狌犻狉犲
狆狊．狆犾犪狀··＝狆狊．狆犾犪狀－（狊狆犪犮犲，犫犾狅犮犽）
狆狊．狆犾犪狀．狏狅犾狌犿犲··＝狆狊．狆犾犪狀．狏狅犾狌犿犲－犫犾狅犮犽．狏狅犾狌犿犲

７５５２１２期 张德富等：求解三维装箱问题的多层启发式搜索算法



ｒｅｍｏｖｅ３ｔｏｐｓｐａｃｅｓｆｒｏｍ狆狊．狊狆犪犮犲犛狋犪犮犽
ｐｓ．ｓｐａｃｅＳｔａｃｋ．ｐｕｓｈ（狊狆犪犮犲）
图２（ａ）和（ｂ）分别显示了多层启发式搜索算法

的两个运行实例，图中只列出了最优节点相关的路
径和分支，忽略了其它一些节点．图２（ａ）显示了一
个典型的运行结果，算法从第０层开始执行深度为
１和２的深度优先搜索，在１层中算法扩展最优的
两个节点，其中一个节点以深度２执行另一次深度
优先搜索后找到整个过程中的最优节点（见图中灰
色节点）．图２（ｂ）描述的实例运行过程类似，区别在
于这一次最优节点是在一次深度为２的深度优先搜
索后接着一次深度为１的搜索中找到的．

图２　多层启发式搜索

现在利用多层搜索算法来设计块选择算法．由
于犽＋１层最优的犖个解很可能只来自犽层最优的
犖个解，我们不需要对所有的可行块执行最大深度
的多层搜索，可以用不同的深度进行搜索，每次采用
贪心算法过滤掉一些不够优秀的可行块．只要保证
选择的犖足够大，使得最终的最优解以很大概率被
包含即可．

算法７描述了块选择算法的结构．算法采用递
增的搜索深度执行多层搜索，遍历整个可行块列表，
尝试装载当前块到当前部分装载方案，然后用多层
搜索来评估此部分装载方案，并将多层搜索的最优
填充值作为被选块的适应度．排序块列表中块的适
应度，每次过滤掉一半不够优秀的块，直到可行块数
目不大于犖．最后返回具有最大适应度的块．如果

考虑Ｃ２约束，则只要判断当前块的底部是否有满
足要求的支撑即可．

算法７．　块选择算法．
ＦｉｎｄＮｅｘｔＢｌｏｃｋ（狆狊，犫犾狅犮犽犔犻狊狋）
ｆｏｒ犱犲狆狋犺··＝１ｔｏ犿犪狓犇犲狆狋犺ｄｏ
　ｆｏｒｅａｃｈ犫犾狅犮犽ｉｎ犫犾狅犮犽犔犻狊狋ｄｏ
　狊狆犪犮犲··＝ｐｓ．ｓｐａｃｅＳｔａｃｋ．ｔｏｐ（）
ＰｌａｃｅＢｌｏｃｋ（狆狊，犫犾狅犮犽）
犫犾狅犮犽．犳犻狋狀犲狊狊··＝ＭｕｌｔｉＬａｙｅｒＳｅａｒｃｈ（狆狊，犱犲狆狋犺，

犿犪狓犇，犕犪狓犎犲犪狆，犲犳犳狅狉狋）
Ｒｅｍｏｖｅ（狆狊，犫犾狅犮犽，狊狆犪犮犲）

ｅｎｄｆｏｒ
ｓｏｒｔｔｈｅ犫犾狅犮犽犔犻狊狋ｂｙｄｅｃｒｅａｓｉｎｇｆｉｔｎｅｓｓ
ｉｆｓｉｚｅ（犫犾狅犮犽犔犻狊狋）＞２犖ｔｈｅｎ
　犫犾狅犮犽犔犻狊狋··＝ｔｈｅｆｉｒｓｔｈａｌｆｏｆ犫犾狅犮犽犔犻狊狋
ｅｌｓｅ
　犫犾狅犮犽犔犻狊狋··＝ｆｉｒｓｔ犖ｉｎ犫犾狅犮犽犔犻狊狋
ｅｎｄｉｆ

ｅｎｄｆｏｒ
ｒｅｔｕｒｎｔｈｅｂｌｏｃｋｗｉｔｈｍａｘｉｍｕｍｆｉｔｎｅｓｓ

３　实验与结果
３．１　算法参数和测试数据

本文的多层启发式搜索算法（ＭＬＨＳ）以Ｃ＋＋
实现，实验程序运行在Ｉｎｔｅｌ?Ｘｅｏｎ?Ｘ５４６０＠
３．１６ＧＨｚ处理器上．运行环境为ＤｅｂｉａｎＬｉｎｕｘ，编
译器为ｇｃｃ４．３．２．实验中设置的各项常数如表１
所示．

表１　算法常数
常数项 值 含义

犕犻狀犉犻犾犾犚犪狋犲 ０．９８ 复合块的最低填充率
犕犻狀犃狉犲犪犚犪狋犲 ０．９６ 可放置矩形与相应复合块顶部面积比
犕犪狓犜犻犿犲狊 ５ 生成块的最大复杂次数
犕犪狓犅犾狅犮犽狊 １００００ 最大块数目

犖 １６ 每层最优解数目
犿犪狓犇 ２ 每层搜索尝试的最大深度

犕犪狓犇犲狆狋犺 ６ 分层搜索的总次数
犕犪狓犎犲犪狆 ６ 每层扩展的节点数

ＭＬＨＳ将在不同的参数设置下运行，参数按照
从简单到复杂的顺序执行，并选择其中最优的结果
作为最终解．由于当前一组参数被执行完毕后，所有
程序运行时间可能会超过时间限制（犜犻犿犲犔犻犿犻狋）．
因此，当算法运行超过时间限制则在完成当前参数
下的计算后，不再执行下一组参数．实验中一共采用
６组参数设置，如表２所示．其中图２描述了参数２
的参数设置，其分支犫狉犪狀犮犺＝２．
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表２　算法参数
犕犪狓犇犲狆狋犺 犈犳犳狅狉狋 犜犻犿犲犔犻犿犻狋

参数１ ２ 　１
参数２ ３ ３
参数３ ４ ９
参数４ ５ ２７
参数５ ６ ８１
参数６ ７ ２４３

１２０ｓ

本文实验采用的测试数据来自文献［１７］，包括
ＢＲ１～ＢＲ１５一共１５００个三维装箱实例，它们可以
从ＯＲＬｉｂｒａｒｙ①下载或者ｈｔｔｐ：／／５９．７７．１６．８／
Ｄｏｗｎｌｏａｄ．ａｓｐｘ＃ｐ４网站上下载．这些实例共分为
１５种类型，每类１００个问题．每类问题中有一定数
量的相同类型（具有相同的长宽高）的箱子，这１５类
问题中箱子的类型数从１到１００，异构性由弱到强，
能够很好地测试算法在不同异构性装箱问题中的表
现．其中，ＢＲ１～ＢＲ７的箱子类型数为３～２０，
属于弱异构装箱问题；ＢＲ８～ＢＲ１５的箱子类型数从
３０～１００，属于强异构装箱问题．
３．２　计算结果

对于来自文献［１７］的１５００个实例，许多研究者

对它们或其中一部分做过测试．比较的算法包括顺序
和并行执行的禁忌搜索算法（ＰＴＳＡ）［１１］、ＭＦＢ算
法［２１］、随机启发式算法［２２］、Ｈ＿Ｂ算法［２３］、启发式算
法（ＳＰＢＢＬＣＣ４）［２４］、组合启发式算法（ＣＨ）［２８］．这
些算法致力于研究弱异构装箱问题，即仅测试
ＢＲ１～ＢＲ７．特别地，本文还比较了Ｈ＿ＢＲ算法［１７］、
ＧＡ＿ＧＢ算法［８］和禁忌搜索算法ＴＳ＿ＢＧ［９］、贪心随
机自适应搜索算法（ＧＲＡＳＰ）［１２］、ｍａｘｉｍａｌｓｐａｃｅ算
法［１３］、可变邻域搜索算法（ＶＮＳ）［１４］、混合模拟退火
算法（ＨＳＡ）［２９］、最新的基于整数拆分的树状搜索算
法（ＣＬＴＲＳ）［１５］以及ＦＤＡ算法［３０］．这些算法测试了
ＢＲ１～ＢＲ１５的１５００个实例．此外Ｈｕａｎｇ等人［３１］提
出的Ａ２算法只计算了ＢＲ８～ＢＲ１５．

上述比较的算法均满足方向性约束Ｃ１，有些算
法也满足稳定性约束Ｃ２，它们的计算结果均直接来
自于相应文献．表３与表４报告了这些算法与
ＭＬＨＳ的计算结果，斜体数据表示问题满足约束
Ｃ１和Ｃ２．表中所有的数据表示填充率（％），即不同
算法针对一类问题所得到的平均填充率，而Ｍｅａｎ
表示算法对所计算问题类的平均填充率．

表３　各种算法对ＢＲ１～ＢＲ７的填充率比较
算法 满足约束 填充率／％

ＢＲ１ ＢＲ２ ＢＲ３ ＢＲ４ ＢＲ５ ＢＲ６ ＢＲ７ Ｍｅａｎ
Ｈ＿ＢＲ［１７］ Ｃ１＆Ｃ２ ８３．７９ ８４．４４ ８３．９４ ８３．７１ ８３．８０ ８２．４４ ８２．０１ ８３．５
ＧＡ＿ＧＢ［８］ Ｃ１＆Ｃ２ ８５．８０ ８７．２６ ８８．１０ ８８．０４ ８７．８６ ８７．８５ ８７．６８ ８７．５
ＴＳ＿ＢＧ［９］ Ｃ１＆Ｃ２ ８７．８１ ８９．４０ ９０．４８ ９０．６３ ９０．７３ ９２．７２ ９０．６５ ９０．１
ＰＴＳＡ［１１］　　　　顺序 Ｃ１ ９３．２３ ９３．２７ ９２．８６ ９２．４０ ９１．６１ ９０．８６ ８９．６５ ９２．０
　　　　　　　　并行 Ｃ１ ９３．５２ ９３．７７ ９３．５８ ９３．０５ ９２．３４ ９１．７２ ９０．５５ ９２．７
ＭＦＢ算法［２１］ Ｃ１ ８７．４ ８８．７ ８９．３ ８９．７ ８９．７ ８９．７ ８９．４ ８９．１
随机启发式算法［２２］ Ｃ１ ８８．４ ８９．０ ８９．４ ８９．５ ８９．４ ８９．６ ８９．５ ８９．２６
Ｈ＿Ｂ［２３］ Ｃ１ ８９．３９ ９０．２６ ９１．０８ ９０．９０ ９１．０５ ９０．７０ ９０．４４ ９０．５５
ＳＰＢＢＬＣＣ４［２４］ Ｃ１ ８７．３ ８８．６ ８９．４ ９０．１ ８９．３ ８９．７ ８９．２ ８９．０９
组合启发式算法ＣＨ［２８］ Ｃ１ ８９．９４ ９１．１３ ９２．０９ ９１．９４ ９１．７２ ９１．４５ ９０．９４ ９１．３２
ＧＲＡＳＰ［１２］ Ｃ１ ９３．５２ ９３．７７ ９３．５８ ９３．０５ ９２．３４ ９１．７２ ９０．５５ ９２．６５
ｍａｘｉｍａｌｓｐａｃｅ［１３］ Ｃ１ ９３．８５ ９４．２２ ９４．２５ ９４．０９ ９３．８７ ９３．５２ ９２．９４ ９３．８２
ＶＮＳ［１４］ Ｃ１ ９４．９３ ９５．１９ ９４．９９ ９４．７１ ９４．３３ ９４．０４ ９３．５３ ９４．５３
ＨＳＡ［２９］ Ｃ１＆Ｃ２ ９３．８１ ９３．９４ ９３．８６ ９３．５７ ９３．２２ ９２．７２ ９１．９９ ９３．３０
ＣＬＴＲＳ［１５］ Ｃ１ ９５．０５ ９５．４３ ９５．４７ ９５．１８ ９５．００ ９４．７９ ９４．２４ ９５．０２

Ｃ１＆Ｃ２ ９４．５１ ９４．７３ ９４．７４ ９４．４１ ９４．１３ ９３．８５ ９３．２０ ９４．２２
ＦＤＡ［３０］ Ｃ１ ９２．９２ ９３．９３ ９３．７１ ９３．６８ ９３．７３ ９３．６３ ９３．１４ ９３．５３
ＭＬＨＳ Ｃ１ ９４．９２ ９５．４８ ９５．６９ ９５．５３ ９５．４４ ９５．３８ ９４．９５ ９５．３４

Ｃ１＆Ｃ２ ９４．４９ ９４．８９ ９５．２０ ９４．９４ ９４．７８ ９４．５５ ９３．９５ ９４．６９

从表３中可以看出，多层启发式算法ＭＬＨＳ几
乎在每类问题上的填充率都超过了目前已知的算
法，平均填充率超过了所有比较的算法．当只考虑
Ｃ１时，ＭＬＨＳ在ＢＲ１～ＢＲ７上的平均填充率达到
了９５．３４％，比当前最新的ＶＮＳ［１４］、ＦＤＡ［３０］、最好
的ＣＬＴＲＳ［１５］分别提高了０．８１％，１．８１％和０．３２％．
当Ｃ１和Ｃ２均考虑时，比当前较新的ＨＳＡ［２９］、最好
的ＣＬＴＲＳ［１５］分别提高了１．３９％和０．４７％．

表４给出了各个算法在ＢＲ８～ＢＲ１５上的运行

结果．对强异构问题，ＭＬＨＳ的优势更大，所有数据
上的结果均超过比较的算法．当只考虑Ｃ１时，
ＭＬＨＳ在ＢＲ８～ＢＲ１５上的平均填充率达到了
９３．５９％，比当前最新的ＶＮＳ［１４］、ＦＤＡ［３０］和最好的
ＣＬＴＲＳ［１５］分别提高了２．１３％、１．６９％和０．７１％．当
Ｃ１和Ｃ２均考虑时，比当前较新的ＨＳＡ［２９］和最好
的ＣＬＴＲＳ［１５］分别提高了２．９１％和１．０１％．
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表４　各种算法对犅犚８～犅犚１５的填充率比较

算法 约束 填充率／％
ＢＲ８ ＢＲ９ ＢＲ１０ ＢＲ１１ ＢＲ１２ ＢＲ１３ ＢＲ１４ ＢＲ１５ Ｍｅａｎ

Ｈ＿ＢＲ［１７］ Ｃ１＆Ｃ２ ８０．１ ７８．０３ ７６．５３ ７５．０８ ７４．３７ ７３．５６ ７３．３７ ７３．３８ ７５．５５
ＧＡ＿ＧＢ［８］ Ｃ１＆Ｃ２ ８７．５２ ８６．４６ ８５．５３ ８４．８２ ８４．２５ ８３．６７ ８２．９９ ８２．４７ ８４．７１
ＴＳ＿ＢＧ［９］ Ｃ１＆Ｃ２ ８７．１１ ８５．７６ ８４．７３ ８３．５５ ８２．７９ ８２．２９ ８１．３３ ８０．８５ ８３．５５
ＧＲＡＳＰ［１２］ Ｃ１ ９０．２６ ８９．５０ ８８．７３ ８７．８７ ８７．１８ ８６．７０ ８５．８１ ８５．４８ ８７．６９
Ａ２［３１］ Ｃ１ ８８．４１ ８８．１４ ８７．９ ８７．８８ ８７．９２ ８７．９２ ８７．８２ ８７．７３ ８７．９７
ｍａｘｉｍａｌｓｐａｃｅ［１３］ Ｃ１ ９１．０２ ９０．４６ ８９．８７ ８９．３６ ８９．０３ ８８．５６ ８８．４６ ８８．３６ ８９．３９
ＶＮＳ［１４］ Ｃ１ ９２．７８ ９２．１９ ９１．９２ ９１．４６ ９１．２ ９１．１１ ９０．６４ ９０．３８ ９１．４６
ＨＳＡ［２９］ Ｃ１＆Ｃ２ ９０．５６ ８９．７ ８９．０６ ８８．１８ ８７．７３ ８６．９７ ８６．１６ ８５．４４ ８７．９８
ＣＬＴＲＳ［１５］ Ｃ１ ９３．７０ ９３．４４ ９３．０９ ９２．８１ ９２．７３ ９２．４６ ９２．４０ ９２．４０ ９２．８８

Ｃ１＆Ｃ２ ９２．２６ ９１．４８ ９０．８６ ９０．１１ ８９．５１ ８８．９８ ８８．２６ ８７．５７ ８９．８８
ＦＤＡ［３０］ Ｃ１ ９２．９２ ９２．４９ ９２．２４ ９１．９１ ９１．８３ ９１．５６ ９１．３０ ９１．０２ ９１．９
ＭＬＨＳ Ｃ１ ９４．５４ ９４．１４ ９３．９５ ９３．６１ ９３．３８ ９３．１４ ９３．０６ ９２．９０ ９３．５９

Ｃ１＆Ｃ２ ９３．１２ ９２．４８ ９１．８３ ９１．２３ ９０．５９ ８９．９９ ８９．３４ ８８．５４ ９０．８９

此外，对ＢＲ１～ＢＲ１５数据，当考虑约束Ｃ１时，
ＭＬＨＳ算法（ＣＰＵ为３．１６ＧＨｚ）的平均运行时间为
１９７．３３ｓ，而ＣＬＴＲＳ（ＣＰＵ为２．６ＧＨｚ）的平均运行
时间为３２０ｓ．当考虑约束Ｃ１和Ｃ２时，ＭＬＨＳ的平
均时间为１８７．２６ｓ，而ＣＬＴＲＳ的平均时间为３２０ｓ．
相对来说，ＭＬＨＳ算法所需要的时间更短．

由于三维装箱问题具有很大的实用价值，许多
研究者对其进行研究，填充率越来越接近最优，因此
提高填充率已经越来越困难，但是ＭＬＨＳ对ＢＲ数
据集，当考虑Ｃ１、Ｃ１＆Ｃ２时，仍然比当前最好的算
法分别平均改进０．５２％、０．７４％．这表明多层启发
式搜索算法求解三维装箱问题非常有效，同时我们
也观察到解的优秀程度在一定意义上是可以被继承
的，即一个优秀解很可能导出另一个优秀解．这个特
点可以描述为：虽然犽层上的最优解不一定是犽＋１
层上最优解的父节点；但是，犽层上最优的犖个解
很可能包括了所有犽＋１层上最优的犖个解的父节
点．这就是为什么多层启发式搜索算法比基于整数
拆分的树状搜索算法更优秀的关键原因，只选择一
个最优解有可能错过下一层的最优解，而选择多个
最优的解进行后续搜索将以更大的概率包含下一层
的最优解．

４　结束语
在文献［１５，２９］研究工作的基础上，本文提出了

一个非常有效的多层启发式搜索算法．该算法引入
了复合块的概念，并对其加以限制，同时提出了基于
多层搜索的块选择算法，使得对于装载方案的评估
更加准确而迅速，从而得到很好的计算结果．

当然，由于装箱问题的复杂性以及启发式算法
本身的缺陷，本文算法还有一些不足之处．例如，随
着实例规模的增大，复合块的生成方式更多，搜索树

也会更复杂，可能需要较长的计算时间．因此，将来
的工作是进一步优化算法，提高计算速度，同时，结
合实际的应用，考虑更多的约束条件．
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