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时间依赖代价函数下的最优路径查询问题研究
杨雅君　高　宏　李建中

（哈尔滨工业大学计算机科学与技术学院　哈尔滨　１５０００１）

摘　要　作者研究了时间依赖图下，具有时间限制的费用代价最优路径的查询问题．目前有关时间依赖图上的最短
路径查询的研究工作解决的是最短旅行时间问题（ＴＤＳＰ），这些工作都利用了以下性质：到达某个顶点的最早时刻可
以通过到达其邻居的最早时刻计算得出．然而，在计算具有时间限制的费用代价最优路径时，该性质并不成立．因此，
目前解决ＴＤＳＰ问题的方法均不能解决文中面对的问题．对此作者提出一个新的算法用于计算时间依赖图模型上
的满足时间限制的费用代价最优路径．该算法适用于有向图和无向图．作者证明了算法的时间复杂度和空间复杂
度分别为犗（犽狀ｌｏｇ狀＋犿犽２ｌｏｇ犽）和犗（（狀＋犿）犽）．最后，作者通过真实数据集上的实验，验证了该算法的有效性．
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１　引　言
图模型被广泛地用来刻画现实世界中各种各样

实体间的复杂关系，如交通网、生物信息学、ＸＭＬ数
据库以及社交网络等等．随着信息技术的发展，各个
应用领域的信息量都呈现了爆炸性增长趋势．因此，
图模型数据的规模也变得越来越大．最短路径查询



是图上一类经典的查询问题并有着重要的应用．目
前，大多数的最短路径查询都是定义在静态图上的．
然而，在现实应用中，图模型往往不是固定不变的，
而是随着时间发生着演绎与变化．例如，在交通网
中，很多的交通管理系统能够向用户提供实时的交通
信息．这些系统包括：车辆信息和通信系统（ＶＩＣＳ）和
欧洲交通信息频道（ＴＭＣ）．ＶＩＣＳ被应用于日本的
城市交通管理，ＴＭＣ则被广泛应用于欧洲、北美和
澳大利亚的城市交通管理．这些交通系统所管理的
交通网都可以被刻画为大规模的图数据模型．在这
些模型中，通过一条边（道路）的代价不是一成不变
的，而是会随着时间的变化而变化．因此，如何在与
时间相关的动态图模型上计算最短路径，就成为了
一个有着十分重要研究意义的问题．

我们考虑物流网中的一个应用．快递公司需要
从城市犃运输一批货物到城市犅，假设出发时间为
狋１，且客户要求在时刻狋２之前收到货物．在该物流网
中，通过每条公路有一个时间开销和价格开销．根据
时间开销我们可以计算某条路径狆是否满足时间
限制，即是否能在时刻狋２之前到达城市犅．满足时间
限制的路径可能有很多，因此，从这些满足时间限制
的路径中，找到价格花费最少的路径，是一个有着十
分重要应用意义的问题．

一个交通物流网可以刻画为一个大规模图模
型．图模型上的边（道路）可以用时间代价狑犻，犼和费
用代价犳犻，犼（狋）来描述．时间代价表示通过这条边所
需要花费的时间，费用代价表示通过这条边所要花
费的费用（金钱）．对图中的任意一条边（狏犻，狏犼），通
过（狏犻，狏犼）的费用代价犳犻，犼（狋）会随着狏犻上的出发时
刻狋的变化而变化，即犳犻，犼（狋）为出发时刻狋的函数．
我们称这样的图模型为时间依赖图模型．因此，上面
的查询问题可以表示为：给定起点狏狊和终点狏犲，最
早出发时刻狋犱和最晚到达时刻狋犪，计算一条由狏狊到
狏犲的路径狆，该路径狆需要满足两个条件：（１）时间
限制．即要求路径狆在时刻狋犱之后从狏狊出发，在时
刻狋犪之前到达狏犲；（２）在所有满足条件（１）的路径
中，路径狆的通行费用总和最小．

目前，关于时间依赖图上的最短路径查询问题
（ＴｉｍｅＤｅｐｅｎｄｅｎｔＳｈｏｒｔｅｓｔＰａｔｈ，ＴＤＳＰ）已经有了
很多的研究工作［１６］．然而，这些工作主要解决的是
最短旅行时间问题，即给定一个出发时刻狋０，计算一
个最早到达终点的时刻并找到其对应的路径；或者
给定一个出发时间区间犜，找到一条最优路径，其出
发时间狋狊∈犜，使得从起点狏狊到终点狏犲的旅行时间

总和最小．这些工作仅仅假设图中的边只存在一个
时间代价函数狑犻，犼（狋），即通过图中某条边的时间和
该边起点上的出发时刻有关．在用时间代价函数刻
画边上代价的时间依赖图模型中，我们用狋犻表示到
达顶点狏犻的最早时刻，则狋犻满足以下递归关系：狋犻＝
ｍｉｎ｛狋犼＋狑犼，犻（狋）｜狏犼∈犖－（狏犻）｝．狏犼∈犖－（狏犻）表示狏犼
是狏犻的入边邻居，狋犼表示狏犼的最早到达时刻．该递归
关系表示：顶点狏犻的最早到达时刻可以根据其入边
邻居的最早到达时刻计算得出．目前，解决ＴＤＳＰ
问题的研究工作都利用了这一性质．然而，在费用代
价函数存在的时间依赖图模型上，该关系并不成立
（详见２．２节）．因此，目前解决ＴＤＳＰ问题的方法均
不能解决本文面对的问题．

运筹学领域中的一些工作研究了时间依赖图上
的费用代价最优路径查询问题［７１１］．然而，这些工作
假定时间模型是离散的．在离散时间模型下，时间区
间被表示为一系列离散时间点的集合［狋１，狋２，…，狋犜］．
对图上任意一条边（狏犻，狏犼），用户只能选择在某个给
定时刻狋犻从狏犻出发．这些工作的主要问题有：（１）离
散时间模型下不能找到精确的最优解．比如用户在
时刻狋到达顶点狏犻，狋犻－１＜狋＜狋犻，狋犻－１和狋犻是给定离
散时间区间内的两个相邻的离散时间点．用户能选
择的通过边（狏犻，狏犼）的最早出发时刻为狋犻．然而，可能
在时刻狋′出发才会使得通过边（狏犻，狏犼）的代价最小，
这里狋＜狋′＜狋犻；（２）这些方法只是从理论上给出计算
最优路径的方法，并没有从提高算法实际运行效率
的角度来设计算法和优化算法，也没有应用数据处
理中的优化技术．所以，这些方法需要承受较高的时
间和空间开销．因此，运筹学领域中的这些工作并不
能很好解决本文所要面对的问题．

本文中，我们研究了时间依赖图模型上的满足
时间限制的费用代价最优路径的查询问题，本文中
的时间模型是连续的，且允许存在等待时间以期待
找到费用代价最小的路径．本文的主要贡献如下：

（１）给出了一个新的算法计算时间依赖图模型
上的满足时间限制的费用代价最优路径．该算法适
用于有向图和无向图．

（２）证明了算法的时间复杂度为犗（犽狀ｌｏｇ狀＋
犿犽２ｌｏｇ犽），空间复杂度为犗（（狀＋犿）犽），这里狀和犿
分别为图中顶点和边的数量；犽为到达时间最小代
价函数上的分段区间数量（详见３．１节）．

（３）通过真实数据集上的实验，验证了我们算
法的有效性．

本文第２节介绍问题定义、现有的最有效的方
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法以及它们存在的主要问题；第３节介绍如何计算
时间限制下的费用代价最优的路径，该算法分为两
个阶段：最小费用代价计算阶段和路径选择阶段；第
４节通过真实数据集上的实验验证方法的有效性；
第５节讨论相关工作；最后，总结本文．

２　问题定义
本节中，将介绍时间依赖图的定义和时间依赖

图上的具有时间限制的费用代价最优路径查询问题
的定义．
２．１　时间依赖图模型的概念

定义１．　时间依赖图．时间依赖图是一个有向
图，记作犌犜（犞，犈，犠，犉），其中犞＝｛狏犻｝是图上的顶
点集合；犈＝犞×犞是图上的边集合；犠是边上的时
间代价取值集合；犉是边上的费用代价函数集合．对
图中每条边（狏犻，狏犼）∈犈，存在一个时间代价狑犻，犼∈犠
和一个费用代价函数犳犻，犼（狋）∈犉．狑犻，犼是一个常数，
它表示通过边（狏犻，狏犼）所要花费的时间．犳犻，犼（狋）是一
个分段常量函数，犳犻，犼（狋）的直观意义是：如果在时刻
狋从顶点狏犻出发，则通过边（狏犻，狏犼）所要花费的费用
代价为犳犻，犼（狋）．无向图可以转化为有向图，即一条无
向边等价于两条方向相反的有向边．

本文中我们假设通过图中任意一条边的时间代
价狑犻，犼０．该假设是合理的，因为在现实世界中，不
存在小于零的时间开销．类似地，我们假设犳犻，犼（狋）在
任意时刻狋的取值为正值，因为现实世界中不存在
小于零的费用开销．

本文中，犳犻，犼（狋）定义为分段常量函数，其形式
如下：

犳犻，犼（狋）＝

犮１，狋０狋狋１
犮２，狋１＜狋狋２
　…
犮狆，狋狆－１＜狋狋
烅
烄

烆 狆

，

这里，［狋０，狋狆］是函数犳犻，犼（狋）的定义域；常数犮犽为函数
犳犻，犼（狋）在时间片段［狋犽－１，狋犽］上的取值．对犳犻，犼（狋）的
分段常量假设是合理的．现实世界中费用代价函数
取值是分段常量的情况十分普遍．比如，道路网中的
某一条公路，在每天不同的时间区间内的收费标准
不同．因此，通过该公路的费用代价函数即是一个分
段常量函数．

给定起点狏狊和终点狏犲，最早出发时刻狋犱和最晚
到达时刻狋犪，本文的目的是找到一条路径狆，使得
（１）狆在时刻狋犱之后离开狏狊，且在时刻狋犪之前到达

狏犲；（２）在所有满足条件（１）的路径中，狆的费用代
价总和最小．

给定一条路径狆，其到达终点狏犲的费用代价与
时间有关．对于任意一条边（狏犻，狏犼）∈狆，离开狏犻的时
刻不同，通过边（狏犻，狏犼）的费用也就不同．因此，路径
狆的费用代价也不同．本文中，允许等待时间，即到
达顶点狏犻后，允许在狏犻等待一段时间ω（狏犻），以期待
路径狆的费用代价更小．下文中，我们用犪狉狉犻狏犲（狏犻）
和犱犲狆犪狉狋（狏犻）分别表示到达狏犻的时刻和离开狏犻的时
刻．对狏犻∈犞，有

犱犲狆犪狉狋（狏犻）＝犪狉狉犻狏犲（狏犻）＋ω（狏犻）．
令路径狆＝狏１→狏２→…→狏犺，给定最早出发时刻狋犱，
和顶点狏犻上的等待时间ω（狏犻），有

犪狉狉犻狏犲（狏１）＝狋犱，
犪狉狉犻狏犲（狏２）＝犱犲狆犪狉狋（狏１）＋狑１，２，
　…
犪狉狉犻狏犲（狏犺）＝犱犲狆犪狉狋（狏犺－１）＋狑犺－１，犺．

因此，给定最早出发时刻狋犱和顶点狏犻上的等待时间
ω（狏犻），对路径狆上的每个顶点狏犻，沿路径狆到达狏犻
的代价犮狅狊狋狆（狏犻）可递归的定义为
犮狅狊狋狆（狏１）＝０，
犮狅狊狋狆（狏２）＝犮狅狊狋狆（狏１）＋犳１，２（犱犲狆犪狉狋（狏１）），
　…
犮狅狊狋狆（狏犺）＝犮狅狊狋狆（狏犺－１）＋犳犺－１，犺（犱犲狆犪狉狋（狏犺））．
我们定义路径狆的代价犮狅狊狋（狆）＝犮狅狊狋狆（狏犺）．下面，
我们给出时间依赖图上最优路径查询问题的定义．

定义２．　时间依赖图上的具有时间限制的费
用代价最优路径查询问题．给定一个时间依赖图
犌犜（犞，犈，犠，犉），起点狏狊，终点狏犲，最早出发时刻狋犱
和最晚到达时刻狋犪．时间依赖图上具有时间限制的
费用最优路径查询问题的目的是找到一条路径狆
以及狆上每个顶点狏犻的最佳等待时间ω（狏犻），使得
（１）犱犲狆犪狉狋（狏狊）狋犱∧犪狉狉犻狏犲（狏犲）狋犪；（２）犮狅狊狋（狆）
在所有满足条件（１）的狏狊到狏犲的路径中最小．

图１给出了一个时间依赖图的示例，图１（ａ）是
一个时间依赖图犌犜，该图包含４个顶点和５条边．
边（狏犻，狏犼）上的数字表示该边的时间代价狑犻，犼，即通
过边（狏犻，狏犼）要花费的时间．图１（ｂ）～（ｆ）分别给出
了边（狏１，狏２），（狏１，狏３），（狏２，狏３），（狏２，狏４）和（狏３，狏４）
的费用代价函数犳犻，犼（狋）．
　　给出一个图犌犜上的费用最优路径查询，狏狊＝
狏１，狏犲＝狏４，狋犱＝０，狋犪＝６０，则费用最优路径为狆：
狏１→狏２→狏３→狏４，在顶点狏１，狏２和狏３上的最佳等待时
间分别为ω（狏１）＝０，ω（狏２）＝５和ω（狏３）＝０，路
径狆的代价为犮狅狊狋（狆）＝２０．
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图１　时间依赖图犌犜
２．２　现有方法介绍及存在问题分析

目前，时间依赖图模型上的最优路径查询问题
主要集中于解决最短旅行时间的问题（ＴＤＳＰ）［１７］，
即给定出发点狏狊、目的点狏犲和出发时间区间犐，找到
一条由狏狊到狏犲的最优路径和最佳出发时间狋狊∈犐，使
得该路径的旅行时间最短．在该类问题中，通过任意
一条边（狏犻，狏犼）的时间狑犻，犼（狋）会随着狏犻的出发时刻狋
的变化而变化，狑犻，犼（狋）是一个与离开狏犻时刻有关的
函数．我们将介绍两种计算最短旅行时间路径的最
有效的方法，并分析这些方法为什么不能用于本文
所要面对的问题．

犃算法．文献［３］提出了一种基于Ａ算法的
扩展算法ＫＤＸＺ．ＫＤＸＺ算法的思想是利用优先队
列来维护所有待扩展的路径．假设狆犻为一条从起点
狏狊到顶点狏犻的路径，需要注意的是，狏狊到狏犻可能存在
许多条路径，这些路径可能同时被维护在优先队列
中．每一条狏狊到狏犲的路径的旅行时间代价可以用以
下函数计算：犳狆犻（狋）＝犵狆犻（狋）＋犱犻，犲－狋．这里，犵狆犻（狋）表
示在时刻狋离开狏狊，并沿路径狆犻到达狏犻的时刻；犱犻，犲
是一个估计的狏犻到狏犲的旅行时间下界，犱犻，犲＝
犱ｅｃｕ（狏犻，狏犲）／狏ｍａｘ，犱ｅｃｕ（狏犻，狏犲）表示狏犻和狏犲之间的欧
氏距离，狏ｍａｘ表示网络中的最大速度．犳狆犻（狋）表示在
时刻狋离开狏狊，并沿路径狆犻到达狏犲的估计时间开销．
每一次迭代中，算法从队列中挑选一条路径狆犻，使
得ｍｉｎ

狋
｛犳狆犻（狋）｝在被队列维护的所有路径中最小．算

法在路径狆犻末尾加入边（狏犻，狏犼）得到一条新路径狆犼，

并将狆犼加入到优先队列．当狏狊到狏犲的路径狆犲第一次
从队列中弹出时，算法终止．ＫＤＸＺ算法不允许等待
时间的ω（狏犻）存在．

ＫＤＸＺ算法主要存在３方面的问题：（１）ＫＤＸＺ
算法需要两点间的欧式距离和网络中的最高速度来
估计旅行时间开销的下界．然而，在本文面对的问题
中，边上的费用代价函数是任意的，且费用代价与时
间开销不同，无法通过“距离／速度”的公式估计．因
此，ＫＤＸＺ算法无法用于本文的问题；（２）ＫＤＸＺ算
法的效率取决于所估计的下界对搜索空间的裁剪能
力．然而，在大规模图上，ＫＤＸＺ算法很难计算出一
个较准确的下界．当图的规模很大，或者起点和终点
的距离很远时，ＫＤＸＺ算法的效率很低；（３）在最坏
情况下，ＫＤＸＺ算法可能要枚举每一条起点到终点
的路径并将其维护在优先队列中．因此，ＫＤＸＺ算法
的时间和空间复杂度是图中顶点规模的指数级．
２犛算法．文献［５］中提出了目前解决ＴＤＳＰ问

题的最有效算法２Ｓ，该算法基于Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的思
想．２Ｓ算法主要分为：（１）最早到达时刻函数计算
阶段；（２）路径选择阶段．在阶段（１），算法根据以下
公式计算最早到达时刻函数：
犵犻（狋）＝

ｍｉｎ
狏犼∈犖

－（狏犻），ω（狏犼）
｛（犵犼（狋）＋ω（狏犼））＋狑犼，犻（犵犼（狋）＋ω（狏犼））｝

（１）
犵犻（狋）是一个与出发时刻狋相关的函数，它表示在时
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刻狋离开起点狏狊的所有路径中，到达顶点狏犻的最早
时刻．犖－（狏犻）表示顶点狏犻的入边邻居集合，即
犖－（狏犻）＝｛狏犼｜（狏犼，狏犻）∈犈｝．算法用优先队列维护
图中所有顶点狏犻的最早到达时间函数犵犻（狋）和一个
时间区间［狋狊，τ犻］．犵犻（狋）在区间［狋狊，τ犻］内的取值是准
确的．当顶点狏犻从队列中弹出时，算法根据式（１）来
更新函数犵犻（狋）和区间［狋狊，τ犻］．若更新后的时间区间
［狋狊，τ犻］≠犐，犐为给定的出发时间区间，则算法将狏犻重
新插回队列．当终点狏犲的最早到达时间函数犵犲（狋）在
整个区间犐内取值确定后，算法结束．在阶段（２），算
法根据犵犲（狋），找到起点狏狊到终点狏犲旅行时间最短的
路径．该算法的时间复杂度为犗（（狀ｌｏｇ狀＋犿）α（犜）），
狀为图犌犜中顶点数量，犿为图犌犜中边的数量，α（犜）
为更新犵犲（狋）和区间［狋狊，τ犲］的次数．
２Ｓ算法是一个两阶段搜索算法，它存在的主要

问题有：（１）２Ｓ算法的核心是利用式（１）计算最早到
达时间函数．然而，式（１）所蕴含的关系在本文所面
对的问题中并不成立．我们用例子说明．图１中，目
标为计算狏１→狏４的代价最小的路径．对顶点狏４的入
边邻居狏３，我们发现到达狏３的最小费用代价为
犵３（１５）＝５，即在时刻１５离开狏１，通过边（狏１，狏３）到
达狏３的费用代价最小（费用为５）．此时，到达狏３的时
刻为３０．因此，根据式（１），通过顶点狏３到达狏４的最
小费用代价为犵３（１５）＋狑３，４（３０）＝５＋３５＝４０．显
然，该结果是错误的．因为，从狏１出发，通过顶点狏３
到达狏４的最优路径为狏１→狏２→狏３→狏４，其费用代价
为２０．造成该问题的原因是：一条费用代价最优路
径上的子路径未必是费用代价最优的．考虑一条狏狊
到狏犻的费用代价最小的路径狆犻，狏犼为狏犻的入边邻居，
狏狊到狏犼的费用代价最小的路径为狆犼，沿狆犼到达狏犼的
时间为狋犼．此时，可能存在另外一条狏狊到狏犼的路径
狆′犼，其到达狏犼的时间为狋′犼，狆′犼的费用略微大于狆犼的费
用，但在时刻狋犼后通过边（狏犼，狏犻）的最小费用远远大
于在时刻狋′犼后通过边（狏犼，狏犻）的最小费用，即
ｍｉｎ｛狑犼，犻（狋）｜狋狋犼｝ｍｉｎ｛狑犼，犻（狋）｜狋狋′犼｝．因此，
式（１）不能通过到达顶点狏犼的最小费用计算出到达
顶点狏犻的最小费用．如图１例中，狏１到狏４的最优路径
为狏１→狏２→狏３→狏４，其子路径狏１→狏２→狏３并不是狏１
到狏３的最优路径；（２）该算法的更新次数α（犜）没有
上界保证，如果对图中顶点估计的最早到达时间函
数不准确，α（犜）取值可能很大，从而影响了算法的
效率．

综上所述，与ＴＤＳＰ问题不同，费用代价最优
路径并不具备子路径最优的性质，因此解决ＴＤＳＰ

问题的方法并不能解决本文所要面对的问题．
运筹学领域中的一些工作研究了时间依赖图上

的具有时间限制的费用代价最优路径问题［７１１］．然
而，这些工作中假定时间模型是离散的．在离散时间
模型中，时间区间被表示为一系列离散时间点的集
合［狋１，狋２，…，狋犜］．给定图中任意一条边（狏犻，狏犼），用户
只能选择在某个给定时间点狋犻离开狏犻．这些工作的
主要问题有：（１）在离散时间模型下无法找到问题
的最优解．例如，假设在时刻狋到达顶点狏犻，狋犻－１＜
狋＜狋犻，这里狋犻－１和狋犻是给定离散时间区间内的两个
相邻的离散时间点．离散时间模型下，通过边
（狏犻，狏犼）离开狏犻的最早时刻为狋犻．然而，在时刻狋′出发
才能使得通过边（狏犻，狏犼）的代价最小，这里狋＜狋′＜狋犻，
离散时间模型无法取到时刻狋′，因此也就不能找到
费用最优的路径；（２）这些方法只是从理论上给出
计算费用最优路径的方法，并没有从提高算法实际
运行效率的角度来设计算法和优化算法，也没有应
用数据处理中的优化技术．因此，这些方法需要承受
较高的时间和空间开销．

本文中，我们给出了一种有效的计算时间依赖
图上具有时间限制的费用代价最优路径的算法，该
算法是一个两阶段搜索算法．在第１阶段，我们计算
起点狏狊到达终点狏犲的最小费用代价（详见３．１节和
３．２节）．在第２阶段，我们根据第１阶段的结果，找
到起点狏狊到狏犲的最优路径和路径上每个点的最佳
等待时间．我们算法的时间复杂度为犗（犽狀ｌｏｇ狀＋
犿犽２ｌｏｇ犽），空间复杂度为犗（（狀＋犿）犽）．

３　两阶段搜索算法
在本节中，我们提出一个有效的两阶段搜索算

法．首先介绍如何根据顶点狏犼的到达时间最小代价
函数更新其邻居狏犻的到达时间最小代价函数；然
后，介绍算法的第１阶段，即计算起点狏狊到终点狏犲
的最小费用代价；再次，介绍算法的第２阶段，即如
何根据起点狏狊到终点狏犲的最小费用代价，找到满足
时间限制的狏狊到狏犲的费用最优路径和路径上每个
顶点的最佳等待时间；最后，分析算法的时间复杂度
和空间复杂度．算法１给出了两阶段搜索算法的
流程．

算法１．　两阶段搜索算法．
ＴｗｏＳｔｅｐＳｅａｒｃｈ（犌犜，狏狊，狏犲，狋犱，狋犪）
输入：依赖图犌犜，起点狏狊，终点狏犲，最早出发时刻狋犱，最

晚到达时刻狋犪
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输出：费用代价最优路径狆，狆上各点等待时间ω（狏犻）
１．Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ犵犲（狋）（犌犜，狏狊，狏犲，狋犱，狋犪）；
２．ｉｆ犵犲（狋）≠∞ｔｈｅｎ
３．　ＰａｔｈＳｅｌｅｃｔｉｏｎ（犵犲（狋），犌犜，狏狊，狏犲，狋犱，狋犪）；
４．　ｒｅｔｕｒｎ狆，ω（狏犻）ｆｏｒｅａｃｈ狏犻∈狆；
５．ｅｌｓｅｒｅｔｕｒｎ．

３．１　更新到达时间最小代价函数
首先介绍什么是到达时间最小代价函数．
给定时间依赖图犌犜，对任意一个顶点狏犻∈犌犜，

在时刻狋犱之后离开起点狏狊，并且在时刻狋到达顶点
狏犻的路径狆可能存在很多，我们用犘狊，犻，狋犱（狋）表示这
些路径的集合．用犵犻（狋）表示所有这些路径中的最小
代价，即

犵犻（狋）＝ｍｉｎ｛犮狅狊狋（狆）｜狆∈犘狊，犻，狋犱（狋）｝．
需要注意的是，路径狆上允许等待时间的存在，只
要路径狆能够满足出发时刻和到达时刻的要求，即
满足犱犲狆犪狉狋狆（狏狊）狋犱，表示路径狆在时刻狋犱之后离
开起点狏狊；犪狉狉犻狏犲狆（狏犻）＝狋，表示路径狆在时刻狋到
达顶点狏犻．犵犻（狋）是一个随着狋变化的函数，我们称之
为顶点狏犻的到达时间最小代价函数，它反映了在时
刻狋到达顶点狏犻所要花费的最小费用．

引理１．　给定时间依赖图犌犜，若图中任意一
条边上的费用代价函数犳犻，犼（狋）是分段常量函数，则
对狏犻∈犞，狏犻的到达时间最小代价函数犵犻（狋）也是
分段常量函数．

证明．　因为用代价函数犳犻，犼（狋）是分段常量函
数，犵犻（狋）的取值为路径所经过边上各个常量值的求
和，因此，犵犻（狋）也为分段常量函数． 证毕．

下面，介绍如何计算犵犻（狋）．令顶点狏犼是顶点狏犻
的一个入边邻居，即狏犼∈犖－（狏犻）．假设犵犼（狋）已知，
我们可以根据犵犼（狋）更新犵犻（狋）．更新过程分为两步：
（１）计算犵犼→犻（狋），犵犼→犻（狋）表示：通过顶点狏犼到达顶点
狏犻的到达时间最小代价函数；（２）利用犵犼→犻（狋）更新
犵犻（狋）．显然，如果不允许等待时间的存在，即
ω（狏犼）＝０，则有

犵犼→犻（狋）＝犵犼（狋－狑犼，犻）＋犳犼，犻（狋－狑犼，犻）．
该公式的意义如下：如果在时刻狋－狑犼，犻到达顶点
狏犼，其最小费用代价为犵犼（狋－狑犼，犻）．因为ω（狏犼）＝０，
所以需要立即离开顶点狏犼，此时通过边（狏犼，狏犻）的费
用为犳犼，犻（狋－狑犼，犻）．因为通过边（狏犼，狏犻）的时间开销
为狑犼，犻，所以通过顶点狏犼且在时刻狋到达顶点狏犻的
最小费用代价为犵犼（狋－狑犼，犻）＋犳犼，犻（狋－狑犼，犻）．

本文中，我们允许存在等待时间ω（狏犼），以期待
在时刻狋，犵犼→犻（狋）能取到最小的费用代价．因此，

犵犼→犻（狋）＝ｍｉｎ狋′，ω（狏犼）
｛犵犼（狋′）＋犳犼，犻（狋′＋ω（狏犼））｝

狋＝狋′＋ω（狏犼）＋狑犼，犻 （２）
这里，狋′＋ω（狏犼）为离开顶点狏犼的时间，即在时刻狋′到
达顶点狏犼后，等待ω（狏犼）时间后再离开顶点狏犼．因
此，当在时刻狋′到达顶点狏犼后，如果要保证在时刻狋
到达顶点狏犻，则需要选取合适的等待时间ω（狏犼），满
足狋＝狋′＋ω（狏犼）＋狑犼，犻．在允许等待时间存在的情况
下，给定时刻狋，计算犵犼→犻（狋）的问题等价于找到一个
最优的狋′和ω（狏犼），满足狋－狑犼，犻＝狋′＋ω（狏犼），使得
式（２）中犵犼→犻（狋）最小．

给定到达顶点狏犻的时刻狋，离开顶点狏犼的时刻
也就被确定为狋－狑犼，犻．因此，此时通过边（狏犼，狏犻）的
费用代价也就被确定为犳犼，犻（狋－狑犼，犻）．根据犵犼→犻（狋）
的定义，我们知：

犵犼→犻（狋）＝ｍｉｎ
狋′狋－狑犼，犻

｛犵犼（狋′）＋犳犼，犻（狋－狑犼，犻）｝
＝ｍｉｎ
狋′狋－狑犼，犻

｛犵犼（狋′）｝＋犳犼，犻（狋－狑犼，犻）（３）
根据以上式（３），计算犵犼→犻（狋）等价于找到最优的时
刻狋′，狋′狋－狑犼，犻，使得犵犼（狋′）最小，也就是说，对于
每一个出发时刻狋－狑犼，犻，我们只需找到一个与
犳犼，犻（狋－狑犼，犻）对应的最优犵犼（狋′），并与犳犼，犻（狋－狑犼，犻）
求和即可．

我们给出一个有效的算法计算函数犵犼→犻（狋）．给
定顶点狏犼的到达时间代价函数犵犼（狋），犵犼（狋）的定义
域为［λ犼，狋犪］．λ犼为在时刻狋犱离开狏狊，能够到达顶点狏犼
的最早时刻，也就是说，当在最早出发时刻狋犱从起点
狏狊出发时，我们不可能早于时刻λ犼到达顶点狏犼．进一
步地，通过顶点狏犼到达顶点狏犻的最早时刻为λ犼→犻＝
λ犼＋狑犼，犻．我们只需计算犵犼→犻（狋）在区间［λ犼→犻，狋犪］内的
取值即可．对于边（狏犼，狏犻）的费用代价函数犳犼，犻（狋），
只需考虑犳犼，犻（狋）在区间［λ犼，狋犪－狑犼，犻］内的取值即
可．因为当离开顶点狏犼的时刻晚于狋犪－狑犼，犻时，不可
能在最晚到达时刻狋犪前到达顶点狏犻，所以也不可能
在最晚到达时刻狋犪前到达终点狏犲．

算法２．更新算法．
Ｕｐｄａｔｉｎｇ犵犻（狋）（犵犻（狋），犵犼（狋），犳犼，犻（狋））
输入：犵犻（狋），犵犼（狋），犳犼，犻（狋）
输出：犵犻（狋）
１．α犼←狋犪－狑犼，犻；
２．ｗｈｉｌｅα犼≠λ犼ｄｏ
３．　犵α犼←ｍｉｎ｛犵犼（狋）｜狋α犼｝；
４．　φα犼←ｍｉｎ｛狋｜犵犼（狋）＝犵α犼，狋α犼｝；
５．　ｆｏｒｅａｃｈｔｉｍｅｓｕｂｉｎｔｅｒｖａｌ［狋狓－１，狋狓］［φα犼，α犼］ｄｏ
６．　　犵犼→犻（狋＋狑犼，犻）＝犳犼，犻（狋）＋犵α犼；
７．　α犼←φα犼；
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８．犵犻（狋）←ｍｉｎ｛犵犻（狋），犵犼→犻（狋）｝；
９．ｒｅｔｕｒｎ犵犻（狋）．
算法２给出了计算犵犼→犻（狋）的流程．我们用

［λ犼，α犼］表示犳犼，犻（狋）的未处理区间，即区间［λ犼，α犼］内
的犳犼，犻（狋）没有找到最优的犵犼（狋′）使得式（３）取值
最小．初始化阶段，α犼＝狋犪－狑犼，犻．算法１不断更新未
处理区间［λ犼，α犼］，当犳犼，犻（狋）在全部时间区间
［λ犼，狋犪－狑犼，犻］内都找到对应的最优犵犼（狋′）时，犵犼→犻（狋）
在区间［λ犼→犻，狋犪］内的取值即被确定，算法结束．

我们用犵α犼表示犵犼（狋）在狋α犼时能取到的最小
值，即

犵α犼＝ｍｉｎ｛犵犼（狋）｜狋α犼｝．
初始化阶段，

犵α犼＝ｍｉｎ｛犵犼（狋）｜狋狋犪－狑犼，犻｝．
由于犵犼（狋）为分段常量函数，令φα犼为狋α犼条件下使
得犵犼（狋）取值为犵α犼的最小的时刻狋，即

φα犼＝ｍｉｎ｛狋｜犵犼（狋）＝犵α犼，狋α犼｝，
φα犼实质上是犵犼（狋）在取值为犵α犼的分段区间上的左
端点．因此，犵α犼即为区间［φα犼，α犼］内的函数犳犼，犻（狋）对
应的最优犵犼（狋′）．我们考虑代价函数犳犼，犻（狋）在区间
［φα犼，α犼］内的取值．因为犳犼，犻（狋）为分段常量函数，所
以犳犼，犻（狋）在区间［φα犼，α犼］内也是分段常量函数．不失
一般性，我们设犳犼，犻（狋）在区间犳犼，犻（狋）内分为狇个子
区间［狋０，狋１］，［狋１，狋２］，…，［狋狇－１，狋狇］，这里，狋０＝φα犼，
狋狇＝α犼．假设犳犼，犻（狋）在子区间［狋狓－１，狋狓］内取值为犮狓，
则犵犼→犻（狋）在区间［狋狓－１＋狑犼，犻，狋狓＋狑犼，犻］内的取值为
犮狓＋犵α犼．

需要注意的是，为了方便讨论，本文假设犵犼（狋）
和犳犼，犻（狋）上的所有分段区间均为闭区间．开区间存
在时，我们的方法仍然有效．对犵犼（狋），当犵α犼对应的
时间区间为开区间时，φα犼取值为该开区间的左端点
即可．在计算犵犼→犻（狋）时，如果犵α犼对应区间的左端或
犳犼，犻（狋）上的子区间的一端为开区间，则计算出的
犵犼→犻（狋）在对应区间上的对应一端也为开区间．

当在区间［φα犼，α犼］内的犳犼，犻（狋）都找到其对应的
最优犵犼（狋′）后，犵犼→犻（狋）在区间［φα犼＋狑犼，犻，α犼＋狑犼，犻］
内的取值即计算完毕．此时，我们令α犼←φα犼，并在区
间［λ犼，α犼］内重复以上过程．当φα犼＝λ犼时，意味着区
间［λ犼，α犼］内的犳犼，犻（狋）均可找到对应的最优犵犼（狋′），
因此，我们可计算出犵犼→犻（狋）在区间［λ犼＋狑犼，犻，α犼＋
狑犼，犻］内的取值．至此，犵犼→犻（狋）在全部区间［λ犼→犻，狋犪］内
的取值计算完毕，算法结束．

我们用图２中的例子说明犵犼→犻（狋）的计算过程．
如图２所示，图中实线代表函数犳犼，犻（狋）在区间

［λ犼，狋犪－狑犼，犻］内的取值，图中虚线代表函数犵犼（狋）．
初始化阶段，α犼＝狋犪－狑犼，犻．当狋α犼时，犵犼（狋）的最小
取值为犵α犼＝１５，使得犵犼（狋）取值为１５的最小时刻狋
为φ１α犼，即此时φα犼＝φ１α犼．因此，函数犳犼，犻（狋）在区间
［φ１α犼，狋犪－狑犼，犻］内找到对应的最优犵犼（狋），我们可根据
犵α犼和犳犼，犻（狋）在区间［φ１α犼，狋犪－狑犼，犻］内取值计算
犵犼→犻（狋）在区间［φ１α犼＋狑犼，犻，狋犪］内的取值．因此，犵犼→犻（狋）
在区间［φ１α犼＋狑犼，犻，狋犪］内的取值为犵α犼＋犳犼，犻（狋）＝
１５＋１０＝２５．第２次迭代中，算法２将α犼更新为φ１α犼．
此时，狋α犼下能取到犵犼（狋）的最小值犵α犼＝２０，其对
应的φα犼为λ犼．因为φα犼＝λ犼，算法２在区间［λ犼，φ１α犼］
内找到犳犼，犻（狋）对应的最优犵犼（狋）为犵α犼＝２０．算法２
将犵犼→犻（狋）在区间［λ犼→犻，φ１α犼＋狑犼，犻］内的取值赋值为
犵α犼＋犳犼，犻（狋）＝２０＋１０＝３０．此时，在全部区间
［λ犼，狋犪－狑犼，犻］内，犳犼，犻（狋）都找到与之对应的最优的
犵犼（狋），进而函数犵犼→犻（狋）在全部区间［λ犼→犻，狋犪］的取值
也计算完毕，算法结束．

图２　计算犵犼→犻（狋）

下面，我们给出定理证明算法２的正确性．
定理１．　给定时间依赖图犌犜，狏犻，狏犼∈犌犜且

狏犼∈犖－（狏犻）．令犵犼（狋）为顶点狏犼的到达时间最小代
价函数，则算法２计算的犵犼→犻（狋）是在此犵犼（狋）下最
优的，即如果顶点狏犼的到达时间最小代价函数为
犵犼（狋），则对狋∈［λ犼→犻，狋犪］，犵犼→犻（狋）是所有通过顶点
狏犼并且在时刻狋到达顶点狏犻的路径中最小的费用代
价取值．

证明．不失一般性，对狋∈［λ犼→犻，狋犪］，令
犵犼→犻（狋）为通过顶点狏犼并且在时刻狋到达狏犻的最小费
用代价．我们只需证明犵犼→犻（狋）＝犵犼→犻（狋）即可．因为
犵犼→犻（狋）为最优的费用代价，所以有犵犼→犻（狋）
犵犼→犻（狋）．下面，我们证明犵犼→犻（狋）犵犼→犻（狋）．因为
犵犼→犻（狋）和犵犼→犻（狋）所代表的路径都是在时刻狋到达
顶点狏犻，所以他们离开顶点狏犼的时刻均为狋－狑犼，犻，
从而他们通过边（狏犼，狏犻）所花费的费用也均为
犳犼，犻（狋－狑犼，犻）．由犵犼→犻（狋）和犵犼→犻（狋）的定义可知：
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犵犼→犻（狋）＝犵犼（狋′）＋犳犼，犻（狋－狑犼，犻），
和

犵犼→犻（狋）＝犵犼（狋′）＋犳犼，犻（狋－狑犼，犻），
其中，犵犼（狋′）和犵犼（狋′）分别为犵犼→犻（狋）和犵犼→犻（狋）所
代表的路径中到达顶点狏犼时的花费的费用代价，狋′
和狋′分别为其到达顶点狏犼的时刻．显然，我们有
狋′狋－狑犼，犻和狋′狋－狑犼，犻．根据算法２可知，犵犼（狋′）
选取的是狋′狋－狑犼，犻条件下函数犵犼（狋）能取得的最
小函数值，因此，我们有犵犼（狋′）犵犼（狋′），进而
犵犼→犻（狋）犵犼→犻（狋）． 证毕．

定理１说明了算法２得到的犵犼→犻（狋）是最优的．
令犵犻（狋）为顶点狏犻上现有的到达时间代价函数（可
能不是最优的），可以根据犵犼→犻（狋）来更新犵犻（狋）．对
狋∈［λ犼→犻，狋犪］，有

犵犻（狋）＝ｍｉｎ｛犵犼→犻（狋），犵犻（狋）｜狋∈［λ犼→犻，狋犪］｝．
由于犵犻（狋）和犵犼→犻（狋）均为分段常量函数，在对应的
每个时间子区间内，只需取犵犼→犻（狋）和犵犻（狋）的最小
值作为更新后犵犻（狋）的函数值即可．

图３中的例子展示了如何更新犵犻（狋）．图３（ａ）
中，虚线为犵犼→犻（狋），实线为现有的犵犻（狋）．我们发现
在区间［５，１５］内，犵犼→犻（狋）取值为２０，小于犵犻（狋）取
值．因此，区间［５，１５］内的犵犻（狋）取值更新为２０．区
间［２５，３０］和［３０，３５］内犵犼→犻（狋）取值分别为１５和
２０，均小于犵犻（狋）．因此，区间［２５，３０］内犵犻（狋）更新为
１５，区间［３０，３５］内犵犻（狋）更新为２０．图３（ｂ）中给出
了更新后的犵犻（狋）函数．

图３　更新犵犻（狋）

３．２　计算到达终点的最小费用代价
在本节中，我们介绍算法１的第１阶段，即如何

计算起点狏狊到终点狏犲的最小费用代价．
３．２．１　计算到达终点的最小费用代价

预处理阶段，我们需计算起点狏狊到图中任意顶
点狏犻的最早到达时间λ犻．考虑仅以时间代价狑犻，犼为
权值的图犌犜，我们在犌犜上运行现有最快的单源最
短路径算法，即可计算出到达各个顶点狏犻的最小时
间代价．将该时间代价与最早出发时刻狋犱相加，即可
计算出各个顶点狏犻的最早到达时刻λ犻．目前，最快的

单源最短路径算法的时间复杂度为犗（狀ｌｏｇ狀＋犿）．
我们用犵犲（狋）表示终点狏犲的到达时间最小代

价函数犵犲（狋）在区间［λ犲，狋犪］上的最小值，则犵犲（狋）
即为满足时间限制的起点狏狊到终点狏犲的最小费用
代价．本节的目标即是计算犵犲（狋）．

算法３给出了计算犵犲（狋）的流程．对图中任意
顶点狏犻，我们用犜犻表示顶点狏犻最早最晚到达时刻
区间，即犜犻＝［λ犻，狋犪］．算法３逐步地更新区间
［λ犻，狋犪］内的函数犵犻（狋）．我们用犛犻表示犵犻（狋）已确定
取值的区间，用τ犻表示当前的犵犻（狋）在犜犻－犛犻上的最
小取值．

算法３．　最小费用代价计算算法．
Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ犵犲（狋）（犌犜，狏狊，狏犲，狋犱，狋犪）
输入：时间依赖图犌犜，起点狏狊，终点狏犲，最早出发时刻

狋犱，最晚到达时刻狋犪
输出：犵犲（狋）
１．犵狊（狋）←０；τ狊←０；犛狊←犜狊
２．犙ｂｅｔｈｅｐｒｉｏｒｉｔｙｑｕｅｕｅｉｎｉｔｉａｌｌｙｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ犞；狏犻←狏狊；
３．ｗｈｉｌｅ狏犻≠狏犲ｄｏ
４．　Ｌｅｔ［狋犪犻，狋犫犻］ｂｅｔｈｅｔｉｍｅｓｌｏｔτ犻ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏ；
５．　犵犻（狋｜狋∈［狋犪犻，狋犫犻］）←τ犻；犛犻←犛犻∪［狋犪犻，狋犫犻］；
６．　ｆｏｒｅａｃｈ狏犼∈犖＋（狏犻）ｄｏ
７．　Ｕｐｄａｔｉｎｇ犵犼（狋）（犵犼（狋），犵犻（狋），犳犻，犼（狋））；
８．　τ犼←ｍｉｎ｛犵犼（狋）｜狋∈犜犼－犛犼｝；
９．ｉｆ犛犻≠犜犻ｔｈｅｎ
１０．　τ犻←ｍｉｎ｛犵犻（狋）｜狋∈犜犼－犛犼｝；
１１．　ｅｎｑｕｅｕｅ（犙，狏犻）；
１２．狏犻←ｄｅｑｕｅｕｅ（犙）；
１３．犵犲（狋）←τ犻；
１４．ｒｅｔｕｒｎ犵犲（狋）．
初始化阶段，对于起点狏狊，其犵狊（狋）、犛狊和τ狊被初

始化为犵狊（狋）←０，犛狊←犜狊，τ狊←０．显然，如果从起点
狏狊出发，则在任何时刻狋到达起点狏狊的最小费用代
价均为０．因此，函数犵狊（狋）在全部区间上是一个取
值为零的常数．对于其它任意顶点狏犻≠狏狊，其犵犻（狋）、
犛犻和τ犻分别被初始化为犵犻（狋）←∞，犛犻←，τ犻←∞．
这意味着在任何区间上都没有确定函数犵犻（狋）的
取值．

我们使用一个优先队列犙维护图中的顶点．优
先队列犙根据τ犻的取值由小至大地弹出队列中的
顶点．初始阶段，队列犙包括全部顶点狏犻∈犞．当终
点狏犲第１次从队列犙中弹出时，算法结束．

在每次迭代中，τ犻取值最小的顶点狏犻从队列犙
中弹出．令τ犻取值对应的区间为［狋犪犻，狋犫犻］．因此，顶点
狏犻的到达时间最小代价函数犵犻（狋）在［狋犪犻，狋犫犻］上的取
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值即为τ犻．这一事实我们将在下面给出定理证明．我
们将区间［狋犪犻，狋犫犻］加入顶点狏犻的已确定区间集合犛犻
来更新犛犻，即犛犻←犛犻∪［狋犪犻，狋犫犻］．然后，对顶点狏犻的所
有出边邻居狏犼∈犖＋（狏犻），根据算法２更新区间
［λ犻→犼，狋犪］内的犵犼（狋）．同时，算法更新τ犻．

当算法更新完顶点狏犻的所有出边邻居狏犼的
犵犼（狋）后，算法判断犵犻（狋）的取值是否在全部区间上
已经被确定，即是否犛犻＝犜犻．如果犛犻＝犜犻，则函数
犵犻（狋）在全部区间犜犻＝［λ犻，狋犪］内的取值已经确定，这
说明犵犻（狋）在任意时刻狋∈犜犻的取值不可能被更新得
更小．因此，我们可以将顶点狏犻从队列犙中移除．如
果犛犻≠犜犻，我们则计算当前犵犻（狋）在区间犜犻－犛犻内
的最小值τ犻，并将顶点狏犻重新插回队列犙中．这里
注意的是：当前的犵犻（狋）不一定是最优的，当顶点狏犻
的入边邻居从队列犙中弹出时，犵犻（狋）可能会被更
新，同时，τ犻也会被更新．

当终点狏犲第１次从队列犙中弹出时，狏犲对应的
τ犲是即函数犵犲（狋）在全部区间［λ犲，狋犪］上的最小取值
犵犲（狋）（此事实我们将给出定理证明）．因此，起点狏狊
到终点狏犲的最小费用代价犵犲（狋）已经被计算出来，

算法终止．
３．２．２　例子演示说明

我们用图１中所示的例子来演示运算过程．在
该例中，我们给出费用最优路径查询，该查询中，
狏狊＝狏１，狏犲＝狏４，狋犱＝０，狋犪＝６０．首先利用现有的最短
路径算法计算出犌犜中各个顶点狏１，狏２，狏３，狏４的最早
到达时间：狋１＝０，狋２＝１０，狋３＝１５，狋４＝２５．因此，函数
犵１（狋），犵２（狋），犵３（狋）和犵４（狋）的取值区间分别为犜１＝
［０，６０］，犜２＝［１０，６０］，犜３＝［１５，６０］和犜４＝
［２５，６０］．

图４给出了计算起点狏狊到终点狏犲的最小费用代
价的过程．初始化阶段，优先队列犙仅包含起点狏１，
其对应的τ１＝０，犛１＝犜１，犵１（狋）＝０．这意味着，在任
何时刻狋∈犜１，到达狏１的费用代价为０．因为，从狏１
到狏１不需要花费任何费用．当狏１从队列中弹出后，
对狏１的两个出边邻居狏２，狏３，算法分别计算犵１→２（狋）
和犵１→３（狋），并更新犵２（狋）和犵３（狋）．犵２（狋）和犵３（狋）在
本次迭代后的取值如图４（ａ）和图４（ｂ）所示．顶点狏２
和狏３插入队列．因为犛１＝犜１，即犵１（狋）在全部区间上
的取值已经确定，所以，狏１从队列犙中移除．

图４　图１例中到达时间最小代价函数更新过程

　　第２次迭代中，我们发现顶点狏３在未确定区间
犜３－犛３上的最小取值为τ３＝５．τ３取值在队列犙中
最小，因此顶点狏３被弹出．如图４（ｂ）所示，我们发现
τ３＝５对应的取值区间为［３０，６０］，因此，区间
［３０，６０］内的犵３（狋）取值即被确定为５．我们将区间
［３０，６０］加入犛３，即此时犛３＝［３０，６０］．顶点狏４为顶

点狏３的出边邻居，我们计算犵３→４（狋）并更新犵４（狋）．本
次迭代后的犵４（狋）在图４（ｃ）中给出．顶点狏４插入队
列．此时，犵３（狋）的未确定取值区间变为犜３－犛３＝
［１５，３０］，且当前犵３（狋）在犜３－犛３上的最小值为２０．
因此，τ３被赋值２０，顶点狏３被重新插回队列犙中．

第３次迭代中，顶点狏２在未确定区间犜２－犛２内
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的最小取值为τ２＝１０．τ２取值在队列犙中最小，因此
顶点狏２被弹出．如图４（ａ）所示，我们发现τ２＝１０对
应的取值区间为［１０，６０］，因此，犵２（狋）在全部区间
犜２上的取值即被确定为１０．顶点狏３和顶点狏４为顶
点狏２的两个出边邻居，我们分别更新犵３（狋）和犵４（狋），
更新后的犵３（狋）和犵４（狋）分别在图４（ｄ）和图４（ｅ）中
给出．此时，犵３（狋）在未确定区间犜３－犛３内的最小值
τ３也被更新为１５．由于犵２（狋）在全部区间犜２上的取
值已经确定，因此，顶点狏２从队列犙中移除．

第４次迭代中，顶点狏３在未确定区间犜３－犛３＝
［１５，３０］内的最小取值为τ３＝１５，τ３取值在队列犙中
最小，顶点狏３被弹出．如图４（ｄ）所示，τ３＝１５对应的
区间为［２０，３０］，犵３（狋）在区间［２０，３０］内的取值即被
确定为１５．我们将区间［２０，３０］加入犛３．此时，犛３＝
［２０，６０］．犵３（狋）的未确定取值区间变为犜３－犛３＝
［１５，２０］．根据当前的犵３（狋）更新狏３的出边邻居狏４的
犵４（狋），更新结果在图４（ｆ）中给出．当前犵３（狋）在未确
定取值区间［１５，２０］内的最小值为２０，因此，τ３被更
新为２０，顶点狏３被重新插入队列犙中．

第５次迭代中，顶点狏４在未确定区间犜４上的最
小取值为τ４＝２０，τ４取值在队列犙中最小，顶点狏４
被弹出．因为狏４为终点，算法结束．起点狏１到终点狏４
的最小代价即为２０，τ４对应的时间区间为［３０，３５］．
３．２．３　正确性证明

下面证明算法３的正确性，我们首先给出定理
２证明当顶点狏犻从队列中弹出时，在τ犻取值对应的
区间内，真正的犵犻（狋）的取值即为τ犻．

定理２．　给定时间依赖图犌犜，令狏犻为算法３第
犽次迭代过程中从队列犙中弹出的顶点，其τ犻对应
区间为［狋犪犻，狋犫犻］，则顶点狏犻的到达时间最小代价函数
犵犻（狋）在区间［狋犪犻，狋犫犻］上的取值即为τ犻．

证明．　只需证明对任意时刻狋０∈［狋犪犻，狋犫犻］，
犵犻（狋０）＝τ犻即可．因为犵犻（狋）是顶点狏犻的到达时间最
小代价函数，根据定义，我们可知犵犻（狋０）τ犻．下面，
证明τ犻犵犻（狋０）．不失一般性，设在时刻狋０到达顶点
狏犻且费用代价为犵犻（狋０）的路径为

狆：狏狊→狏１→狏２→…→狏犺→狏犻，
因此，沿着该路径狆，到达顶点狏狓（１狓犺）的时刻
和费用代价分别为狋狓和犵狓（狋狓）．以示区分，我们用
犵犽狓（狋狓）表示在第犽次迭代时顶点狏狓的到达时间最
小代价函数．这里需要注意的是，犵犽狓（狋）不一定等于
顶点狏狓真正的到达时间最小代价函数犵狓（狋）．我们
首先考虑顶点狏犺，在第犽次迭代时，犵犽犺（狋）在时刻狋犺
的取值为犵犽犺（狋犺）．考虑两种情况：（１）犵犽犺（狋犺）＝

犵犺（狋犺）；（２）犵犽犺（狋犺）＞犵犺（狋犺）．注意：因为犵犺（狋犺）为最
优的到达时间最小代价函数在时刻狋犺的取值，则不
可能出现犵犽犺（狋犺）＜犵犺（狋犺）的情况．在情况（１）下，
犳犺，犻（狋０－狑犺，犻）又分为两种情况：（ａ）犳犺，犻（狋０－狑犺，犻）＝
０；（ｂ）犳犺，犻（狋０－狑犺，犻）≠０．在情况（ａ）下，若时刻狋犺的
犵犺（狋）的取值已经被确定，则意味着顶点狏犺已经在
τ犺＝犵犽犺（狋犺）时从队列犙中弹出过．因此，算法３已经
利用犵犽犺（狋犺）更新过犵犻（狋）的取值．根据算法２的正确
性，我们有τ犻犵犽犺（狋犺）＝犵犺（狋犺）．若时刻狋犺的犵犺（狋）的
取值未被确定，则τ犻＝犵犽犺（狋犺）＝犵犺（狋犺）．否则，犵犽犺（狋犺）＜
τ犻，此时应该弹出顶点狏犺，与条件矛盾．注意：犵犽犺（狋犺）
不可能大于τ犻．因为犵犽犺（狋犺）＝犵犺（狋犺），犵犺（狋犺）犵犻（狋０）
和犵犻（狋０）τ犻，所以犵犽犺（狋犺）τ犻．因此，情况（ａ）下，我
们得出τ犻犵犺（狋犺）＝犵犺（狋犺）＋犳犺，犻（狋０－狑犺，犻）＝犵犻（狋０）．
我们考虑情况（ｂ），因为犳犺，犻（狋０－狑犺，犻）≠０，所以
犵犽犺（狋犺）＝犵犺（狋犺）＜犵犻（狋０）．这意味着顶点狏犺已经在
τ犺＝犵犽犺（狋犺）时从对列犙中弹出过．因此，算法３已经
利用犵犽犺（狋犺）更新过犵犻（狋）的取值．根据算法２的正确
性，我们有

τ犻犵犽犺（狋犺）＋犳犺，犻（狋０－狑犺，犻）
＝犵犺（狋犺）＋犳犺，犻（狋０－狑犺，犻）＝犵犻（狋０）．

因此，在情况（１）下，有τ犻犵犻（狋０）．下面，讨论情况
（２），我们证明情况（２）不可能发生．为证明此事实，我
们考虑顶点狏犺－１，在第犽次迭代时，犵犽犺－１（狋犺－１）同样分
为两种情况：犵犽犺－１（狋犺－１）＝犵犺－１（狋犺－１）和犵犽犺－１（狋犺－１）＞
犵犺－１（狋犺－１）．类似证明情况（１）下的τ犻＝犵犻（狋０），我们
证明在犵犽犺－１（狋犺－１）＝犵犺－１（狋犺－１）时，有犵犽犺（狋犺）＝犵犺（狋犺）．
因此，只需证明犵犽犺－１（狋犺－１）＞犵犺－１（狋犺－１）不可能发
生．类似地，我们仅需要证明犵犽犺－２（狋犺－２）＞犵犺－２（狋犺－２）
不可能发生，递归地，仅需证明犵犽１（狋１）＞犵１（狋１）不可
能发生．因为犵１（狋１）在第１次迭代中，即起点狏狊从队
列犙中弹出时已经被计算出，则犵犽１（狋１）＝犵１（狋１）．矛
盾．因此，情况（２）不可能发生．综上所述，我们得出
τ犻犵犻（狋０）．因此，τ犻＝犵犻（狋０）． 证毕．

定理２说明，每次顶点狏犻根据τ犻的取值从队列
犙中弹出时，狏犻的到达时间最小代价函数犵犻（狋）在τ犻
对应区间上的取值即为τ犻．当算法３把全部区间上
的犵犻（狋）取值确定时，该犵犻（狋）即为真正的犵犻（狋）．

下面给出定理３证明，τ犻即为顶点狏犻的真正的
犵犻（狋）在区间犜犻－犛犻内的最小取值．

定理３．　给定时间依赖图犌犜，令狏犻为算法３第
犽次迭代时从队列犙中弹出的顶点，犵犻（狋）为顶点狏犻
的真正的到达时间最小代价函数，则此时的τ犻即为
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犵犻（狋）在区间犜犻－犛犻上的最小值．
证明．　反证法．假设存在时刻狋０∈犜犻－犛犻，使

得犵犻（狋０）＜τ犻．不失一般性，我们设在时刻狋０到达顶
点狏犻且费用代价为犵犻（狋０）的路径为

狆：狏狊→狏１→狏２→…→狏犺→狏犻．
沿着该路径狆，到达顶点狏狓（１狓犺）的时刻和费
用代价分别为狋狓和犵狓（狋狓）．与定理１证明类似，我们
用犵犽狓（狋）表示在第犽次迭代时顶点狏狓的到达时间最
小代价函数．犵犽犻（狋０）的取值只能分为两种情况：
（１）犵犽犻（狋０）＝犵犻（狋０）；（２）犵犽犻（狋０）＞犵犻（狋０）．在情况（１）
下，因为犵犽犻（狋０）＝犵犻（狋０）＜τ犻，所以顶点狏犻会根据
犵犽犻（狋０）取值弹出，与条件矛盾．因此，我们只需证明
情况（２）不会发生．此证明过程与证明定理１中情况
（２）的过程相同．因为情况（１）下出现矛盾，情况（２）
不会发生，所以假设不正确，定理得证． 证毕．

定理３说明了顶点狏犻跟据τ犻从队列犙中弹出
时，τ犻即为犵犻（狋）在未确定取值区间犜犻－犛犻内的最小
取值．因此，当终点狏犲首次从队列犙中弹出时，其τ犲
即为犵犲（狋）全部区间犜犲上的最小值，即起点狏狊到终
点狏犲的最小费用代价犵犲（狋）．

推论１．　给定时间依赖图犌犜，对于顶点狏犻，设
τ狆犻和τ狇犻为顶点狏犻第狆次和第狇次从队列犙中弹出
时的τ犻取值，若狆＜狇，则τ狆犻τ狇犻．

证明．　令犛狆犻和犛狇犻为顶点狏犻第狆次和第狇次从
队列犙中弹出时的犛犻，因为狆＜狇，所以犛狆犻犛狇犻．因
此，犜犻－犛狆犻犜犻－犛狇犻．由定理３，τ狆犻和τ狇犻分别为犜犻－
犛狆犻和犜犻－犛狇犻上的最小值，所以，τ狆犻τ狇犻． 证毕．
３．３　寻找最优路径和最佳等待时间

下面介绍算法的第２阶段，即如何根据最小费
用代价犵犲（狋）找到起点狏狊到终点狏犲的最优路径狆，
以及狆上的每个顶点的最佳等待时间ω（狏犻），使得
路径狆的代价等于最小费用代价犵犲（狋）．

算法４给出了计算最优路径狆和最佳等待时
间ω（狏犻）的过程．算法４的基本思想是：从终点狏犲
开始，依次找到顶点狏犻在路径狆上的前驱邻居顶点
狏犼．初始化阶段，我们令狏犻←狏犲．

算法４．　路径选择算法．
ＰａｔｈＳｅｌｅｃｔｉｏｎ（犵犲（狋），犌犜，狏狊，狏犲，狋犱，狋犪
输入：犵犲（狋），犌犜，狏狊，狏犲，狋犱，狋犪
输出：狆，狆上各点等待时间ω（狏犻）
１．狏犻←狏犲；狆←；犵犻（狋犻）←犵犲（狋）；狋犻←狋；
２．ｗｈｉｌｅ狏犻≠狏狊ｄｏ
３．　ｆｏｒｅａｃｈ狏犼∈犖－（狏犻）ｄｏ
４．　ｉｆ狋犼狋犻－狑犼，犻，犵犻（狋犻）＝犵犼（狋犼）＋犳犼，犻（狋犻－狑犼，犻）

ｔｈｅｎ

５．　　狆←狆＋狏犼；ω（狏犼）＝狋犻－狑犼，犻－狋犼；
６．　　狏犻←狏犼；狋犻←狋犼；ｂｒｅａｋ；
７．ｒｅｔｕｒｎ狆，ω（狏犻）ｆｏｒｅａｃｈ狏犻∈狆．
每次迭代过程中，我们计算顶点狏犻在路径狆上

的前驱邻居顶点狏犼．设在路径狆上，到达顶点狏犻的
费用代价为犵犻（狋犻），到达顶点狏犻的时刻为狋犻．初始化
阶段，犵犻（狋犻）←犵犲（狋），狋犻←狋．狋可取为犵犲（狋）上
犵犲（狋）取值所对应时间区间内的任意一个时刻．对
于任意狏犼∈犖－（狏犻），即狏犼为狏犻的入边邻居，如果
狋犼，狋犼狋犻－狑犼，犻，使得

犵犻（狋犻）＝犵犼（狋犼）＋犳犼，犻（狋犻－狑犼，犻），
则顶点狏犼为顶点狏犻在路径狆上的前驱邻居顶点，狋犼
为路径狆上到达顶点狏犼的时刻．这样的狏犼一定存
在，因为在算法３中，犵犻（狋犻）的取值是根据此犵犼（狋犼）
计算得到的．因此，在顶点狏犼上的最佳等待时间为

ω（狏犼）＝狋犼－狑犼，犻－狋犼．
当算法４找到起点狏狊，即狏犻＝狏狊时，算法结束．此时，
路径狆上的所有顶点和每个顶点上的等待时间均
已经计算出来．

我们用图１和图４中的例子说明该计算过程．
从图４中，我们得知到达顶点狏４的最小费用代价为
犵４（狋）＝２０，其对应区间为［３０，３５］，我们任取其中
一个时刻狋＝３０．因此对于顶点狏３，离开顶点狏３的
时刻为狋－狑３，４＝３０－１０＝２０．我们发现在狋３＝２０
时，犵３（狋３）＝１５，则
犵３（狋３）＋犳３，４（狋－狑３，４）＝犵３（２０）＋犳３，４（３０－１０）

＝２０＝犵４（狋）．
因此，顶点狏３为终点狏４在最优路径狆上的前驱邻
居顶点，且顶点狏３上的最佳等待时间ω（狏３）＝０．

第２次迭代中，因为狋３＝２０，所以对于顶点狏２，
离开顶点狏２的时刻为狋３－狑２，３＝２０－５＝１５．我们发
现对于时刻狋２＝１０，有犵２（狋２）＝１０，且满足
犵２（狋２）＋犳２，３（狋３－狑２，３）＝１０＋５＝１５＝犵３（狋３），

因此，顶点狏２为顶点狏３在路径狆上的前驱顶点，且
顶点狏２上的最佳等待时间ω（狏２）＝５．

同理，在第３次迭代中，我们找到顶点狏２的前
驱邻居顶点狏１．因为狏１为起点，所以算法结束．
３．４　时间复杂度和空间复杂度分析
３．４．１　时间复杂度

我们首先分别分析算法２、算法３和算法４的
时间复杂度，最后给出整体算法１的时间复杂度．设
图中顶点数量和边的数量分别为狀和犿，图中顶点
狏犻的到达时间最小代价函数犵犻（狋）的平均的分段区
间数量为犽．
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引理２．　算法２的时间复杂度为犗（犽ｌｏｇ犽）．
证明．　算法２中，需要计算犵α犼，所以需要将这

犽个分段区间上的常数取值排序，该过程时间复杂
度为犗（犽ｌｏｇ犽）．计算φα犼只需找到犵α犼对应时间区间
的左端点即可，该操作需要犗（１）的时间．在计算
犵犼→犻（狋）过程中，需要计算出犵犼→犻（狋）在全部区间
［λ犼→犻，狋犪］内的不同分段上的取值．因此，计算犵犼→犻（狋）
的过程时间复杂度为犗（犽）．同样地，更新犵犻（狋）的时间
复杂度也为犗（犽）．因此，算法２的时间复杂度为
犗（犽ｌｏｇ犽）． 证毕．

引理３．　算法３的时间复杂度为犗（犽狀ｌｏｇ狀＋
犿犽２ｌｏｇ犽）．

证明．　算法３中的每次迭代过程中，最多有狀
个顶点同时被维护于队列犙中．我们利用Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ
堆［１２］，则将顶点狏犻弹出队列的操作需要花费犗（ｌｏｇ狀）
时间，而插入队列的操作需要犗（１）时间．当顶点狏犻
从队列犙中弹出后，需要更新狏犻的出边邻居狏犼的到
达时间最小代价函数犵犼（狋）．令犱＋（狏犻）为顶点狏犻的
出度，则这一操作的时间复杂度为犗（犱＋（狏犻）犽ｌｏｇ犽）．
因此，算法３中一次迭代过程的时间复杂度为
犗（ｌｏｇ狀＋犱＋（狏犻）犽ｌｏｇ犽）．由定理３和推论１可知，算
法３依据犵犻（狋）在不同分段的取值大小依次弹出顶
点狏犻．最坏情况下，顶点狏犻被弹出的次数为犗（犽）次．
因此，算法３的时间复杂度为

犗∑狏犻∈犞犽（ｌｏｇ狀＋犱
＋（狏犻）犽ｌｏｇ犽（ ））

＝犗犽∑狏犻∈犞（ｌｏｇ狀＋犱
＋（狏犻）犽ｌｏｇ犽（ ）（ ））

＝犗（犽（狀ｌｏｇ狀＋犿犽ｌｏｇ犽））
＝犗（犽狀ｌｏｇ狀＋犿犽２ｌｏｇ犽）． 证毕．

引理４．　算法４的时间复杂度为犗（犿犽）．
证明．　算法４的每次迭代过程中，对一个顶点

狏犻，需要检查其所有入边邻居狏犼．对每一个入边邻居
狏犼，需要检查其到达时间最小代价函数犵犼（狋）在
狋狋犻－狑犼，犻时，是否存在取值满足公式犵犻（狋犻）＝
犵犼（狋犼）＋犳犼，犻（狋犻－狑犼，犻），该操作的时间复杂度为
犗（犽）．因此，每一次迭代中，对顶点狏犻，计算其前驱
邻居顶点的时间复杂度为犗（犱－（狏犻）犽）．因为最优
路径狆上不存在环，对图中任意一个顶点狏犻最多计
算一次其前驱邻居顶点，所以，算法４的时间复杂度
为犗∑狏犻∈犞（犱

－（狏犻）犽（ ））＝犗（犿犽）． 证毕．
定理４．　算法１的时间复杂度为犗（犽狀ｌｏｇ狀＋

犿犽２ｌｏｇ犽）．算法１是计算起点狏狊到终点狏犲，具有时间
限制的费用最优路径狆和狆上每个顶点狏犻的最佳

等待时间ω（狏犻）的算法．
证明．　因为算法３和算法４是算法１的两个

阶段，所以根据引理３和引理４，我们可知算法１的
时间复杂度为犗（犽狀ｌｏｇ狀＋犿犽２ｌｏｇ犽）． 证毕．
３．４．２　空间复杂度

定理５．　算法１的空间复杂度为犗（（狀＋犿）犽）．
证明．　算法３和算法４为算法１的两个阶段．

在优先队列犙中，算法３至多维护狀个顶点．对每
个顶点狏犻，算法需要维护其到达时间最小代价函数
犵犻（狋）．对图中每条边，算法３和算法４需要维护其
费用代价函数犳犻，犼（狋）．因此，算法１的空间复杂度为
犗（（狀＋犿）犽）． 证毕．

４　实验结果和分析
我们在真实的数据集上实现了本文的算法，并与

ＴＣＳＰＡＷＴ算法［７］进行了对比．ＴＣＳＰＡＷＴ算法
是目前解决具有时间限制的费用最优路径查询的最
有效的算法，ＴＣＳＰＡＷＴ算法用于计算离散时间
模型下的费用最优路径．所有实验均在主频为
２．５ＧＨｚ的ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ５ＣＰＵ和内存为４ＧＢ的ＰＣ
机上完成．我们使用的操作系统为Ｗｉｎｄｏｗｓ７．
４．１　数据集描述和实验设置

我们在以下真实数据集上进行了算法的测试：
Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａｒｏａｄｎｅｔｗｏｒｋ．本数据集描述的是

美国加利福尼亚州道路交通网，包括２１０４７个顶
点和２１６９２条边．其中，顶点代表道路的交叉口或
者道路的端点，边代表道路片段．本数据来自ｈｔｔｐ：
／／ｗｗｗ．ｍａｐｒｏｏｍ．ｐｓｕ．ｅｄｕ／ｄｃｗ．

我们在该数据集上生成了４个规模不同的时间
依赖图，其顶点规模分别为２Ｋ，５Ｋ，１０Ｋ和２０Ｋ．在
这些时间依赖图上分别进行了算法测试，以考察算
法的可扩展性．针对数据集中的每一条边，我们随机
生成其时间代价狑犻，犼和费用代价函数犳犻，犼（狋）．对于
犳犻，犼（狋），限定其定义域为［０，２０００］．２０００表示２０００
个时间单位（秒或者分）．将犳犻，犼（狋）的定义域随机分
成犽个片段，在每一个片段上赋予一个常数取值．因
此，犳犻，犼（狋）为一个分段常量函数．对算法ＴＣＳＰ
ＡＷＴ，我们每隔一个时间单位采样一个离散时间
点．例如，对查询区间［０，１０００］，采样的离散时间点
个数即为５００个．对每组数据集，分别生成规模为
１０００的查询集合，实验中的结果，是每个查询集合
结果的平均值．用ＴＷＯＳＴＥＰ标记我们的算法．

我们在实验中考察了以下几方面的内容：
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（１）图中顶点数量对算法性能的影响；（２）图中边的
数量对算法性能的影响；（３）起点狏狊和终点狏犲之间
距离对算法性能的影响；（４）最早出发时刻和最晚
到达时刻的时间区间［狋犱，狋犪］对算法性能的影响；
（５）费用代价函数犳犻，犼（狋）上分段区间数量犽对算法
性能的影响．算法性能考察的指标为：（１）算法运行
时间；（２）算法运行时的内存开销；（３）每个顶点从
队列中弹出的平均次数；（４）ＴＣＳＰＡＷＴ算法的相
对误差，我们将其定义为（犮－犮）／犮，这里，
犮为ＴＣＳＰＡＷＴ算法结果的代价，犮为最优结果的
代价．我们的算法基于连续时间模型，所以不存在
误差．
４．２　实验结果

实验１．顶点数量对算法性能的影响．在图５
中，我们考察顶点数量对算法性能的影响．本组实验

中，边的费用代价函数的分段数量为犽＝１０，最早出
发时刻和最晚到达时刻区间犜＝［０，１０００］，
ＴＣＳＰＡＷＰ算法的时间点个数犾＝５００．如图５（ａ）
和图５（ｂ）所示，我们的算法的运行时间和内存开销
均远远小于ＴＣＳＰＡＷＴ算法．这是因为ＴＣＳＰ
ＡＷＴ算法需要计算在每个时刻到达图中每个顶点
的代价，并对这些代价进行组合以求得最小代价．我
们的算法比ＴＣＳＰＡＷＴ算法快了２０倍，内存开销
少了近５００倍．我们发现，算法的运行时间和内存开
销都随着顶点数量的增加而增大．在图５（ｃ）中，我
们发现每个顶点从队列中弹出的平均次数与顶点数
量变化无关．在图５（ｄ）中，我们发现ＴＣＳＰＡＷＴ算
法的相对误差随着顶点数量的增加而增大．这是因
为，顶点规模变大时，起点和终点之间的距离增大．
因此，在路径上累积的误差值就会变大．

图５　顶点数量对算法性能的影响

　　实验２．边的数量对算法性能的影响．图６中，
我们考察图中边的数量对算法性能的影响．本组实
验中，我们固定图中顶点数量为１０Ｋ，边的数量从
１０Ｋ变化到８０Ｋ，费用代价函数的分段数量犽＝１０，
最早出发时刻和最晚到达时刻区间犜＝［０，１０００］，
ＴＣＳＰＡＷＰ算法的时间点个数犾＝５００．通过图６

（ａ）和图６（ｂ），我们同样发现，我们的算法在时间和
空间上都要优于ＴＣＳＰＡＷＴ算法．图６（ｃ）中，我们
发现，随着边的数量的增加，每个顶点从队列中弹出
的平均次数有所减少．这是因为，边的数量增加导致
图的密度增大，进而图中任意两点之间的距离减少．
因此，算法可以更快地计算出到达终点的最小费用，
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从而减少了每个顶点的弹出次数．然而，边的数量增
加，导致了顶点的邻居数增加，当顶点从队列弹出
时，更新其所有邻居到达时间最小代价函数的时间
开销也就增大．因此，在图６（ａ）中，算法运行时间会

随着边的数量的增加而增加．图６（ｄ）中，我们发现
ＴＣＳＰＡＷＴ算法的相对误差随着边的增加而减
小．这是因为，边的增加使得起点和终点之间的距离
减小，所以，路径上累积的误差也会减小．

图６　边的数量对算法性能的影响

　　实验３．起点和终点之间距离对算法性能的影
响．图７中，我们研究了起点与终点之间距离变化对
算法性能的影响．本组实验中，图中顶点数量为
２０Ｋ，起点与终点之间的距离从５变化到１０．费用代
价函数的分段数量犽＝１０，最早出发时刻和最晚到
达时刻区间犜＝［０，１０００］，ＴＣＳＰＡＷＰ算法的时间
点个数犾＝５００．通过图７（ａ）和图７（ｂ），我们发现，算
法的运行时间和内存开销对起点和终点之间距离的
变化并不敏感．这是因为，起点和终点之间距离最短
的路径在很多情况下并不是费用代价函数下最优的
路径．与边的数量变化不同，本组实验中，图的密度
没有增加，仅仅是起点和终点之间的距离发生变化．
因此，在图７（ｃ）中，顶点从队列中弹出的平均次数
也没有显著变化．在图７（ｄ）中，我们发现ＴＣＳＰ
ＡＷＴ算法的相对误差随着起点和终点之间距离的
增大而增大，其原因是，随着起点与终点之间距离增
大，路径上的累积误差也会增大．

实验４．查询时间区间的距离对算法性能的影
响．图８中，我们考察了查询时间区间对算法性能的
影响．本组实验中，图中顶点数量为１０Ｋ，最早出发
时刻固定为０，最晚到达时刻从６００变化到１２００，因
此，ＴＣＳＰＡＷＰ算法的时间点个数从３００变化到
６００．费用代价函数的分段数量犽＝１０．图８（ａ）和
图８（ｂ）中，我们的算法时间和空间开销受查询时间
区间变化的影响很小．这是因为，虽然查询时间区间
变大，但费用代价函数分段数量没有改变．相反地，
因为查询时间区间变大，导致ＴＣＳＰＡＷＴ算法的
离散时间点增多，所以，ＴＣＳＰＡＷＴ算法的时间和
空间开销都增加．图８（ｃ）中，每个顶点的平均弹出
次数没有受到明显影响．图８（ｄ）中，我们发现，
ＴＣＳＰＡＷＴ算法的相对误差也没有明显变化．

实验５．费用代价函数的分段区间数量对算法
性能的影响．在图９中，我们研究了费用代价函数分
段区间数量对算法性能的影响．本组实验中，图中顶
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图７　起点和终点间距离对算法性能的影响

图８　查询时间区间对算法性能的影响
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点数量为１０Ｋ，边上的费用代价函数的分段区间数
量从５变化到２０，最早出发时刻和最晚到达时刻区
间犜＝［０，１０００］，ＴＣＳＰＡＷＰ算法的离散时间点的
个数犾＝５００．通过图９（ａ）和图９（ｂ），我们发现，算法
的运行时间和内存开销均随着函数分段区间数量的
增加而增加．这是因为，当函数分段区间数量增加
时，更新图中顶点到达时间最小代价函数的开销增
大．我们的算法在时间和空间上都要优于ＴＣＳＰ
ＡＷＰ算法．通过图９（ｃ），我们发现，每个顶点从队
列中的弹出次数随着函数分段数量的增加而增加．
这是因为，当费用函数分段区间数量增加时，顶点上

的到达时间最小代价函数的分段数量也会增加．所
以，顶点从队列中弹出次数也就会增加．在图９（ｄ）
中，我们发现ＴＣＳＰＡＷＴ算法的相对误差也随着
函数分段数量的增加而增加．这是因为，当分段数量
增加时，费用代价函数的取值数量也会增加，所以，
费用代价函数取值发生变化时刻位于两个离散时间
点之间的机会也就增加．当到达某个顶点时，ＴＣＳＰ
ＡＷＴ算法无法找到通行下一条边的最优代价的机
会也就增加．因此，ＴＣＳＰＡＷＴ算法的相对误差会
随着函数分段区间数量的增加而增加．

图９　费用代价函数分段数量对算法性能的影响

５　相关工作
目前，关于时间依赖图上的最短路径查询问题

（ＴＤＳＰ）已经有了很多的研究工作［１６，１３１５］．然而，这
些工作主要解决的是最短旅行时间问题，即在时间
依赖图模型上找到一条起点到终点的路径，使得该
路径的时间代价总和最小．这些工作主要分为两类，
一类基于离散的时间模型，另外一类基于连续的时
间模型．文献［１３１５］研究了离散时间模型下的时间

依赖最短路径查询．文献［１４］中，图上每一条边被赋
予一组聚集属性，该聚集属性表示了这条边在不同
时刻所呈现的状态．文献［１３］将出发时间区间平滑
地离散为犽个时间点，并依据这犽个时间点将图中
顶点和边复制犽次，因此，时间依赖图被转化了一个
规模增大犽倍的静态图．文献［１３］进而给出了如何
在这个静态图上完成最短路径查询的方法．这些基
于离散时间模型的方法并不能回答连续时间模型下
的最短路径查询问题．文献［１６］研究了连续时间模
型下的最短路径查询问题．文献［１］提出了一种基于
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ＢｅｌｌｍａｎＦｏｒｄ算法思想的方法．对图中任意顶点
狏犻，该方法迭代的计算到达顶点狏犻的最早时刻，并利
用这些中间结果，最终计算出到达终点狏犲的最早时
刻．最后，根据该时刻找到旅行时间最短的路径．文
献［２］提出了道路网中的速度流模型，该模型下，图
中每条边的通过速度可以用一个分段线性的函数表
示．该文作者提出一个基于Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法思想的方
法计算速度流模型下的最快路径查询问题．文献［３］
提出了一种基于Ａ算法的扩展算法．该算法的主
要思想是用一个优先队列维护所有待扩展的路径．
对任意一点狏犻，起点狏狊到狏犻的最早到达时间函数被
维护在优先队列中，该算法通过顶点狏犻到终点狏犲的
欧氏距离和网络中的最大速度，预估顶点狏犻到终点
狏犲的时间．算法根据预估时间弹出队列元素，并找到
起点到终点的最短旅行时间路径．文献［４］介绍了如
何应用数据挖掘的方法找到各种条件下描述道路通
过速度的模型．文献［５］是目前最有效的解决ＴＤＳＰ
问题的方法．该方法采用两阶段搜索策略．第１阶
段，用优先队列更新图中所有顶点最早到达时间的
函数，并最终计算出终点狏犲的最早到达时间函数．
第２阶段，根据狏犲的最早到达时间函数找到旅行时
间最小的路径．然而，这些解决ＴＤＳＰ问题的研究
工作都利用了以下性质：到达顶点狏犻的最早时刻可
以根据到达其入边邻居的最早时刻计算得出．然而，
在计算具有时间限制的费用代价最优路径时，该性
质并不成立．因此，目前解决ＴＤＳＰ问题的方法均
不能解决本文面对的问题．

运筹学领域中的一些工作研究了时间依赖图上
具有时间限制的费用代价最优路径的查询问
题［７１１］．然而，这些工作假定的时间模型是离散的．
在离散时间模型中，时间区间被离散化为时间点的
集合［狋１，狋２，…，狋犜］．对图上任意一条边（狏犻，狏犼），用户
只能选择在某个给定时刻狋犻离开顶点狏犻．这些工作
的主要问题有：（１）离散时间模型下不能找到精确的
最优解；（２）这些方法只是从理论上给出计算最优路
径的方法，并没有从提高算法实际运行效率的角度
来设计算法和优化算法，也没有应用数据处理中的
优化技术．所以，这些方法需要承受较高的时间和空
间开销．因此，运筹学领域中的这些工作也不能很好
地解决本文所要面对的问题．

６　结　论
本文中，研究了时间依赖图上具有时间限制的费

用代价最优路径的查询问题．我们首先给出了时间依
赖图模型的定义以及时间依赖图上具有时间限制的
费用代价最优路径查询的定义．然后，给出了一个有
效的算法计算时间限制下的费用代价最优路径．同
时，证明算法的时间复杂度和空间复杂度分别为
犗（犽狀ｌｏｇ狀＋犿犽２ｌｏｇ犽）和犗（（狀＋犿）犽）．最后，通过真
实数据集上的实验验证了算法的有效性．

在后续的工作中，我们将考虑时间代价函数和
费用代价函数共同作用下的最优路径查询问题，以
及在时间依赖图模型上多维代价的最优路径查询
问题．
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３６２２１１期 杨雅君等：时间依赖代价函数下的最优路径查询问题研究



［１１］ＫｌｕｇｅＳ，ＢｒｏｋａｔｅＭ，ＲｅｉｆＫ．Ｎｅｗｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒ
ｔｉｍｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｄｙｎａｍｉｃａｌｏｐｔｉｍａｌｐａｔｈｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＧｒａｐｈＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１０，１４（２）：
１２３１４７

［１２］ＣｏｒｍｅｎＴＨ，ＬｅｉｓｅｒｓｏｎＣＥ，ＲｉｖｅｓｔＲＬ，ＳｔｅｉｎＣ．Ｉｎｔｒｏｄｕｃ
ｔｉｏｎｔｏＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．２ｎｄＥｄｉｔｉｏｎ．Ｂｏｓｔｏｎ：ＴｈｅＭＩＴＰｒｅｓｓ，

［１３］ＣｈａｂｉｎｉＩ．Ｄｉｓｃｒｅｔｅｄｙｎａｍｉｃｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｔｒａｎｓ
ｐｏｒｔａｔｉｏｎａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ：Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｗｉｔｈｏｐｔｉｍａｌ

ｒｕｎｔｉｍｅ．ＴｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎＲｅｓｅａｒｃｈＲｅｃｏｒｄ，１９９８，１６４５：
１７０１７５

［１４］ＧｅｏｒｇｅＢ，ＳｈｅｋｈａＳ．Ｔｉｍｅａｇｇｒｅｇａｔｅｄｇｒａｐｈｓｆｏｒｍｏｄｅｌｉｎｇ
ｓｐａｔｉｏｔｅｍｐｏｒａｌｎｅｔｗｏｒｋｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｎＤａｔａＳｅｍａｎｔｉｃｓＸＩ，
２００８，４２３１：１９１２１２

［１５］ＮａｃｈｔｉｇａｌｌＫ．Ｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｉｎｇｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｒａｉｌｗａｙｎｅｔｗｏｒｋｓ．ＥｕｒｏｐｅａｎＪｏｕｒｎａｌｏｆＯｐｅｒａ
ｔｉｏｎａｌＲｅｓｅａｒｃｈ，１９９５，８３（１）：１５４１６６

犢犃犖犌犢犪犑狌狀，ｂｏｒｎｉｎ１９８３，Ｐｈ．Ｄ．
ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓｍａｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ
ｉｎｃｌｕｄｅｇｒａｐｈｍｉｎｉｎｇ，ｇｒａｐｈｄａｔａｂａｓｅ
ａｎｄｍａｓｓｉｖｅｄａｔａｍａｎａｇｅｍｅｎｔ．

犌犃犗犎狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６６，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．ｓｕｐｅｒｖｉｓｏｒ．
Ｈｅｒｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｗｉｒｅｌｅｓｓｓｅｎｓｏｒｎｅｔｗｏｒｋｓ，
ｃｙｂｅｒｐｈｙｓｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓ，ｍａｓｓｉｖｅｄａｔａｍａｎａｇｅｍｅｎｔａｎｄｄａｔａ
ｍｉｎｉｎｇｅｔｃ．

犔犐犑犻犪狀犣犺狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９５０，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．ｓｕｐｅｒ
ｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｄａｔａｂａｓｅ，ｍａｓｓｉｖｅｄａｔａ
ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ｗｉｒｅｌｅｓｓｓｅｎｓｏｒｎｅｔｗｏｒｋｓ，ｃｙｂｅｒｐｈｙｓｉｃａｌｓｙｓ
ｔｅｍｓｅｔｃ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
Ｇｒａｐｈｓｈａｖｅｂｅｅｎｗｉｄｅｌｙｕｓｅｄｔｏｍｏｄｅｌｃｏｍｐｌｅｘｒｅｌａ

ｔｉｏｎｓｈｉｐｓａｍｏｎｇｖａｒｉｏｕｓｅｎｔｉｔｉｅｓｉｎｍａｎｙｒｅａｌｌｉｆｅａｐｐｌｉｃａ
ｔｉｏｎｓ．Ｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈｑｕｅｒｙｉｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｐｒｏｂｌｅｍｉｎｇｒａｐｈｓ
ａｎｄｈａｓｂｅｅｎｗｅｌｌｓｔｕｄｉｅｄｏｎｓｔａｔｉｃｇｒａｐｈｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｉｎｒｅａｌ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｃｏｓｔｓｏｆｅｄｇｅｓｉｎｇｒａｐｈｓａｌｗａｙｓｃｈａｎｇｅｏｖｅｒ
ｔｉｍｅ．Ｗｅｃａｌｌｓｕｃｈｇｒａｐｈｓａｓｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｇｒａｐｈｓ．Ｉｎｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒ，ｗｅｓｔｕｄｙｈｏｗｔｏｆｉｎｄｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｐａｔｈｗｉｔｈｔｈｅｍｉｎｉ
ｍｕｍｃｏｓｔｕｎｄｅｒｔｉｍｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｏｎｌａｒｇｅｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ｇｒａｐｈｓ．Ｍｏｓｔｅｘｉｓｔｉｎｇｗｏｒｋｓａｂｏｕｔｔｉｍｅｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｈｏｒｔｅｓｔ
ｐａｔｈｐｒｏｂｌｅｍ（ＴＤＳＰ）ｆｏｃｕｓｏｎｆｉｎｄｉｎｇｔｈｅｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈｗｉｔｈ
ｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｔｒａｖｅｌｔｉｍｅ．Ａｌｌｔｈｅｓｅｗｏｒｋｓｕｔｉｌｉｚｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗ
ｉｎｇｐｒｏｐｅｒｔｙ：ｔｈｅｅａｒｌｉｅｓｔａｒｒｉｖｉｎｇｔｉｍｅｏｆｖｅｒｔｅｘ狏ｃａｎｂｅ
ｃｏｍｐｕｔｅｄｂｙｔｈｅｅａｒｌｉｅｓｔａｒｒｉｖｉｎｇｔｉｍｅｏｆ狏’ｓｎｅｉｇｈｂｏｒｓ．Ｕｎ
ｆｏｒｔｕｎａｔｅｌｙ，ｔｈｉｓｐｒｏｐｅｒｔｙｄｏｅｓｎｏｔｈｏｌｄｉｎｏｕｒｐｒｏｂｌｅｍ．Ｉｎ

ｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｐｒｏｐｏｓｅａｎｏｖｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｏｃｏｍｐｕｔｅｔｈｅｏｐ
ｔｉｍａｌｐａｔｈｗｉｔｈｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｃｏｓｔｕｎｄｅｒｔｉｍｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ．Ｗｅ
ｓｈｏｗｔｈｅｔｉｍｅａｎｄｓｐａｃｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｒｅ犗（犽狀ｌｏｇ狀＋犿犽２ｌｏｇ犽）
ａｎｄ犗（（狀＋犿）犽）ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．

ＴｈｉｓｗｏｒｋｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｉｎｐａｒｔｂｙｔｈｅＳｔａｔｅＫｅｙＤｅｖｅｌ
ｏｐｍｅｎｔＰｒｏｇｒａｍｏｆＢａｓｉｃＲｅｓｅａｒｃｈｏｆＣｈｉｎａ，ｔｈｅＫｅｙＰｒｏｂ
ｌｅｍｏｆＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ，ｔｈｅ
ＮＳＦｏｆＣｈｉｎａａｎｄｔｈｅＮＳＦＣＲＧＣｏｆＣｈｉｎａ．Ｔｈｅｓｅｆｏｕｎｄａ
ｔｉｏｎｓｆｏｃｕｓｏｎｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｏｆｖａｒｉｏｕｓａｒｅａｓｏｆｄａｔａｉｎｔｅｎｓｉｖｅ
ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ．Ｏｕｒｇｒｏｕｐｈａｓｂｅｅｎｗｏｒｋｉｎｇｏｎｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｏｆ
ｄａｔａｂａｓｅｆｏｒｍａｎｙｙｅａｒｓ，ａｎｄｍａｎｙｈｉｇｈｑｕａｌｉｔｙｐａｐｅｒｓｈａｖｅ
ｂｅｅｎｐｕｂｌｉｓｈｅｄｉｎｗｏｒｌｄｗｉｄｅｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅｓａｎｄｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ，
ｓｕｃｈａｓＳＩＧＭＯＤ，ＶＬＤＢ，ＩＣＤＥ，ＫＤＤ，ＩＮＦＯＣＯＭ，ＴＫＤＥ，
ＶＬＤＢＪｏｕｒｎａｌｅｔａｌ．
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