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摘　要　紧密子图发现在许多现实世界网络应用中具有重要的研究意义．提出一种新的紧密子图发现问题———
Ｔｏｐ犽属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ查询，找出图中犽个节点间属性具有最大差异的狇ｃｌｉｑｕｅ．属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ是一种结合图
的结构特征和节点属性的紧密子图，在作者合作关系图数据中，该查询可以发现属性（如研究领域或所属单位）上
不同的具有紧密合作关系的团队．给出了狇ｃｌｉｑｕｅ的属性差异度量，证明了该问题为ＮＰ难问题．采用分支限界策
略，提出一种有效求解问题的算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ，同时依照ｂｅｓｔｆｉｒｓｔ排序思想优化节点访问次序进一步提高算法性
能．ＡＣＭ作者信息数据集上的实验表明，算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ效率远优于基本算法ＢＳＬ，并且结果中作者皆具有较高
的Ｈｉｎｄｅｘ值及广泛的研究领域．
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１　引　言
近年来，由于社会网络、生物信息等领域的快速

发展，使得图数据挖掘成为了一个备受关注的研究
领域［１］．紧密子图是具有特殊结构与性质的子图，紧
密子图的发现在许多现实世界网络应用中具有重要
的研究意义．例如，社会网络中的社区发现、金融网
络中的统计分析［２］、蛋白质交互网络的功能结构发
现［３］、电子商务中的协同过滤［４］、病毒式营销中的影
响力团体发现［５］等．随着网络内容信息的丰富，一些
学者开始研究结合图结构和节点属性进行图挖掘的
相关问题并取得了一定的成果，例如团队形成［６］、图
聚类［７］、近似子图匹配［８］等．

本文提出一种结合图结构和节点属性的紧密子
图发现问题—属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ查询．作为紧密子
图的一种，狇ｃｌｉｑｕｅ是具有狇个节点的完全子图．在
社交网络中，狇ｃｌｉｑｕｅ可以表示狇个相互认识的用
户；在作者合作关系网络中，狇ｃｌｉｑｕｅ可以表示狇个
彼此合作过的作者．例如图１作者合作关系图中的
３ｃｌｉｑｕｅ犙１＝｛狉１，狉２，狉３｝、犙２＝｛狉５，狉６，狉７｝、犙３＝
｛狉５，狉６，狉８｝、犙４＝｛狉５，狉７，狉８｝、犙５＝｛狉６，狉７，狉８｝都代表
由３个彼此合作的作者形成的团队．

图１　作者合作关系图

属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ查询是找出图中节点间属性
尽可能地具有较大相异度的狇ｃｌｉｑｕｅ．给定狇ｃｌｉｑｕｅ
差异度量，发现犽个具有最大差异的狇ｃｌｉｑｕｅ称为
Ｔｏｐ犽属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ．该问题旨在使所找出的
狇ｃｌｉｑｕｅ的属性内容尽可能丰富，同时子图中各节
点间的属性内容又尽可能的不同．图１中除犙５只含
有３种不同的属性值外，犙１、犙２、犙３、犙４都拥有５种
不同的属性值，因而它们具有相同的属性内容丰富
程度．但属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ问题将犙４视为更好结
果，因为犙４不仅属性内容丰富，而且节点间彼此各

有不同．对于作者合作关系图数据中的属性差异
狇ｃｌｉｑｕｅ查询可以发现属性（如研究领域或所属单
位）上不同的合作团队，这样的团队更具有活力或发
展潜力．作为一种特征狇ｃｌｉｑｕｅ查询，属性差异
狇ｃｌｉｑｕｅ查询进一步丰富了紧密子图查询问题．

属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ查询问题的挑战在于：
（１）狇ｃｌｉｑｕｅ的属性差异度量定义及Ｔｏｐ犽属性差
异狇ｃｌｉｑｕｅ排序；（２）狇值不固定的狇ｃｌｉｑｕｅ问题是
ＮＰ难问题，需要设计高效的查询算法．

本文采用二元变量相异度的定义，计算出各邻
接节点间的属性相异度并将其作为相应邻接边的边
权值，使属性差异的狇ｃｌｉｑｕｅ发现问题转换成最大
权值狇ｃｌｉｑｕｅ发现问题．

一种简单的解决方法便是先找出图中所有的
狇ｃｌｉｑｕｅ，然后计算出它们的差异度，并找出其中具
有最大差异度的狇ｃｌｉｑｕｅ输出，从图中删除该
狇ｃｌｉｑｕｅ的节点继续查询．但是，当狇值不为常量时，
该问题为ＮＰ难问题，因而随着图中节点数的增加，
产生的狇ｃｌｉｑｕｅ的数目将会呈指数增长．由此导致
这种方法不仅效率低，而且缺乏良好的可伸缩性．

为解决上述问题，本文提出一种分支限界算法
ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ来处理属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ查询．在搜索
结果的过程中不仅利用图的拓扑结构性质剪去不能
形成狇ｃｌｉｑｕｅ的树枝，同时利用边上的邻接节点的
属性相异度计算相应分支的差异度上界，产生剪枝
条件来减小搜索空间，加快搜索过程．然后，本文依
照ｂｅｓｔｆｉｒｓｔ排序思想提出基于优先次序的ＡＤ
Ｑｃｌｉｑｕｅ算法，进一步提高算法性能．

综上所述，本文主要贡献如下：
（１）提出一种节点间属性相异度尽可能大的紧

密子图结构查询问题———Ｔｏｐ犽属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ
查询，给出了该问题的形式化定义，并证明该问题具
有ＮＰＨａｒｄ复杂性．

（２）提出一种分枝限界算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ，利用
边权值形成剪枝条件，剪切掉大部分不符合要求的
节点．提出基于优先次序的ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ算法，进一
步提高算法效率．

（３）使用真实数据集在不同参数下对算法性能
及有效性进行实验分析．

本文第２节综述相关研究工作；第３节定义属
性差异狇ｃｌｉｑｕｅ问题；第４节给出解决问题的有效
算法；实验结果及分析在第５节中给出；第６节为本
文的结论．
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２　相关工作
随着各种网络数据规模的急剧增长，紧密子图

发现相关算法的可伸缩性问题引起了广泛关
注［９１２］．Ｃｈｅｎｇ等人［９］提出了一种在大规模网络上
进行最大ｃｌｉｑｕｅ枚举的外存算法ＥｘｔＭＣＥ，通过扩
展原图的核心部分来实现原图的最大ｃｌｉｑｕｅ枚举．
同时，Ｃｈｅｎｇ等人［１０］还发明了一种新颖的自顶向下
从大犽值到小犽值递归计算犽ｃｏｒｅｓ的外存算法
ＥＭｃｏｒｅ．算法ＥＭｃｏｒｅ对原图进行图划分，每次处
理一部分子图，避免随机访问磁盘数据的庞大开销．
Ｈｕａｎｇ等人［１１］提出了一种基于无参数的聚类分析
的社区发现算法，能够发现网络中的中心点、边界
点以及具有层级的社区结构，具有良好的可伸
缩性．

由于现实世界网络构成的图中存在许多不确定
性，韩蒙等人［１２］提出了在不确定图中发现紧密子图
问题，并提出了基于树搜索的ＴｒｅｅＣｌｏｓｅ算法及优
化策略．

以上工作主要集中于图的拓扑结构特征，而伴
随着各种网络的快速发展，网络上海量的内容信息
也得到了广泛重视．Ｌａｐｐａｓ等人［６］研究如何在社会
网络中找到一个团队既具备完成特定任务的能
力，同时团队中各成员间的沟通成本尽可能低．
Ｚｈｏｕ等人［７］提出了基于结构和属性相似性的图聚
类算法ＳＡＣｌｕｓｔｅｒ，将属性转化为一种附加的结构，
使得属性与结构统一，最终将原图划分为犽簇并且
同一簇中节点属性值尽可能相同．Ｚｈｕ等人［８］对同
时考虑结构信息和属性信息的近似图匹配问题进行
了研究，首先利用算法ＳＡＣｌｕｓｔｅｒ对图建立索引，
然后对各划分之间的连接关系建立索引，最后使
用贪心算法找出最佳路径匹配．Ｋａｒｇａｒ等人［１３］提
出狉ｃｌｉｑｕｅｓ的概念作为一种关键字搜索问题的新
方法，要求包含关键字内容的各节点间的最短路
径长度不能超过狉，使它们之间更加紧密；同时，
建立索引避免搜索图中所有的节点，缩减搜索
空间．

与上述工作相比，本文所提出的Ｔｏｐ犽属性差
异狇ｃｌｉｑｕｅ查询，在结合拓扑结构和属性内容发现
紧密子图的同时，希望子图中各节点属性内容尽可
能地具有差异，使得子图中属性内容尽可能丰富且
节点的属性内容各有特点．

３　问题定义
本节给出属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ问题的背景和相关

定义．
３１　狇犮犾犻狇狌犲

给定一个带权简单无向图犌＝（犞，犈，狑），其中
犞是无向图犌的顶点集，犈犞×犞是图犌的边集，
狑（狌，狏）表示以顶点狌和狏为端点的边的权值，用
犃犌表示图中每个顶点的相关属性．对于图犌中每个
顶点狏∈犞，犃犌（狏）表示该节点的属性值，它为一个
列表［犪１，犪２，…，犪狀］，其中犪犻为节点狏的一个属性
值．以图１为例，图中每个节点代表一位学者，具有
“研究领域”属性，图中边表示彼此具有合作关系．根
据ＡＣＭＣｏｍｐｕｔｉｎｇＣｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍ［１９９８
Ｖｅｒｓｉｏｎ］的命名规则［１４］，节点狉１的研究领域属性
犃犌（狉１）＝［Ｆ２２，Ｈ２４，Ｉ２１，Ｉ２６］．

定义狀＝｜犞｜，犿＝｜犈｜，图犌的大小用｜犌｜表
示，其值为图中节点的数目，即｜犌｜＝狀．给定一个顶
点集犛犞，定义由犛形成的图犌的导出子图为
犌犛＝（犞犛＝犛，犈犛＝｛（狌，狏）：狌，狏∈犛，（狌，狏）∈犈｝）．
图犌中任一顶点狏∈犞的邻接点的集合为狀犫（狏）＝
｛狌：（狌，狏）∈犈｝，同时顶点狏的度为犱（狏）＝｜狀犫（狏）｜．

图犌的一个ｃｌｉｑｕｅ是使得导出子图为所有节
点相互连接的完全图的顶点集的子集，狇ｃｌｉｑｕｅ即
为具有狇个节点的ｃｌｉｑｕｅ．图１中｛狉５，狉６，狉７｝即为一
个３ｃｌｉｑｕｅ，表示３个彼此具有合作关系的学者组
成的团队．
３．２　属性差异狇犮犾犻狇狌犲

节点中的属性大多为二元变量，二元变量是只
有两种状态０或１的变量，其中０表示该变量不出
现，１表示该变量出现．本文采用二元变量相异度的
定义计算出各邻接节点间的属性相异度，如定义１．

定义１．　节点间的属性相异度．给定一个图
犌，具有二元变量属性值的两个节点狌和狏，其中
狌，狏∈犞（犌）且（狌，狏）∈犈（犌），节点间的属性相异度
定义为

犱犻犳犳（狌，狏）＝
狉＋狊

狇＋狉＋狊＋狋，狉≠０且狊≠０
０，
烅
烄
烆 其它

（１）

其中，狉是节点狌值为１而节点狏值为０的属性值
的数目；狊是节点狌值为０而节点狏值为１的属性
值的数目；狇是节点狌和节点狏值都为１的属性值
的数目；狋是节点狌和节点狏值都为０的属性值的
数目．
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图１中狇＋狉＋狊＋狋＝８，该值为图中所有属性值
的个数．以狉１，狉２节点为例，犃犌（狉１）＝［Ｆ２２，Ｈ２４，
Ｉ２１，Ｉ２６］，犃犌（狉２）＝［Ｃ２４，Ｉ２１］，则狉＝３（来自于
Ｆ２２，Ｈ２４，Ｉ２６），狊＝１（来自于Ｃ２４），犱犻犳犳（狉１，狉２）＝
０．５００．

本文将图犌中任意两邻接点狌，狏之间的属性
相异度作为狑（狌，狏）的取值，从而得到狇ｃｌｉｑｕｅ的属
性差异度的定义．

定义２．　狇ｃｌｉｑｕｅ的属性差异度．设犙犌为
图犌中的一个狇ｃｌｉｑｕｅ，其节点集表示为｛狏１，狏２，…，
狏狇｝，该狇ｃｌｉｑｕｅ的属性差异度定义为

犱狏犪犾狌犲狇（犙）＝∑
狇

犻＝１∑
狇

犼＝犻＋１
狑（狏犻，狏犼） （２）

其中狑（狏犻，狏犼）＝犱犻犳犳（狏犻，狏犼）为以狏犻和狏犼为端点的
边的权值，即两个节点之间的属性相异度．

图１中狉５，狉６，狉７节点组成的３ｃｌｉｑｕｅ的属性差异
度为犱狏犪犾狌犲３（｛狉５，狉６，狉７｝）＝狑（狉５，狉６）＋狑（狉５，狉７）＋
狑（狉６，狉７）＝０．３７５＋０．３７５＋０．２５０＝１．０００．

当两个狇ｃｌｉｑｕｅ具有相同属性差异度时，并不
代表着二者就具有相同的重要性．下面给出ｃｌｉｑｕｅ
的跨度定义来对具有相同差异度的狇ｃｌｉｑｕｅ进行
区别．

定义３．　ｃｌｉｑｕｅ的跨度．假设犆犌为图犌中
的一个ｃｌｉｑｕｅ，其边集表示为犈犆，该ｃｌｉｑｕｅ的跨度定
义为

狊狆犪狀（犆）＝ａｒｇｍａｘ
犲∈犈犆

狑（犲）－ａｒｇｍｉｎ
犲∈犈犆

狑（犲）（３）
其中，狑（犲）为边犲的权值，ａｒｇｍａｘ

犲∈犈犆
狑（犲）为边集中的

最大边权值，ａｒｇｍｉｎ
犲∈犈犆

狑（犲）为边集中的最小边权值．
为满足子图中节点彼此间各有特点的目标，当

两个狇ｃｌｉｑｕｅ的差异度相同时，较小跨度的狇ｃｌｉｑｕｅ
将更有意义．

本文中狇ｃｌｉｑｕｅ具有较大的属性差异度将被视
为较好的结果，而当两个狇ｃｌｉｑｕｅ的差异度相同时，
将跨度较小的视为较好的结果．由于输出所有的
狇ｃｌｉｑｕｅ缺乏实际意义，本文试图找出犽个具有最
大属性差异度且具有最小跨度的狇ｃｌｉｑｕｅ．同时，由
于一些节点可能出现在多个具有较大属性差异的
狇ｃｌｉｑｕｅ中而导致查询结果出现大量相同节点，所
以输出的犽个结果应该避免出现公共节点．本文研
究问题如问题１．

问题１．　Ｔｏｐ犽最大属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ查询．
给定一个图犌，一个结果数目参数犽，一个节点

数目参数狇，Ｔｏｐ犽属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ查询将找出
一个集合犛，犛为图犌中具有最大属性差异度且具

有最小跨度的犽个狇ｃｌｉｑｕｅ组成的集合且犛中
狇ｃｌｉｑｕｅ彼此之间没有公共节点．

定理１．　问题１Ｔｏｐ犽最大属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ
是一个ＮＰ难问题．

证明．　首先，将问题１转换为其判定版本，给
定一个图犌，一个参数狇，一个常量犮，是否存在一个
具有属性差异度犮的狇ｃｌｉｑｕｅ．假定图犌中每条边都
具有权值２犮

狇（狇－１），故而问题１被转换为证明一个图
中是否存在一个狇ｃｌｉｑｕｅ，因为狇ｃｌｉｑｕｅ的差异度一
定为犮．由于后者已证明为ＮＰ难问题［１５］，因此问
题１也为ＮＰ难问题． 证毕．

４　查询处理算法
本文首先给出了属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ问题的基本

算法，然后提出一种分支限界算法．利用图节点信
息，设计了基于优先访问次序的优化查询算法．
４．１　基本算法犅犛犔

一种直接的Ｔｏｐ犽属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ查询问题
的解决方法是首先利用图的拓扑结构性质找出图中
所有的狇ｃｌｉｑｕｅ，然后计算出它们的属性差异度，并
找出其中具有最大差异度的结果输出．同时，从图中
删除该狇ｃｌｉｑｕｅ中的节点避免后续结果出现公共节
点，重复上述查询过程直到犽个结果输出或者图中
没有狇ｃｌｉｑｕｅ为止．

算法１描述了基本算法ＢＳＬ的细节．步５对过
程１进行调用找出图中所有的狇ｃｌｉｑｕｅ．然后步６～９
对狇ｃｌｉｑｕｅ的差异度进行计算并将具有最大差异度
的狇ｃｌｉｑｕｅ存于犙中，最后步１０～１１将犙中结果
存于犔狇中输出．过程Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ＿Ｓｅａｒｃｈ＿ＢＳＬ中步
５～１１借鉴文献［１６］中提出的ｃｌｉｑｕｅ遍历问题的剪
切技术，其思想是利用ｃｌｉｑｕｅ中节点度的性质对无
法形成目标ｃｌｉｑｕｅ的分支进行预先剪切，提高了
ｃｌｉｑｕｅ遍历效率．

算法１．　ＢａｓｅｌｉｎｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍ（ＢＳＬ）．
输入：带权简单无向图犌，不小于１的正整数犽，不小

于３的正整数狇
输出：犌中具有最大属性差异度的无公共节点的犽个

狇ｃｌｉｑｕｅ的集合犔狇
１．初始化长度为犽的数组犔狇；
２．初始化栈犛；
３．ｆｏｒ犻ｆｒｏｍ１ｔｏ犽ｄｏ
４．　犙←，犱狏犪犾狌犲（犙）←０；
５．　Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ＿Ｓｅａｒｃｈ＿ＢＳＬ（犌，狇，０，，犞（犌），犛）；
６．　ｗｈｉｌｅ犛≠ｄｏ
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７．　　犙′←ｐｏｐ犛；
８．　　ｉｆ犙′具有最大的属性差异度ｔｈｅｎ
９．　　　犙←犙′；
１０．ｉｆ犙≠ｔｈｅｎ
１１．　犙添加入犔狇，犌＝犌－犙；
１２．Ｒｅｔｕｒｎ犔狇．
Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ＿Ｓｅａｒｃｈ＿ＢＳＬ（犌，狇，犾，犚，犘，犛）
１．犆←；
２．ｉｆ犾＝狇ｔｈｅｎ
３．　犛←ｐｕｓｈ犚；
４．ｆｏｒ每个犘中的节点狏ｄｏ
５．　ｉｆ犱（狏）＜狇－１ｔｈｅｎ
６．　　ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
７．　ｆｏｒ每个狀犫（狏）中的节点狌ｄｏ
８．　　Ｉｆ狌．犻犱＞狏．犻犱ｔｈｅｎ
９．　　　犆←犆∪｛狌｝；
１０．ｉｆ｜犘∩犆｜＜狇－犾ｔｈｅｎ
１１．　ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
１２．Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ＿Ｓｅａｒｃｈ＿ＢＳＬ（犌，狇，犾＋１，犚∪狏，犘∩犆，犛）．

　　本文所研究的问题中参数狇不是固定常量，问
题为ＮＰ难问题，因而随着图中节点数的增加，产生
的狇ｃｌｉｑｕｅ的数目将会急剧增长．基本算法ＢＳＬ遍
历出图中所有的狇ｃｌｉｑｕｅ将导致算法效率极低且缺
乏良好的可伸缩性．
４．２　分支限界算法犃犇犙犮犾犻狇狌犲

为解决ＢＳＬ算法的不足，本文提出一种分枝限
界算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ．在搜索结果的过程中，ＡＤ
Ｑｃｌｉｑｕｅ算法不仅利用图的拓扑结构性质，而且利用
图中边上的邻接节点属性相异度计算相应分支的差
异度上界，产生剪枝条件来减小搜索空间．

为了方便设计图中边权值形成的剪枝条件，本
文给出如下定义．

定义４．　节点的狋边权和．给定一个图犌和一
个正整数狋，狌∈犞（犌）为图中一个节点且狀犫（狌）狋，
节点狌的狋边权和定义为

狊狌犿狋（狌）＝∑
狋

犻＝１
狑（犲犻） （４）

其中狑（犲犻）为节点狌邻接边的边权值中第犻大边
权值．

例如，图１中节点狉５的２边权和狊狌犿２（狉５）＝
狑（狉５，狉８）＋狑（狉５，狉６）＝０．８７５．

定义５．　节点集合的狋边权和．给定一个图犌
和一个正整数狋和一个节点集合犘犌且狌∈犘满
足狀犫（狌）狋，集合犘的狋边权和定义为

狊狌犿狋（犘）＝ａｒｇｍａｘ
狌∈犘

狊狌犿狋（狌） （５）
图１中｛狉５，狉６，狉７｝的２边权和狊狌犿２（｛狉５，狉６，

狉７｝）＝狊狌犿２（狉５）＝０．８７５．
定义６．　ｃｌｉｑｕｅ的差异度上界函数．给定一个

图犌，一个ｃｌｉｑｕｅ犚犌，一个正整数狇且｜犚｜＜狇，犘
为一个候选节点集合且犘中任一节点都与犚中所
有节点相连接，该ｃｌｉｑｕｅ的差异度上界函数定义为

犱＋
狇（犚）＝犱狏犪犾狌犲｜犚｜（犚）＋∑

狇－１

犻＝狘犚狘
狊狌犿犻（犘）（６）

图１中ｃｌｉｑｕｅ｛狉５，狉６｝的差异上界函数值为
犱＋
３（｛狉５，狉６｝）＝狑（狉５，狉６）＋狊狌犿２（狉７）＝０．３７５＋
０．６２５＝１．０００．

定理２．　给定一个图犌，δ为Ｔｏｐ犽属性差异
狇ｃｌｉｑｕｅ中的最小属性差异度，一个ｃｌｉｑｕｅ犚犌，
｜犚｜＜狇，犘犞（犌）为一个候选节点集合且犘中任
一节点都与犚中所有节点相连接，如果犱＋狇（犚）＜δ，
则犚不会成为Ｔｏｐ犽属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ．

证明．　令犙为由犚扩展而得到的所有狇ｃｌｉｑｕｅ
的集合中具有最大属性差异度的狇ｃｌｉｑｕｅ．因此要想
证明定理２，只需证明∑

狇－１

犻＝狘犚狘
狊狌犿犻（犘）犱狏犪犾狌犲狇（犙）－

犱狏犪犾狌犲｜犚｜（犚）．因为犙犌，对任一正整数狋，狌∈
犙－犚满足狊狌犿狋，犙（狌）狊狌犿狋，犌（狌）．同时犞（犙）－
犞（犚）犘，则不等式成立．因此犱狏犪犾狌犲狇（犙）
犱＋
狇（犚）δ，定理２成立． 证毕．
算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ的具体执行过程如算法２

所示．
算法２．　ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ．
输入：带权简单无向图犌，犽，狇
输出：犌中具有最大属性差异度的无公共节点的犽个

狇ｃｌｉｑｕｅ的集合犔狇
１．初始化长度为犽的数组犔狇；
２．犙←，犱狏犪犾狌犲（犙）←０；
３．ｆｏｒ犻ｆｒｏｍ１ｔｏ犽ｄｏ
４．　Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ＿Ｓｅａｒｃｈ＿ＡＤ（犌，狇，０，，犞（犌），犙）；
５．　ｉｆ犙≠ｔｈｅｎ
６．　　将犙添加入犔狇，犌＝犌－犙；
７．　ｅｌｓｅ
８．　　ｂｒｅａｋ；
９．Ｒｅｔｕｒｎ犔狇．
Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ＿Ｓｅａｒｃｈ＿ＡＤ（犌，狇，犾，犚，犘，犙）
１．犆←；
２．ｉｆ犾＝狇ｔｈｅｎ
３．　ｉｆ犙＝ｔｈｅｎ
４．　　犙←犚；
５．　ｉｆ犚具有最大的属性差异度ｔｈｅｎ
６．　　犙←犚；
７．ｆｏｒ每个犘中的节点狏ｄｏ
８．　ｉｆ狏不能形成狇ｃｌｉｑｕｅｔｈｅｎ
９．　ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
１０．ｉｆ犱＋（犚∪狏）＜犱狏犪犾狌犲（犙）ｔｈｅｎ
１１．　ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
１２．Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅ＿Ｓｅａｒｃｈ＿ＡＤ（犌，狇，犾＋１，犚∪狏，犘∩犆，犙）．
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与算法ＢＳＬ相同，算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ同样是每
次查询出最大属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ将其输出，然后从
图中删除该狇ｃｌｉｑｕｅ的节点避免后续结果出现公共
节点．但不同的是，在查询Ｔｏｐ１属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ的
过程中，算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ并没有遍历所有的狇ｃｌｉｑｕｅ，

而是利用定理２的剪枝条件（见过程２步１０）剪切
掉差异度上界值小于当前最大属性差异度的分支，
减小搜索空间．为清晰地描述算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ的
执行过程，本文在图２中给出了算法进行Ｔｏｐ１属
性差异３ｃｌｉｑｕｅ查询时的空间状态树．

图２　算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ的状态空间树
算法首先通过狉１搜索到第一个３ｃｌｉｑｕｅ｛狉１，

狉２，狉３｝，而狉２，狉３，狉４都无法形成３ｃｌｉｑｕｅ，所以剪切
相应分支．然后，算法通过狉５搜索到｛狉５，狉６，狉７｝，虽
然｛狉１，狉２，狉３｝与｛狉５，狉６，狉７｝的属性差异度相等，但是
其跨度为０．５００大于后者的０．１２５，因此｛狉５，狉６，狉７｝
为当前最优解．由于｛狉５，狉６，狉８｝的属性差异度０．８７５
小于当前最优解的属性差异度１．０００，｛狉５，狉６，狉８｝被
丢弃．当搜索到｛狉５，狉７｝分支时，该分支的差异度上
界值０．８７５小于当前最优解的１．０００，此时算法进
行剪枝处理．同理，｛狉６，狉７｝分支被剪切掉．最后狉７和
狉８都无法形成３ｃｌｉｑｕｅ，算法结束，输出最优解｛狉５，
狉６，狉７｝．如图２所示，算法在利用结构性质缩减搜索
空间的同时，利用定理２的剪枝条件避免了｛狉５，狉７｝
和｛狉６，狉７｝分支的进一步节点访问．
４．３　基于优先次序的犃犇犙犮犾犻狇狌犲算法

算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ搜索过程中必须逐个节点遍
历来寻找狇ｃｌｉｑｕｅ，因此具有大差异度的结果越早
出现，越能利用剪枝条件缩小搜索空间．基于ｂｅｓｔ
ｆｉｒｓｔ排序思想，遍历时要优先选择可能形成具有较
大属性差异度狇ｃｌｉｑｕｅ的节点，而最直接的方法是
在进行搜索过程之前，重新排列节点序列．

算法３．　基于优先次序的ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ（算法３
替换算法２的步１～２）．

输入：带权简单无向图犌，不小于１的正整数犽，不小

于３的正整数狇
输出：犌中具有最大属性差异度的无公共节点的犽个

狇ｃｌｉｑｕｅ的集合犔狇
１．依照主键对图犌中的节点进行排序；
２．初始化长度为犽的数组犔狇，犙←，犱狏犪犾狌犲（犙）←０．
基于优先次序的ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ算法如算法３所

示．算法３在算法２执行之前对节点访问次序进行
排序优化处理．

下面将讨论依照不同主键的优先次序方法．
（１）基于节点度次序．现实世界网络通常具有

幂律分布和富人俱乐部性质［１７］，即网络中少量的节
点具有大量的边并且这些节点倾向于彼此之间互相
连接．因此，节点度越大的节点越可能拥有大量的内
容属性且能够形成狇ｃｌｉｑｕｅ的可能性越大．当基于
节点度的优先次序时，若最先加入已有节点集合的
节点的度小于狇－１时，则算法可以直接结束，后续
节点不可能形成狇ｃｌｉｑｕｅ．

（２）基于邻接边权值次序．具有较大属性差异
度的狇ｃｌｉｑｕｅ一定具有较大的边权值，若节点的邻
接边具有较大的边权值，则该节点构成大属性差异
度的狇ｃｌｉｑｕｅ可能性会更高．由此衍生出３种策略：
基于节点１边权和的优先次序、基于节点（狇－１）
边权和的优先次序和基于节点所有邻接边的边权之
和的优先次序．

０７２２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１２年



表１中列出了本文根据不同主键排序产生的基
于优先次序算法的名称．

表１　基于优先次序算法表
算法名称 排序参照主键

Ｄｅｇ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ
Ｍａｘｗ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ
Ｓｕｍｗ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ
Ｑｍａｘ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ

节点的度
节点的１边权和

节点所有邻接边的边权和
节点的（狇－１）边权和

５　实验分析
本文使用多组实验考察算法在不同数据大小和

不同参数影响下的性能和结果质量．本文算法使用
Ｃ＋＋语言实现，实验使用一台拥有２个３．００ＧＨｚ

Ｘｅｏｎ（Ｒ）ＣＰＵ和３．２５ＧＢ的内存，运行Ｗｉｎｄｏｗｓ
Ｓｅｒｖｅｒ２００３操作系统的服务器．
５．１　算法效率分析

本文针对问题相关参数进行了实验分析，对各
算法的效率进行了比较．

由于ＢＳＬ算法缺乏可伸缩性致使其无法在较
大的图上正常运行，因此实验１在较小尺寸图上比
较算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ与算法ＢＳＬ的运行效率．如
图３（ａ）所示，算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ比ＢＳＬ的访问节点
数减少了约２８％，而算法Ｑｍａｘ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ则减
少了８６％．同时，图３（ｂ）中显示了算法的运行时间，
与图３（ａ）中的节点访问数相一致．与算法ＢＳＬ相
比，算法Ｑｍａｘ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ获得了约３７倍的平
均加速比．

图３　算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ与算法ＢＳＬ效率对比

实验表明，在利用图的拓扑结构性质的同时利
用边权形成的剪切条件能够较大地提高算法的运行
效率．对节点访问次序进行优化处理后，算法的效率
进一步提高．

图３（ｃ）、（ｄ）分别分析了参数狇对算法访问节
点数和运行时间的影响．与图３（ａ）、（ｂ）对比，可以
证实，参数狇固定的狇ｃｌｉｑｕｅ问题为多项式时间复

杂度．而当狇值变化时，狇ｃｌｉｑｕｅ问题为一个具有
ＮＰ难复杂性的问题．同时由图３可知，算法的访问
节点数与算法的运行时间的趋势基本一致．实验２
评价了参数犽对算法运行时间的影响，因为本文中
的所有算法皆为迭代地查询Ｔｏｐ１最大属性差异
狇ｃｌｉｑｕｅ，因而算法的运行时间会随着犽值的增大而
呈多项式增长．图４（ａ）、（ｂ）则验证了这一结论．

１７２２１１期 孙焕良等：图数据中Ｔｏｐ犽属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ查询



图４　参数犽对算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ和ＢＳＬ的影响
为分析节点访问次序对算法带来的进一步效

率提升，实验３对大图尺寸下基于不同优先次序
的ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ算法的节点访问数和运行时间进行
了分析．除算法Ｑｍａｘ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ外，其它算法
不用每次查询都进行节点排序，因此其它算法的
排序开销作为预处理手段而没有算入运行时
间中．

如图５（ａ）、（ｂ）所示，随着图尺寸的不断增长，
算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ和算法Ｄｅｇ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ的

访问节点数和运行时间都表现不稳定．与之相反，
算法Ｍａｘｗ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ、Ｓｕｍｗ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ和
Ｑｍａｘ＋ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ始终都保持稳定且高效．实验
表明，基于邻接边权值次序的优化策略比基于节点
度次序的策略效果好．图５（ｃ）、（ｄ）分别显示了
｜犌｜＝２００００，犽＝１０时算法的节点访问数和运行时
间随狇值改变时的变化情况．与图３（ｃ）、（ｄ）的情况
相同，随着狇值的增长，算法节点访问数和运行时间
同样呈指数级增长．

图５　基于优先次序的ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ算法效率对比
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最后，图３、图４和图５表明，由于算法Ｑｍａｘ＋
ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ的排序主键与剪切条件最为相近，该算
法拥有最高的运行效率．
５．２　算法结果分析

表２显示了在２００００节点的合作关系图中进行
Ｔｏｐ３属性差异６ｃｌｉｑｕｅ查询的结果并给出了作者
的个人研究领域数和科研产出度量值Ｈｉｎｄｅｘ．表２
括号中的值依次为个人研究领域数和Ｈｉｎｄｅｘ值．

表２　犜狅狆３属性差异６犮犾犻狇狌犲查询结果
Ｒａｎｋ１ Ｒａｎｋ２ Ｒａｎｋ３

Ａ．Ｃｈｏｕｄｈａｒｙ（５２，３７）
Ｇ．Ｃ．Ｆｏｘ（５６，３０）

ＩａｎＴ．Ｆｏｓｔｅｒ（５０，９０）
Ｄ．Ｒｅｅｄ（４１，３５）
Ｋ．Ｋｅｎｎｅｄｙ（３６，６３）
Ｃ．Ｈ．Ｋｏｅｌｂｅｌ（１１，２０）

Ｊ．Ｄ．Ｕｌｌｍａｎ（４３，８６）
Ｈ．Ｇ．Ｍｏｌｉｎａ（５０，８０）
Ｇ．Ｗｅｉｋｕｍ（３７，４４）
Ｊ．Ｈｅｌｌｅｒｓｔｅｉｎ（３９，５１）
Ｍ．Ｅ．Ｌｅｓｋ（２２，１９）

Ｊ．Ｆ．Ｎａｕｇｈｔｏｎ（３６，４８）

Ｓ．Ｓａｈｎｉ（４６，４０）
Ｖ．Ｐｒａｓａｎｎａ（４９，３９）
Ｓ．Ｋ．Ｄａｓ（４６，１４）
Ａ．Ｓｕｓｓｍａｎ（２８，２３）
Ｆ．Ｄｅｈｎｅ（３３，２１）
Ｒ．Ｊ．Ｌｅｂｌａｎｃ（１２，１５）

图６显示了２００００节点数据集的作者个人研究
领域数和对应作者数的平滑散点图．图６中的分布
情况表明真实数据集中只有极少部分人拥有广泛的
研究领域．结合表２中查询结果和图６中的个人研
究领域数分布情况，说明合作关系网络中较大属性
差异狇ｃｌｉｑｕｅ中节点不仅具有极强的研究水平，同
时有着相比于大部分学者更为广泛的研究领域．

图６　作者个人领域数分布情况（｜犌｜＝２００００）

图７　结果狇ｃｌｉｑｕｅ研究领域数分布情况（｜犌｜＝２００００，狇＝６）

　　图７显示了在２００００节点的合作关系图中
Ｔｏｐ５００属性差异６ｃｌｉｑｕｅ的不同研究领域属性值
计数的分布情况．如图７所示，６ｃｌｉｑｕｅ的差异度越
大则其中包含的不同研究领域属性值越多．实验验
证本文中属性差异度的定义能够满足属性差异
狇ｃｌｉｑｕｅ问题中对属性内容丰富程度的要求．

６　结　论
本文提出了一种结合拓扑结构和属性内容的紧

密子图发现问题———属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ发现．为解
决图中狇ｃｌｉｑｕｅ数目过多的问题，本文提出了一种
分支限界算法ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ，该算法在搜索的过程中
利用边上的节点属性相异度形成剪枝条件，从而较
大程度地减少了节点访问数目．本文还对节点访问
次序进行了优化，进一步提高了算法性能．最后，本
文利用ＡＣＭ作者信息数据集，对查询的有效性与
算法的效率进行了测试．实验表明，ＡＤＱｃｌｉｑｕｅ的
效率远远高于基本算法ＢＳＬ，且属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ
查询返回的作者都具有较高的Ｈｉｎｄｅｘ值及广泛的
研究领域，表明了属性差异狇ｃｌｉｑｕｅ问题具有重要
的实际应用价值．
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