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摘　要　文中首先基于可能世界模型提出了不确定图的最可靠最大流问题和可靠性计算模型，这对于构建可靠性
网络、可靠传输路径选择以及系统薄弱环节分析等一系列实际问题具有重要意义；然后基于简单路径组合思想提
出了一种求解最可靠最大流的算法ＳＰＣＡ，通过简单路径流量的组合，在无需求得所有最大流分布的情况下获得最
可靠最大流，并在组合过程中引入概率剪枝与约束剪枝策略，对无效组合进行过滤，从而显著地提高了算法效率；
接着文中针对ＳＰＣＡ算法易受路径数量及瓶颈容量影响的问题，又提出一种基于状态空间划分的最可靠最大流算
法ＳＤＢＡ，该算法的主要思想是将不确定图所蕴含的子图空间划分为互不相交且满足最大流值的闭合区间集合，进
而寻找所有闭合区间中概率最大的下界状态，经证明这个下界状态对应子图中的最大流分布为最可靠最大流；最
后通过实验，比较了两种算法的性能．实验结果表明ＳＤＢＡ算法相对于ＳＰＣＡ算法其空间复杂度有一定的增加，
但时间复杂度方面具有较大的优势，能够很好地解决ＳＰＣＡ算法性能受制于容量的问题，具有更好的性能与适
用性．
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１　引　言
随着研究和应用的深入，人们发现不确定性是

实际系统的固有特性，如电力传输网中元器件、数据
通信网中节点都存在着发生故障的概率，交通运输
网也有着发生拥塞的概率等，当这些不确定性表现
在上述网络系统中时，可以借助不确定图来描述这
类系统中事物之间复杂的数据关系，其数据刻画能
力往往优于其它数据模型（其中包括关系数据模
型），因而有关不确定图的理论和应用研究，已逐渐
引起了人们的关注，很多有价值的问题及其处理方
法［１１１］被提出，其中对于不确定子图，文献［１２］就
如何在不确定图中寻找最可靠子图问题进行了深入
的研究，而国内哈尔滨工业大学的邹兆年、张硕和韩
蒙等人［３５］分别对不确定图中频繁子图模式挖掘、不
确定图数据库的高效查询处理等方面的问题进行了
深入的研究，针对挖掘模型构建、降低子图同构计算
复杂度、子图索引设计以及犽极大频繁子模式选择
等问题，提出了很多有效算法．其次，对于不确定图
的可达性、相邻性也有不少的研究成果，文献［６７］
关注于不确定图中犽ＮＮ查询、ｔｏｐ犽近邻查询，分
别提出了各自的距离函数和高效的查询处理算法；
东北大学的袁野等人［８］则采用一种有效的随机算法
来快速估算可达概率，并结合条件概率对算法进行
了改进；另外，对于最短路径、ｔｏｐ犽最短路径等重要
问题在不确定图中的拓展，研究人员定义了一些很
有价值的问题，并给出了一系列非常有参考意义的
解决思路和算法［９１１］．

不确定图上的最大流问题是传统最大流问题在
不确定图上的自然延伸，同时又孕育出很多有价值
的问题，而下面所列出的则是最直接的两个：

（１）“对于存在多种不确定因素的网络，它在传

递最大流（量）或额定工作流（量）时，其可靠性如何
评价？”这是网络可靠承载（最大）流能力的反映，这
一论题是随机流网络中的经典问题，已被证明是
ＮＰｈａｒｄ问题［１２１３］．这方面的算法可以分为两大类：
精确算法和近似算法．精确算法中最基本的是完全
枚举的算法，通过直接枚举所有可能的状态组合得
到网络的可靠度．文献［１２１５］则分别采用不同的状
态划分方式，将状态空间划分成能够满足流量需求
的合格状态集，不满足流量需求的不合格状态集和
同时包含合格状态和不合格状态的待划分状态集，
通过迭代的方式处理待划分状态集，来得到所有合
格状态集的概率．一些研究人员［１６１８］提出了基于路
径集或割集的方法对状态空间进行过滤，然后通过
ｉｎｃｌｕｓｉｖｅｅｘｃｌｕｓｉｖｅ原理计算网络可靠性．对于一个
复杂系统，精确算法执行效率往往不能令人满意，为
此，一些近似算法被相继提出，其中Ｒａｍｉｒｅｚ
Ｍａｒｑｕｅｚ和Ｃｏｉｔ［１９］提出了蒙特卡洛近似算法，而
Ｒｏｃｃｏ和Ｍｕｓｅｌｌｉ［２０］采用机器学习方法得到网络可
靠性．

（２）“一个（最大）流量很可能对应着多个最大
流分布，在多个（最大）流分布中，哪一个最值得信
赖，可作为流传递的首选方案”，这同样是一个重要
的决策问题，关系到如何最大限度利用现有的网络
条件选择最可靠的流实施计划．如在图１中，通过
ＦｏｒｄＦｕｌｋｅｒｓｏｎ最大流算法［２１］可知，原始图中源点
狊到汇点狋之间的最大流值为３，它却对应３种不同
的最大流分布（分别为分布１、２、３）．而这些流分布
存在的概率是不一样的，也就是流分布的可靠性不
同．而可见的文献［１２４］表明：目前没有不确定图中流
分布的可靠性这方面的研究．然而这一问题有着十
分重要的研究价值，可用来有效解决诸如构建可靠
性网络、可靠传输路径选择以及系统薄弱环节的分
析等一系列实际问题．

图１　原始图及对应的最大流分布

　　为此，本文基于可能世界模型，首先对不确定图
最可靠最大流问题进行定义，并给出最大流可靠性
的概率计算模型．然后，借鉴随机流网络中相关的算
法，针对问题提出一种基于简单路径组合思想的基本
算法ＳＰＣＡ（ＳｉｍｐｌｅＰａｔｈＣｏｍｂｉｎａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ），

该算法基本思想是在最大流值与流守恒性［１８］的约
束下，通过对简单路径分配的流量进行组合，可以在
不需要得到所有的最大流分布的情况下获得最可靠
最大流，并在组合过程中引入概率剪枝与约束剪枝
策略，过滤许多不必要的组合，从而显著地提高了算
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法效率．ＳＰＣＡ算法对于稀疏网络具有良好的适用
性，但随着简单路径数量与路径的瓶颈容量增加，
该算法性能下降较快，为此，本文又提出一种基于状
态空间划分的最可靠最大流算法ＳＤＢＡ（Ｓｐａｃｅ
ＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎＢａｓｅｄＡｌｇｏｒｉｔｈｍ），该算法的主要思
想是将不确定图所蕴含的子图空间进行划分，借助
文献［１４］中提出的状态空间划分方法得到不相交且
满足最大流的闭合区间集合，依据概率计算模型，寻
找所有闭合区间中概率最大的下界状态，在这个下
界状态对应的子图中运行最大流算法得到的最大流
经证明即为原图的最可靠最大流，该算法能够很好
地解决基本算法对于容量的依赖，效率与适用性相
对更好．最后，通过对比实验，比较了两种算法的性
能，并分析了影响算法性能的因素．

２　问题定义
可能世界模型被广泛应用于不确定数据的建

模．在该模型中，不确定数据被扩展成可能世界实例
的集合，每个可能世界实例具有一定的概率，所有可
能世界实例共同组成一个可能世界空间．

下面将基于不确定图的可能世界模型（假设图
的边概率统计独立，边上的流量与容量取值都是非
负整数，且流量要满足流守恒性［１８］）给出不确定图
最可靠最大流问题的定义，另外，本文研究的是一种
情况比较简单的二态网络，即网络中每条边的容量

为０或犆，两种容量存在的概率之和为１．
定义１．　不确定图．一个不确定图犌是一个四

元组犌（犞，犈，Σ，Γ），其中，犞是有向图顶点集合；犈
是边集合；Σ是二元组（犮，狆）的集合，犮表示容量，狆
表示容量对应的概率；Γ是一个映射：犈→Σ，对于
犲∈犈，Γ（犲）＝（犮，狆）表示边犲的容量取犮时，对应
的概率为狆，每条边对应的二元组可取值范围为
｛（犮，狆），（０，狇）｝，且狆＋狇＝１．

例１．　图２给出一个不确定图犌，任取其中一
条边，不妨取犲１，边上二元组（２，０．８）表示：犲１的容量
取２时对应的概率为０．８，如果犲１的容量取０（犲１不
存在），对应的概率为０．２．

图２　不确定图犌
对于一个有｜犈｜条边的不确定图，其蕴含的确

定子图个数为２｜犈｜．图３所示为图２中不确定图犌
的２３＝８个蕴含子图，且每个子图存在的概率
犘犌（犵）｛＝∏犲狆（犲，犮）｜犲∈｝犈（其中狆（犲，犮）表示边犲
取容量犮时的概率）．当且仅当犌中每条边都取最大
容量时，对应的确定子图为犌的最大子图，记作
ＭＳＧ（犌）（ＭａｘＳｕｂＧｒａｐｈ）．图３中犌→犵８为犌的
最大子图．

图３　犌蕴含的确定子图及存在概率

　　不确定图犌所蕴含的２｜犈｜个确定子图所构成的
空间与｜犈｜维０１向量犞（狔１，狔２，…，狔犿）（犿＝｜犈｜）
之间可以建立一一映射．犵１到犵８对应的０１向量分
别为（０００），（１００），（０１０），（００１），（１０１），（１１０），
（０１１），（１１１）．对犞，给出如下的０１向量概率计算
公式：

犘（犞）＝∏犽狆犽 （１）

其中狆犽＝狆
（犲犽，犮犽），狔犽＝１
１， 狔犽烅烄烆 ＝０，狆（犲犽，犮犽）表示犌的第

犽条边犲犽容量取犮犽（犮犽＞０）的概率．如图３中犵２对应
的０１向量（１００）的概率为犘（１００）＝０．８×１×１．

定义２．　不确定图狊狋的最大流值．设不确定
图犌蕴含的最大确定子图为ＭＳＧ（犌），ＭＳＧ（犌）中
源点狊到汇点狋的最大流值为犉ｍａｘ，则称犉ｍａｘ为不确
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定图犌的狊狋的最大流值．
例２．　图２中不确定图犌的狊狋最大流值为

图３中犵８的狊狋的最大流值犉ｍａｘ＝２．
定义３．　最大流分布及其可靠性．对于不确定

图犌所蕴含的最大子图为ＭＳＧ（犌），若ＭＳＧ（犌）中
的源点狊到汇点狋取得最大流值犉ｍａｘ时，各边上通
过的流量所构成的向量为犉犞＝（狏１，狏２，…，狏犿）（其
中犿表示犌的边数，狏犻表示边犲犻上通过的流量值，
这个值不超过该边的容量），这样的向量犉犞就是犌
的一个从狊到狋的最大流分布，简称最大流，且这个最
大流犉犞的可靠性犘犌（犉犞）＝∑犵犘犌（犵）（其中：犵为
犌所蕴含的子图，且犵中存在犉犞这个最大流）．

例３．　图２中犌的狊狋的最大流值犉ｍａｘ＝２．
图３中犵８为不确定图犌的最大子图，犵８在取犉ｍａｘ时，
各条边上通过流量的取值情况如图４所示，犉犞１与
犉犞２为犌的两种可能最大流，这两种最大流的概率分
别为犘犌（犉犞１）＝犘犌（犵５）＋犘犌（犵８）和犘犌（犉犞２）＝
犘犌（犵８）．

图４　不确定图犌的最大流
最大流可靠性计算模型．根据定义３，最大流

犉犞的可靠性有如下的计算公式：
犘犌（犉犞）＝∑犵犘犌（犵） （２）

其中犵是犌所蕴含的子图，且犵中存在犉犞这个最
大流，通过分析可以发现这样的子图概率之和
∑犵犘犌（犵）其实就等于犉犞中狏犽大于０的边概率之
积，因此：

犘犌（犉犞）＝∑犵犘犌（犵）＝∏犽狓犽 （３）

其中狓犽＝狆（犲犽，犮犽），０＜狏犽犮犽
１， 狏犽烅烄烆 ＝０ ，狆（犲犽，犮犽）表示犌

的第犽条边犲犽容量取犮犽的概率．
按照式（３），图４中最大流犉犞１与犉犞２的可靠性

犘犌（犉犞１）＝０．８×１×０．９５，犘犌（犉犞２）＝０．８×０．９×
０．９５．

显然，如果将犉犞＝（狏１，狏２，…，狏犿）映射成０１
向量犞（狔１，狔２，…，狔犿），其中狔犽＝０，狏犽＝０

１，狏犽＞烅烄烆 ０，由
式（１）、（３）可知犘犌（犉犞）＝犘（犞）．

基于上述相关定义，下面给出不确定图最可靠
最大流的定义．

定义４．　不确定图最可靠最大流．给定不确定
图犌，源点狊与汇点狋，设犉犞１，犉犞２，…，犉犞犽是狊到狋
的所有可能的最大流，犘犌（犉犞犻）为犌中犉犞犻这个最
大流的可靠性，使得犘犌（犉犞犻）值最大的最大流犉犞犻，
称为犌的狊狋最可靠最大流．

例４．　对图２中的不确定图犌，狊狋的所有可能
最大流为犉犞１，犉犞２，犘犌（犉犞１）＝０．７６，犘犌（犉犞２）＝
０．６８４，犘犌（犉犞１）＞犘犌（犉犞２），因此，犌的狊狋的最可
靠最大流为犉犞１＝（２，０，２）．

３　基于简单路径组合算法
本节首先对不确定图狊狋简单路径进行定义，

然后构建所有狊狋简单路径上通过的流量需要满足
的约束模型，接着给出简单路径流量组合可靠性计
算方法，最后给出基于简单路径组合算法ＳＰＣＡ．

定义５．　不确定图狊狋简单路径．不确定图犌
所蕴含的最大子图ＭＳＧ（犌）中，从狊到狋的顶点和
边都不重复的路径，称作犌的狊狋简单路径，记作狊狆
（ｓｉｍｐｌｅｐａｔｈ），狊狆的瓶颈容量为狊狆所包含全部边
的容量最小值，记作犅犆（ＢｏｔｔｌｅｎｅｃｋＣａｐａｃｉｔｙ）．

例５．　如图２所示：犲１犲３与犲２犲３是犌的两条狊狋
的简单路径，对应的瓶颈容量分别是２和１．
３．１　流约束模型

设狊狋的所有简单路径记作：狊狆１，狊狆２，…，狊狆狉，
对１犻狉，狊狆犻的瓶颈容量为犅犆犻，当狊狋取最大流
值犉ｍａｘ时，每条简单路径上通过的流量为狆犳犻，则
狆犳犻满足如下约束模型：

∑
狉

犻＝１
狆犳犻＝犉ｍａｘ （４）
狆犳犻犅犆犻 （５）

∑
狉

犻＝１
｛狆犳犻｜犲犼∈狊狆犻｝犮犼，１犼犿 （６）

其中，约束（４）保证狊狋取到犌的最大流值；约束（５）
保证通过简单路径的流量小于瓶颈容量；约束（６）保
证通过每条边的总流量不超过该边的容量．
３．２　简单路径流量组合的可靠性

设犘犉＝（狆犳１，狆犳２，…，狆犳狉）是简单路径上的一
种流量组合，将所有简单路径上的流量映射到犌中的
边所构成向量为（狏１，狏２，…，狏犿），狏犼＝∑

狉

犻＝１
｛狆犳犻｜犲犼∈

狊狆犻｝表示映射后每条边上通过的流量，（狏１，狏２，…，
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狏犿）对应的０１向量为犞（狔１，狔２，…，狔犿），设式（１）计
算犞概率为犘（犞），于是可将简单路径流量组合犘犉
的可靠性犘（犘犉）定义为犘（犞）．

如果流量组合犘犉满足约束模型，由约束（４）可
知（狏１，狏２，…，狏犿）为狊狋的一个最大流犉犞．此时，简
单路径流量组合犘犉的可靠性等于最大流犉犞的可
靠性，即犘（犘犉）＝犘犌（犉犞）．
３．３　犛犘犆犃算法

ＳＰＣＡ算法主要由５步骤构成：第１步在不确
定图犌的最大子图ＭＳＧ（犌）上运行最大流算法得
到狊狋的最大流值犉ｍａｘ；第２步搜索犌中狊狋所有简
单路径；第３步构建所有简单路径上通过的流量需
要满足的约束模型；第４步搜索满足约束模型的所
有狊狋简单路径通过流量的组合，找到可靠性最大
的流量组合；第５步将该流量组合中所有简单路径
上通过的流量分配到每条边上，得到边上通过的流
量所构成的向量犉犞，输出最可靠最大流犉犞．

例６．　如图２所示：（１）狊狋最大流值犉ｍａｘ＝２；
（２）狊狋所有简单路径为狊狆１＝犲１犲３，狊狆２＝犲２犲３；（３）构
建狊狆１，狊狆２上通过的流量狆犳１，狆犳２需要满足的约束
条件，狆犳１＋狆犳２＝２，狆犳１２，狆犳２１，狆犳１＋狆犳２２；
（４）搜索所有简单路径流量组合为犘犉１＝（２，０），
犘犉２＝（１，１），犘（犘犉１）＝犘犌（２，０，２）＝０．８×１×０．９５，
犘（犘犉２）＝犘犌（１，１，２）＝０．８×０．９×０．９５，犘（犘犉１）＞
犘（犘犉２），可靠性最大的流量组合为犘犉１；（５）将
犘犉１映射到每条边为犉犞＝（２，０，２），因此，犌的狊狋
最可靠最大流为（２，０，２）．
ＳＰＣＡ算法步骤４以约束（５）作为搜索空间，让

犘犉＝（狆犳１，狆犳２，…，狆犳狉）从（０１，０２，…，０狉）到（犅犆１，
犅犆２，…，犅犆狉）进行枚举，为了提高搜索过程的效率，
可以采用如下两种剪枝策略．

（１）概率剪枝策略．设犘犉＝（狆犳１，狆犳２，…，
狆犳狉）是已经找到的满足约束模型的一个流量组合，
这个流量组合的可靠性为犘，假设当前搜索约束模
型下一个流量组合时，狊狆１，…，狊狆犻－１上已经取定流
量狆犳′１，…，狆犳′犻－１，此时对狊狆犻分配流量前，如果
（狆犳′１，…，狆犳′犻－１，０犻，…，０狉）的可靠性为犘′，且犘′
犘，则（狆犳′１，…，狆犳′犻－１，０犻，…，０狉）到（狆犳′１，…，狆犳′犻－１，
犅犆犻，…，犅犆狉）的所有组合可直接过滤掉．

（２）约束剪枝策略．设狊狆１，…，狊狆犻－１上已经取
定流量狆犳′１，…，狆犳′犻－１，则狊狆犻上的流量取值狆犳犻依次
从ｍｉｎ犉ｍａｘ－∑

犻－１

犼＝１
狆犳犼，犅犆｛ ｝犻取到０，如果狆犳犻的某个

取值犳满足犉ｍａｘ－∑
犻

犼＝１
狆犳犼＞∑

狉

犼＝犻＋１
犅犆犼，则所有简单路

径上通过的流量组合从（狆犳′１，…，狆犳′犻－１，０犻，…，０狉）
到（狆犳′１，…，狆犳′犻－１，犳，犅犆犻＋１，…，犅犆狉）可以直接过
滤掉．

算法１．　ＳＰＣＡ算法．
输入：不确定图犌，源点狊，汇点狋
输出：狊狋最大流值犉ｍａｘ，狊狋最可靠最大流犉犞及其概

率犘
１．犉ｍａｘ＝ｇｅｔＭａｘＦｌｏｗ（ＭＳＧ（犌），狊，狋）；
２．Ｆｉｎｄａｌｌｓｉｍｐｌｅｐａｔｈｆｒｏｍ狊ｔｏ狋｛狊狆１，狊狆２，…，狊狆狉｝；
３．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｍｏｄｅｌｗｈｉｃｈ｛狆犳１，狆犳２，…，
狆犳狉｝ｓｈｏｕｌｄｂｅｓａｔｉｓｆｉｅｄｂｙ犉ｍａｘ，｛狊狆１，狊狆２，…，狊狆狉｝，
犌；

４．Ｕｓｉｎｇｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｐｒｕｎｉｎｇｓｔｒａｔｅｇｙａｎｄｐｒｏｂａｂｉ
ｌｉｓｔｉｃｐｒｕｎｉｎｇｓｔｒａｔｅｇｙｔｏｓｅａｒｃｈｆｏｒｔｈｅｆｌｏｗｃｏｍｂｉ
ｎａｔｉｏｎｗｈｉｃｈｃａｎｓａｔｉｓｆｙｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｍｏｄｅｌ；

５．Ｇｅｔｔｈｅｍｏｓｔｒｅｌｉａｂｌｅｆｌｏｗｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ犘犉＝｛狆犳１，…，
狆犳狉｝ａｎｄｉｔｓｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ犘ｂｙｓｔｅｐ４，ａｎｄｔｒａｎｓｆｅｒ
犘犉ｔｏ犉犞；

６．Ｒｅｔｕｒｎ（犉ｍａｘ，犉犞，犘）．
假设所有狊狋简单路径已知，则算法时间复杂

度的上界为犗狉犿∏
狉

犻＝１
犅犆（ ）犻，其中狉为简单路径数

量，犿为边数，犅犆犻为每条简单路径的瓶颈容量．

４　基于空间划分算法
由第２节可知：不确定图所蕴含的子图与０１向

量之间存在一一映射的关系，即一个不确定图所蕴含
的子图可以用０１向量犞描述成子图犞，犌的整个子
图空间可以描述为Ω＝［（０，０，…，０），（１，１，…，１）］．

定义６．　偏序关系．设定偏序关系和＞，对于
两个０１向量犞１（狔１１，狔１２，…，狔１犿）和犞２（狔２１，
狔２２，…，狔２犿），若对任意的犻，犻∈｛１，…，犿｝，狔１犻狔２犻，
则犞１犞２；若犞１犞２，且存在至少一个犻，犻∈
｛１，…，犿｝，使得狔１犻＞狔２犻，则犞１＞犞２．

基于上述偏序关系，本节提出了ＳＤＢＡ算法，
该算法主要由４步构成：第１步在不确定图犌的最
大子图ＭＳＧ（犌）上运行最大流算法得到狊狋的最大
流值犉ｍａｘ；第２步对犌子图空间Ω进行划分，得到
所有能够取得最大流值犉ｍａｘ的不相交闭合空间；第
３步使用式（１）对每个闭合空间下界对应０１向量
计算概率，获得概率最大的０１向量犞；第４步在子
图犞上运行最大流算法，得到一个最大流犉犞，输出
最可靠最大流犉犞．
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为了能够取得不确定图犌的所有满足狊狋最大
流值犉ｍａｘ的不相交闭合子区间所构成的集合犚，这
里借鉴文献［１４］中的空间划分方法，具体过程如下：

对于一个给定的０１闭合子图空间犆［犔，犝］，
犔＝（犾１，…，犾犿），犝＝（狌１，…，狌犿），犉（犔犆），犉（犝犆）分别
表示子图空间犆的下界子图犔和上界子图犝的狊狋最
大流值，如果犉（犔犆）犉ｍａｘ，则犆∈犚（表示犆中所有
子图都满足狊狋最大流值犉ｍａｘ），如果犉（犝犆）＜犉ｍａｘ，
则犆犚（表示犆中所有子图都不满足犉ｍａｘ），如果
犉（犔犆）＜犉ｍａｘ犉（犝犆），则犆中同时存在满足犉ｍａｘ与
不满足犉ｍａｘ的子图，犆与犚关系不能确定，需要进一
步划分．

规则１．　设犆［犔，犝］与犚的关系不确定，犉犞＝
（狏１，狏２，…，狏犿）是犆的上界子图犝上的一种最大
流，犞（狔１，狔２，…，狔犿）是犉犞映射成的０１向量，令
犐犮＝｛犻｜犻∈｛１，…，｜犈｜｝∧狔犻＞犾犻｝＝｛犻１，犻２，…，犻狇｝，
狇＝｜犐犮｜，通过犐犮可以将犆划分成狇＋１个非空且不
相交的闭合子区间犆０，犆１，…，犆狇，且满足犆０∈犚，其
中犆犽＝［（α１，…，α犿），（β１，…，β犿）］，当犽＝０时，对
犻∈犐犮，α犻＝β犻＝狌犻，犻犐犮，α犻＝犾犻，β犻＝狌犻；当０＜犽狇
时，对１犼＜犽，α犻犼＝β犻犼＝狌犻犼，对犼＝犽，α犻犼＝β犻犼＝犾犻犼，
对犻∈｛１，２，…，犿｝＼｛犻１，犻２，…，犻犽｝，α犻＝犾犻，β犻＝狌犻［１４］．

例７．　图２不确定图犌的０１闭合子图空间
犆［犔，犝］＝［（０，０，０），（１，１，１）］，犉ｍａｘ＝２，犉（犔犆）＝
犉（０，０，０）＝０，犉（犝犆）＝犉（１，１，１）＝２，犉（犔犆）＜
犉ｍａｘ犉（犝犆），犉犞＝（２，０，２），映射成０１向量犞＝
（１，０，１），按照规则１得到犐犮＝｛１，３｝，狇＝２，通过犐犮
将犆［犔，犝］划分成犆０＝［（１，０，１），（１，１，１）］，犆１＝
［（０，０，０），（０，１，１）］，犆２＝［（１，０，０），（１，１，０）］，且
犆０∈犚．

基于上述空间划分方法的最可靠最大流算法
ＳＤＢＡ伪代码描述如下．

算法２．　ＳＤＢＡ算法．
输入：不确定图犌，源点狊，汇点狋
输出：狊狋最大流值犉ｍａｘ，狊狋最可靠最大流犉犞及其概

率犘
１．Ｉｎｉｔ犘＝０，犾犲犳狋←（０，０，…，０｜犈｜）；
２．犉ｍａｘ＝ｇｅｔＭａｘＦｌｏｗ（ＭＳＧ（犌），狊，狋）；
３．Ｐｕｓｈａｌｌｔｈｅｓｕｂｇｒａｐｈｓｓｔａｔｅｓ｛（０，０，…，０｜犈｜），

（１，１，…，１｜犈｜），，犐＝０，犼＝０｝ｉｎｔｏｓｔａｃｋ；
４．Ｗｈｉｌｅｓｔａｃｋｉｓｎｏｔｅｍｐｔｙ
５．Ｇｅｔｃｕｒｒｅｎｔｃｌｏｓｅｄｓｐａｃｅ［α，β］ｏｆｓｕｂｇｒａｐｈｓ

ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ犼ｉｎｔｈｅｔｏｐｓｔａｔｅｏｆｓｔａｃｋ；
６．Ｉｆ犼＜犐，ｔｈｅｎ犼＋＋；ｅｌｓｅｐｏｐｓｔａｃｋ；
７．Ｇｅｔｔｈｅｍａｘｆｌｏｗｖａｌｕｅ犳ｏｎｃｕｒｒｅｎｔｓｕｂｇｒａｐｈα；

８．Ｉｆ犳犉ｍａｘ，ｔｈｅｎ
９． Ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｐｏｓｓｉｂｉｌｉｔｙ狆（α）；
１０．Ｉｆ狆（α）＞犘，ｔｈｅｎ犘＝狆（α）ａｎｄ犾犲犳狋←α；
１１．Ｅｌｓｅ
１２．Ｇｅｔｔｈｅｍａｘｆｌｏｗｖａｌｕｅ犳ａｎｄｉｔｓｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

犉犠ｏｎｓｕｂｇｒａｐｈβ；
１３．Ｉｆ犳犉ｍａｘ，ｔｈｅｎ
１４． Ｕｓｅ犉犠ｔｏｇｅｔｐｉｖｏｔｓｅｔｓ犐犆ｂｙｒｕｌｅ１ａｎｄ

ｐｕｓｈ｛α，β，犐犆，｜犐犆｜，１｝ｉｎｔｏｓｔａｃｋ；
１５． Ｇｅｔ犆０＝［α′，β］ｂｙ｛α，β，犐犆，｜犐犆｜，１｝

ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｒｕｌｅ１；
１６． Ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｐｏｓｓｉｂｉｌｉｔｙ狆（α′）；
１７． Ｉｆ狆（α′）＞犘
１８． Ｔｈｅｎ犘＝狆（α′）ａｎｄ犾犲犳狋←α′；
１９．Ｇｅｔｃｕｒｒｅｎｔｆｌｏｗｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ犉犞ｏｎｓｕｂｇｒａｐｈ犾犲犳狋；
２０．Ｒｅｔｕｒｎ（犉ｍａｘ，犉犞，犘）．
假设ＳＤＢＡ算法进行状态划分所需要的迭代

次数为犽，最大流算法选用时间复杂度为犗（犿狀２）的
Ｄｉｎｉｃ算法，则ＳＤＢＡ时间复杂度为犗（犽犿狀２）（其中
犿＝｜犈｜，狀＝｜犞｜）．

对于算法的正确性，给出如下的定理．
定理１．　设不确定图犌的狊狋最大流值为

犉ｍａｘ，假设所有可以达到犉ｍａｘ的子图空间被划分成
犃１，…，犃狉（其中犃犻是闭合区间［α犻，β犻］），α犻＝
（α犻１，…，α犻犿），β犻＝（β犻１，…，β犻犿），且犃犻∩犃犼＝，设
α１，…，α狉中犘（α犻）最大，则下面结论成立：

（１）子图α犻中去掉任意一条边后的子图中，狊狋
最大流值必定小于犉ｍａｘ；

（２）子图α犻中必定存在不确定图犌的一种狊狋
最可靠最大流．

证明．　
（１）反证法．假设α犻去掉任意一条边后的子图

α′犻的最大流值为犉ｍａｘ，则α′犻必定属于某个犃犼（犼≠犻，
犼∈｛１，２，…，狉｝），即α′犻α犼，所以犘（α′犻）犘（α犼），而
犘（α′犻）＞犘（α犻），因此犘（α犼）＞犘（α犻），这与犘（α犻）最大
矛盾，即结论（１）成立．

（２）结论（１）说明在α犻上得到的最大流可靠性为
犘（α犻），因此，证明结论２等价于证明犌的狊狋最可
靠最大流犉犞的可靠性为犘（α犻），反证法：假设狊狋的
最可靠最大流犉犞可靠性犘犌（犉犞）大于犘（α犻），不妨
设犉犞＝（狏１，狏２，…，狏犿），将犉犞映射成０１向量犞＝
（狔１，狔２，…，狔犿），其中狔犽＝１，０＜狏犽犮犽

０，狏犽烅烄烆 ＝０ ，犞对应
不确定图犌的一个子图，由于犌中所有能够取得最
大流值犉ｍａｘ的子图空间为犃１，…，犃狉，因此，犞必定
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属于某个犃犼（犼∈｛１，２，…，狉｝），则犘（犞）犘（α犼），而
犘（α犼）犘（α犻），所以犘（犞）犘（α犻），而犘犌（犉犞）＝
犘（犞），因此犘犌（犉犞）犘（α犻），这与假设矛盾，因此
结论２成立． 证毕．

定理１说明将不确定图犌中能够取到最大流
值犉ｍａｘ的子图空间划分成若干不相交闭合区间，通
过式（１）中给出的０１向量概率计算方法，可以在这
些不相交闭合区间下界对应的０１向量中找到一个
概率最大的０１向量α犻，在α犻子图上运行最大流算
法得到的最大流必定是最可靠最大流，这说明
ＳＤＢＡ算法在理论上是正确的．

５　实　验
为了验证本文所提出算法的运行效率及分析影

响算法性能的各种因素，我们进行了一系列的实验，
其中所有算法都在ＳＴＬ库支持下用ＶｉｓｕａｌＣ＋＋
实现，本文实验以普通ＰＣ为平台，基本配置为：处
理器Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ３，ＣＰＵ２．９３ＧＨｚ，内存
４ＧＢ，６４位Ｗｉｎｄｏｗｓ７操作系统（下一步工作将基
于图分割策略，研究算法由单机向多机并行扩展）．

由于最可靠最大流问题是本文提出的新问题，目
前还没有这方面公认的数据测试集，本文实验是在图
相关研究中普遍采用的有向图生成器ＮＥＴＧＥＮ［２５］
基础上，按照一定的规则合成测试数据集，主要分为
３类：

（１）通过有向图生成器生成犞６犈１０、犞８犈１４、
犞１０犈１８、犞１２犈２２、犞１４犈２６５组有向图，其中犞狀犈犿表示
由狀个顶点、犿条边所构成的图集合（本实验中集合
大小为５），图中边的容量与对应概率按照随机、均
匀分布、正态分布（σ＝０．２，１．０，１．８）进行组合分配，
它们的组合情况如表１所示．

表１　边容量与对应概率组合
容量
犮

概率狆
随机分布均匀分布 正态分布（０．５，１），μ＝０．７５

随机
分布

犮∈［１，４０］
狆∈（０．５，１）

犮∈［１，４０］
狆∈（０．５，１）

犮∈［１，４０］
σ＝０．２

犮∈［１，４０］
σ＝１．０

犮∈［１，４０］
σ＝１．８

均匀
分布

犮∈［１，４０］
狆∈（０．５，１）

犮∈［１，４０］
狆∈（０．５，１）

犮∈［１，４０］
σ＝０．２

犮∈［１，４０］
σ＝１．０

犮∈［１，４０］
σ＝１．８

为了避免随机生成的图中源点与汇点的任意选
择，不能保证源点与汇点之间有足够多的简单路径，
无法反映出算法效率与路径数量的关系，实验中对
这类数据狊、狋的选取策略是使用两点之间简单路数
量最多的一对顶点作为源点与汇点．

（２）在图的顶点个数固定（实验中顶点为１５），
边的数量按照文献［２６］所定义的图稠密度犱＝
２｜犈｜／｜犞｜×（｜犞｜－１）（实验中稠密度犱分别取为
０．３，０．３５，０．４，０．４５，０．５）确定的前提下，图集合（本
实验集合大小为５）通过有向图生成器产生，然后给
图的每条边都分配大小为１０的容量，容量对应的概
率在（０．５，１）之间随机取值，实验中这类数据集的源
点与汇点选取策略同第（１）类数据．

（３）在文献［１４］中１５个顶点、３０条边的有向图
基础上，通过给边依次分配容量（本实验分配的容量
依次为５，１０，１５，２０，２５，３０）及对应的概率（概率在
（０．５，１）之间随机取值），产生大小为６的图集合，继
续使用文献［１４］中的狊、狋（狊＝１，狋＝１５）作为本文实
验的源点与汇点．

实验１．　首先考察图的规模对ＳＰＣＡ算法与
ＳＤＢＡ算法运行时间与消耗内存方面的影响，实验
选择第（１）类数据中容量及概率均为随机的组合作
为数据集．

从图５（ａ）可以看出，随着边数的增加，两种算
法运行时间的增长速率有较大差别，ＳＰＣＡ算法因
边数的增加导致源点与汇点间简单路径数量增加，
简单路径组合数量将指数增长，而ＳＤＢＡ算法也因
边数的增加会导致状态空间变大，算法需要的空间
划分次数增多，运行时间变长，但相对于ＳＰＣＡ算
法，增涨的幅度明显较为缓慢，在边数达到２２时，
ＳＰＣＡ算法已经不能在有效的时间内运行出来；从
图５（ｂ）可以看出，随着边数的增加，算法消耗的内
存会随之增加，可以看出ＳＰＣＡ算法空间性能优于
ＳＤＢＡ算法，这是由于ＳＰＣＡ算法消耗的内存主要
用于存储约束条件，而ＳＤＢＡ算法则需要存储迭代
划分过程产生的子状态空间，导致内存消耗稍高，但
随图规模增长其增幅并不明显．从总体来看，ＳＤＢＡ
算法的整体性能优于ＳＰＣＡ算法，考虑到ＳＰＣＡ
算法适应性较弱，后续的实验２、实验３主要针对
ＳＤＢＡ算法展开．

另外实验中对于每一组数据，两种不同算法得
到最大流的可靠性都是相等的，这也从实验角度再
次验证了算法的正确性．

实验２．　考察不确定图边上容量分布与概率
分布对ＳＤＢＡ算法运行时间的影响，实验使用
第（１）类数据集，结果如图６所示．

图６（ａ）可以看出，边数大于等于２２且容量服
从均匀分布时，ＳＤＢＡ算法的运行时间会略低于容
量随机取值的情况，同时可以看出，在容量都服从均
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图５　算法性能与边数量关系

图６　容量概率分布对ＳＤＢＡ算法影响
匀分布的情况下，概率随机取值时算法运行时间相
对均匀分布情况较短，而在容量都随机取值情况下，
概率服从均匀分布时算法运行时间相对随机情况较
短；图６（ｂ）说明在其它条件相同情况下，概率服从
相同均值μ，不同均方差σ的正态分布，对ＳＤＢＡ算

法的运行时间影响可以忽略不计．
实验３．　考察图的稠密性与边的容量取值对

ＳＤＢＡ算法运行时间的影响，实验使用第（２）、（３）类
数据集，结果如图７所示．

图７　稠密性与容量对ＳＤＢＡ算法影响

从图７（ａ）可以看出，ＳＤＢＡ算法运行时间会随
着图稠密度犱的提高而增加，主要原因是图稠密性
会直接影响状态划分算法的状态空间大小，稠密度
越高，状态空间越大，算法需要的迭代次数也会随之
增加，因而算法运行时间会增大；图７（ｂ）说明在其
它条件相同的情况下，边的容量对ＳＤＢＡ算法运行
时间的影响很小，可以忽略不计．

６　结　论
本文首先基于可能世界模型提出了不确定图的

最可靠最大流问题和可靠性计算模型．然后提出了
一种基于简单路径组合的基本算法ＳＰＣＡ．针对基
本算法适用性与效率方面存在的问题，又提出了一
种更加有效且适用性更强的基于空间划分的算法
ＳＤＢＡ．实验结果表明本文提出的算法能够有效地
解决不确定图最可靠最大流问题．相对于ＳＰＣＡ算
法而言，ＳＤＢＡ算法不会受到简单路径数量与瓶颈
容量的影响，且性能相对较好．

本文的下一步工作一方面是研究算法的可扩展
性，希望通过图的分割等策略实现算法的多机并行，
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另一方面研究如何将算法拓展至多态模型及流可靠
性ｔｏｐ犽查询等方面．
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