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多维代价图模型上最优路径查询问题的研究
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摘　要　近年来，图数据模型被广泛地用于刻画现实世界中各种各样的实体间的复杂关系．最短路径查询是图研
究领域中一类非常重要的查询并有着广泛的应用．然而，目前大多数关于最短路径的查询都是定义在单代价（权
重）图模型下的．现实世界中，基于单一代价所选择的最短路径并不明智，比如路程最短的路径需要花费极高的费
用．该文中，作者介绍了多维代价图模型的概念，并给出了多维代价图模型下基于函数的最优路径的定义．现有的
计算最短路径的方法都利用了最短路径的子路径最优的性质：最短路径上的任意两点间的子路径是这两点的最短
路径．因此，在计算最短路径的过程中，对访问过的每个顶点，只需保留起点到该点的最短路径即可．不幸的是，多
维代价图模型下，当评分函数是非线性的时候，子路径最优的性质并不成立．因此，目前的方法均不能应用于多维
代价图模型下基于函数的最优路径查询问题．该文给出了一个ｂｅｓｔｆｉｒｓｔｓｅａｒｃｈ分支界限法并给出３种优化策略．
进一步，给出了一个顶点过滤算法，该算法能从图中过滤掉大部分不属于最优路径的顶点．最后，用真实数据集上
的实验验证了算法的有效性．
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１　引　言
近年来，图数据模型被广泛地用于刻画现实世

界中各种各样实体间的复杂关系，如交通网、ＸＭＬ
数据库以及社交网络等等．其中，最短路径查询是图
研究领域中一类非常关键的问题并有着重要的应
用．例如，在交通网中，顶点代表城市，两个城市之间
存在边意味着它们之间存在一条公路，最短路径查
询返回两座城市之间最短的公路里程．社交网络中，
顶点代表人，边代表人和人之间存在直接的交往关
系，边的权值反映了两人直接关系的亲密程度，两点
之间的最短路径则反映了社交网络中两人联系的紧
密度．

目前，大多数工作都假设图模型中边的代价（权
值）是单一的．事实上，不同实体之间的关系可以从
多个角度来进行考察，因而描述这些关系的边就需
要用多个代价来进行刻画．比如在交通网中，两座城
市之间建有一条高速公路，公路的长度、通过该公路
的费用以及该公路的拥挤程度分别从不同角度刻画
了通行这条公路的代价．因此，在描述该网络的图模
型中，边上的代价应该是多维的，进而任意两个顶点
间路径的代价也是多维的．现实生活中，用户对最短
路径的选择应该是基于多维代价的综合考虑，仅仅
依靠某一代价做出的最短路径选择并不明智．比如，
公路网中，总路程最短的路径有着相当高的经济代
价．在此情况下，用户宁愿选择一条路程稍长的路
径，但是其经济代价远远小于路程最短的路径．因
此，如何根据用户的喜好，返回给用户一个综合考虑
的最优路径成为了一个重要的问题．

本文假设用户给出一个评分函数犳（·），犳（·）
反映了用户对不同类别的代价的重视程度，不同用
户给出的函数犳（·）可能不同．函数犳（·）根据路
径在多个维度上的代价计算出一个综合代价得分．
给定起点和终点，本文的目的是找到函数犳（·）下
得分最小的路径，我们称之为基于函数犳（·）的最
优路径．

Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法是求解图上两点间最短路径的经
典算法．Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的核心思想是利用了最短路
径的子路径最优性质：最短路径上的任意一条子路
径也是最短路径．因此，在计算最短路径的过程中，
算法对访问过的每个顶点，只需要保存起点到该点
的最短路径即可．

目前有关最短路径的工作都是基于Ｄｉｊｋｓｔｒａ算

法的核心思想［１６］．这些工作的主要方法是：在图上
建立索引，索引内部顶点之间的最短路径已经被计
算并且保存起来．当一个查询到来，算法先检索索引
内部需要访问的最短路径，然后与索引外部的最短
路径进行优化连接，最终得到查询结果．索引不同，
算法效率也就不同．然而，这些方法，无论是在建立
索引过程中，还是在利用索引完成最短路径查询时，
都利用了子路径最优的性质：即只需维护索引内部
顶点间的最短路径，同时，对运算过程中访问过的节
点，只需维护起点到它的最短路径即可．不幸的是，
当用户提供的评分函数是非线性的时候，子路径最
优的性质在多维代价图中并不成立（详见２．２节）．
因此，目前关于最短路径的方法都不能解决本文所
要面对的问题．

运筹学领域中的相关研究表明，非线性代价函
数在物流网应用中广泛存在．在物流网中，运输大量
货物时，在不同时段或不同地段所花费的运输费用
随着通行距离的不同而发生变化．如文献［７］所示，
该费用是与距离相关的分段线性函数或者分段凹函
数．这说明，该费用代价函数是与距离相关的非线性
函数．进而，费用与距离以任何形式组合得到的函数
也是非线性的．另外，在某些特殊情况下，如自然灾
害中急需物资的运输或者战争中军需物资的运输，
运输网络可能遭到破坏．如文献［８］所示，此时距离
和费用的不同度量标准导致了非线性代价函数的存
在（多项式函数或凸函数）．本文中所给出的算法，可
适用于各种类型的代价函数（线性的和非线性的）．

多维代价图上的多标准Ｐａｒｅｔｏ最优路径计算
（ＭＣＰＰ）问题在运筹学领域被广泛研究［９１１］．给定
起点和终点，ＭＣＰＰ的目的是找到起点到终点的互
不支配的全部路径，即Ｐａｒｅｔｏ最优路径．显然，一条
Ｐａｒｅｔｏ最优路径也是一条ｓｋｙｌｉｎｅ路径．大多数解决
ＭＣＰＰ的方法都基于Ｄｉｊｋｓｔｒａ的算法思想，即任意
一条Ｐａｒｅｔｏ最优路径上的子路径也应该为一条
Ｐａｒｅｔｏ最优路径．这些方法需迭代地计算出目标
Ｐａｒｅｔｏ路径所经过全部顶点的Ｐａｒｅｔｏ最优路径，并
扩展出起点到终点的全部Ｐａｒｅｔｏ最优路径．ＭＣＰＰ
与本文中问题的主要区别在于，ＭＣＰＰ要找到起点
到终点的全部Ｐａｒｅｔｏ最优路径，而本文中的问题只
需找到一条在评分函数犳（·）下的最优路径即可．显
然，找到全部Ｐａｒｅｔｏ最优路径之后再计算函数犳（·）
下的最优路径的效率十分低下，因为绝大部分
Ｐａｒｅｔｏ最优路径并非函数犳（·）下的最优路径，所以
这些路径无需被计算出来．另一方面，这些方法只是

８４１２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１２年



从理论上给出计算Ｐａｒｅｔｏ最优路径的方法，并没有
从算法实际运行效率的角度设计算法和优化算法，
也没有采用数据处理的优化技术．因此，这些方法需
要承受较高的时间和空间开销．

本文的主要贡献如下：我们首先给出了一个有
效的ｂｅｓｔｆｉｒｓｔｓｅａｒｃｈ分支界限算法，该算法可以裁
剪掉大量不是最优结果的路径．我们同时给出了两
个优化剪枝策略以及快速计算和更新阈值的策略，
这些策略均有效地提高了算法的效率．进一步地，我
们给出一个过滤算法，该算法可以从图中过滤掉大
部分不属于最优路径的顶点，从而缩小图的规模．最
后，我们通过真实数据集上的实验验证了算法的有
效性．

本文第２节介绍多维代价图上最优路径查询问
题的定义以及面临的挑战性问题；第３节给出ｂｅｓｔ
ｆｉｒｓｔｓｅａｒｃｈ分支界限算法、剪枝策略以及快速计算
和更新阈值的方法；第４节给出顶点过滤算法；第５
节通过真实数据验证算法的有效性；第６节讨论相
关工作；最后，我们总结本文．

２　问题定义及面临的挑战性问题
在本节中，我们将介绍多维代价图模型以及在

该图模型中最优路径查询问题的定义．
２１　多维代价图的概念

多维代价图是一个有向图，记为犌＝（犞，犈），其
中犞是图上的顶点集合，犈是图上的边集合．犈中
每条边犲记为犲＝（狌，狏），狌，狏∈犞，犲被称为狌的出边
或者狏的入边，狏称作狌的出边邻居，狌称作狏的入边
邻居．每条边犲被赋予一组犱维代价向量犮狅狊狋（犲），
犮狅狊狋（犲）＝（犮１，犮２，…，犮犱），表示通过该边所花费的犱
种代价，其中犮犻（犻＝１，２，…，犱）为通过该边所花费的
第犻种代价的取值．举例说明，在公路网中，城市犃
与城市犅之间存在一条有向边犲，代表犃通过犲直
接可达犅．犮狅狊狋（犲）＝（犮１，犮２，犮３）为边犲上的一组三维
代价向量，其中，犮１表示犃与犅之间的欧氏距离，犮２
表示从犃到犅所花费的时间，犮３表示从犃到犅所要
花费的费用．在本文中，我们合理假设犮犻取值非负，
因为现实世界中不存在小于零的代价．我们的方法
可以方便地扩展到无向图上，对一条无向边犲＝
（狌，狏），可等价地看作两条有向边犲１＝（狌，狏）和犲２＝
（狏，狌），且犮狅狊狋（犲１）＝犮狅狊狋（犲２）＝犮狅狊狋（犲）．简单起见，
本文只针对有向图进行讨论．

一条路径狆是一组由图上顶点所构成的序列，

狆＝（狏０，狏１，…，狏犾），其中，狏犻∈犞（０犻犾）并且犲犻＝
（狏犻－１，狏犻）∈犈（０＜犻犾）．路径狆被称作是简单的，当
且仅当狆上的顶点没有重复出现，即对任意的０
犻，犼犾，满足狏犻≠狏犼．路径狆的代价犮狅狊狋（狆）为狆所
经过全部边的代价的矢量和．令｛犲１，犲２，…，犲犾｝为路
径狆所经过的全部边的集合，则路径狆的代价为
犮狅狊狋（狆）＝（犮１（狆），犮２（狆），…，犮犱（狆）），犮狅狊狋（狆）是所有

犮狅狊狋（犲犼）的矢量和，即犮狅狊狋（狆）＝∑
犾

犼＝１
犮狅狊狋（犲犼）．其中，

犮犻（狆）＝∑
犾

犼＝１
犮犻（犲犼），１犻犱．这里，犮犻（狆）和犮犻（犲犼）分别

为路径狆和边犲犼在代价向量犮狅狊狋（狆）和犮狅狊狋（犲犼）中
第犻个维度上的取值．

评分函数犳（·）是用户在多维数据空间中指定
的一个聚集函数，它反映了用户对不同数据对象喜
好程度的得分．犳（·）将数据对象在各个维度上的取
值聚合成一个值，通过每个数据的得分情况，返回给
用户一个最满意的结果．一般地，分值越小，用户满
意度越高．本文中，犳（·）根据犮狅狊狋（狆）计算路径狆的
得分．我们假设评分函数犳（·）是单调递增的，即对
于两条不同的路径狆和狆′，如果对犻，１犻犱，都
可满足犮犻（狆）犮犻（狆′），并且犻，１犻犱，可满足
犮犻（狆）＜犮犻（狆′），则有犳（狆）＝犳（犮１（狆），犮２（狆），…，
犮犱（狆））＜犳（犮１（狆′），犮２（狆′），…，犮犱（狆′））＝犳（狆′）．这
里，犳（狆）等同于犳（犮狅狊狋（狆）），方便起见，我们在下文
中将统一记为犳（狆）．评分函数的单调性是评分函数
的一个普遍性质，并具有其合理性［１２］．其直观意义
为：如果在各个维度上，数据对象狆的代价都不大
于另一对象狆′，则对狆的评价应不差于狆′．下面，我
们给出多维代价图上基于函数犳（·）的最优路径的
定义．

定义１．　基于函数犳（·）的最优路径．给定多
维代价图犌（犞，犈）及评分函数犳（·），狊，狋∈犞是图
上任意两点，令犘狊，狋表示狊到狋的所有路径的集合．狊
到狋之间基于函数犳（·）的最优路径，记为狊狆（狊，狋），
定义为犘狊，狋中具有最小函数值犳（·）的路径，即对
狆∈犘狊，狋，有犳（狊狆（狊，狋））犳（狆）．

多维代价图上最优路径查询问题的定义为：
输入：多维代价图犌，起点狊和终点狋，函数

犳（·）；
输出：基于函数犳（·）的狊到狋的最优路径

狊狆（狊，狋）．
如图１所示，在本例中，我们选取评分函数为

犳（狓，狔）＝狓＋狔．考虑路径狆：狊→犱→狋，其代价向量
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为犮狅狊狋（狆）＝（１０，４），综合代价得分为犳（狆）＝１４．因
此，路径狆在所有狊到狋的路径中综合代价最小，则
路径狆为狊到狋的最优路径狊狆（狊，狋）．

图１　多维代价图犌

２２　挑战性问题
几乎目前的所有工作都是基于Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的

改进，Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的思想是利用了最短路径的子
路径最优的性质．我们以Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法为例，说明最
短路径的子路径最优的性质在多维代价图中并不成
立．因此，现有的计算最短路径的方法不能直接应用
到本文所要解决的问题．

若评分函数犳（·）是线性的，即对任意边犲犻，犲犼，
满足犳（犲犻＋犲犼）＝犳（犲犻）＋犳（犲犼），则可将Ｄｉｊｋｓｔｒａ算
法扩展到本文所要解决的问题．对图中的每条边犲，
先对犲上的犱维代价向量计算得分犳（犲），并将犳（犲）
记为边犲上的权重．根据权重犳（犲），在图犌上应用
Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法所找到的最短路径狆即为本问题的解．
否则，存在另一条路径狆′，使得犳（狆′）＜犳（狆）．根据
函数犳（·）的线性性质，得到犳（狆′）＝犳（∑

犾

犻＝１
犲′犻）＝

∑
犾

犻＝１
犳（犲′犻）＜犳（狆）＝犳（∑

狉

犻＝１
犲犻）＝∑

狉

犻＝１
犳（犲犻），该结果与

Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法正确性相矛盾．
若评分函数犳（·）是非线性的，即函数犳（·）满

足犳（犲犻＋犲犼）≠犳（犲犻）＋犳（犲犼），则基于Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法
思想的方法不可应用到本问题中．在图１所示例子
中，我们选取犳（狓，狔）＝狓２＋狔２为评分函数．显然，该
函数在｛狓０，狔０｝的区域内满足单调递增的性
质．我们的目标为计算出基于函数犳（狓，狔）的由狊到
狉的最优路径．我们在该图上运行Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法．当
计算到顶点犮的代价时，发现路径狆：狊→犪→犮的代
价为犳（１，６）＝３７，大于路径狆′：狊→犫→犮的代价犳
（４，４）＝３２．因此，Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法保存狆′为狊到犮的最
优路径．当计算到顶点狉的最优路径时，因为顶点狉
只连接一条由犮出发的入边（犮，狉），所以Ｄｉｊｋｓｔｒａ算
法计算狊到狉的最优路径狊狆′（狊，狉）为狆′和（犮，狉）的连
接，即狊狆′（狊，狉）＝狆′＋（犮，狉）＝（４，４）＋（３，３）＝
（７，７），其得分为９８．然而，正确结果狊狆（狊，狉）应为狊→

犪→犮→狉，得分为犳（４，９）＝９７＜犳（狊狆′（狊，狉））．原因是
多维代价图上并不具有最短路径的子路径最优的性
质．显然，顶点狊到顶点狉的最优路径狊→犪→犮→狉中的
子路径狊→犪→犮并不是顶点狊到顶点犮的最优路径．

此外，Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法不更新已访问过顶点的代
价，这导致无法在图犌上找到基于非线性函数的最
优结果．同样在图１所示例子中，我们的目标为计算
狊到狋的基于函数犳（狓，狔）＝狓２＋狔２的最优路径．我
们发现狊到犱的代价得分小于狊到犮的代价得分，
因此Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法优先访问顶点犱．当访问顶点犮
时，因为顶点犱已访问过，算法不会更新狊到犱的代
价，所以Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法计算出狊到狋的最优路径为
狊→犱→狋，其得分为犳（１０，４）＝１１６．实际上，狊到狋的
最优路径为狊→犪→犮→犱→狋，其得分犳（７，８）＝１１３＜
犳（１０，４）．

现有方法都利用了Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的核心思想，
即最短路径的子路径最优性质．因此，它们都无法解
决本文要面对的问题．枚举法是计算基于非线性函
数犳（·）最优路径的一种直接方法：给定起点狊和终
点狋，首先找到狊到狋的全部路径并分别计算其得
分，最后返回给用户得分最小的路径．设λ为图犌
的最大出度，即λ＝ｍａｘ｛犱＋（狏）｜狏∈犞｝，其中犱＋（狏）
为顶点狏的出度，则该方法的搜索空间为犗（λ狀），狀
为图中顶点个数．显然，该方法不可行．另外一种方
法为预计算：我们先预计算得到图上任意两点之间
的最优路径，当一个查询到来，可以在常数时间内将
结果返回给用户．该方法的主要问题是无法应对用
户给出不同的评分函数犳（·）．由于用户给出的评分
函数千差万别，对某个犳（·）预计算出的最优路径未
必是在另一函数犳′（·）下的最优路径．

多维代价图上的多标准Ｐａｒｅｔｏ最优路径计算
（ＭＣＰＰ）问题在运筹学领域被广泛研究．给定起点狊
和终点狋，ＭＣＰＰ目的是找到狊到狋的互不支配的全
部路径，即Ｐａｒｅｔｏ最优路径．显然，一条Ｐａｒｅｔｏ最优
路径即是一条ｓｋｙｌｉｎｅ路径．解决ＭＣＰＰ问题的主
要方法为标签法．其主要思想是：用一个优先队列维
护图中顶点，并且对图中每个顶点狏维护一组标签
犾犻狊狋（狏），犾犻狊狋（狏）记录了起点狊到狏的Ｐａｒｅｔｏ最优路
径．当一个顶点狌从队列弹出后，扩展其邻居顶点
狏，并根据犾犻狊狋（狌）和边（狌，狏）更新犾犻狊狋（狏）．当犾犻狊狋（狏）
支配队列中所有顶点狌的犾犻狊狋（狌）时，算法结束．这
些方法的主要问题在于：（１）这些方法基于Ｄｉｊｋｓｔｒａ
算法的思想，即Ｐａｒｅｔｏ最优路径上的子路径也一定
是Ｐａｒｅｔｏ最优路径．因此，若依据路径狆的函数值
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犳（狆）来扩展优先队列中的顶点，会遇到与Ｄｉｊｋｓｔｒａ
算法计算最优路径相同的问题，即无法找到最优路
径．（２）在计算起点狊到终点狋所有Ｐａｒｅｔｏ最优路径
的过程中，对所有Ｐａｒｅｔｏ最优路径经过的所有顶点
狏，这些方法都需要计算并维护起点狊到顶点狏的
Ｐａｒｅｔｏ最优路径．显然，这导致了极高的时间开销和
空间开销．（３）函数犳（·）下的最优路径一定是一条
Ｐａｒｅｔｏ最优路径，但一条Ｐａｒｅｔｏ最优路径未必是函
数犳（·）下的最优路径．因此，找到全部Ｐａｒｅｔｏ路径
之后再计算函数犳（·）下的最优路径的效率十分
低下，因为绝大部分Ｐａｒｅｔｏ最优路径并非函数
犳（·）下的最优路径，所以这些路径无需被计算并且
被维护起来．（４）这些方法大多数用于解决２维代
价图上的ＭＣＰＰ问题，在高维度下，这些方法具有
极低的效率甚至无法运行．相反地，本文提出的算
法，在高维度下具有十分优秀的效率且随着维度的
增高，算法效率不会受到明显的影响．此外，这些方
法只是从理论上给出计算Ｐａｒｅｔｏ最优路径的方法，
并没有从提高算法实际运行效率的角度来设计算法
和优化算法，也没有用到数据处理中的优化技术．因
此，这些方法需要承受较高的时间开销和空间开销．

下文中，我们将给出一种有效的ｂｅｓｔｆｉｒｓｔ
ｓｅａｒｃｈ分支界限算法，用于搜索非线性评分函数下
起点到终点的最优路径．同时，我们给出３种优化策
略，这些策略可以显著地提高算法效率．最后，我们
给出一个顶点过滤算法，该算法可以过滤掉图中大
部分不属于最优路径的顶点．

３　分支界限算法
在本节中，我们首先提出一个ｂｅｓｔｆｉｒｓｔｓｅａｒｃｈ

分支界限算法，该算法可以有效地裁剪掉大量不是
最优解的路径，从而加速对非线性评分函数下的最
优路径搜索．我们首先给出一个基本的分支界限算
法，然后介绍提高算法效率的优化策略．
３１　基本分支界限算法

给定图犌（犞，犈），图中所有由起点狊出发的路
径可以组织成一棵搜索树，其根节点是起点集合
｛狊｝，任意一个非根节点代表一条从点狊出发的路径
（顶点序列）．设犆和犆′为搜索树上的两个节点，它
们分别代表两条不同的路径．节点犆是节点犆′的父
亲节点，当且仅当它们满足以下条件：（ｉ）犆犆′且
｜犆′｜＝｜犆｜＋１；（ｉｉ）犆′＼犆中的唯一顶点狏满足狏犆
且狏∈犖＋（狌），狌为路径犆的终点，犖＋（狌）表示狌的

出边邻居集合．这里，犆犆′表示犆是犆′的路径前
缀，｜犆｜表示路径犆上的顶点个数，狏犆保证了将狏
加入犆不会出现环路，即犆′是简单的．因此，起点狊
到终点狋基于函数犳（·）的最优路径查询问题，转化
为树搜索问题：即在树上找到一个节点犆，其所代表
路径的终点为狋，使得犳（犆）小于等于任何其他以狋
为终点路径犆′的评分犳（犆′）．下文中，我们直接用犆
来指代犆所代表的路径和相应的代价向量．图２展
示了图１例子中狊到狋路径的搜索树．

图２　狊到狋搜索树示例
我们利用一个最小堆犎来维护搜索树上待搜

索的节点，堆中的节点根据他们在函数犳（·）下的得
分排序．我们初始化堆犎为只包括起点狊的路径
｛狊｝．我们的算法在搜索树上执行ｂｅｓｔｆｉｒｓｔ搜索，即
每次弹出堆顶路径犆，犳（犆）取值在堆中最小．我们
用τ表示目前已探索到的狊到狋最优路径的得分，初
始化时，τ＝∞．

若路径犆的评分犳（犆）＞τ，则搜索树上以犆为
根的子树可以被安全剪除，即对以犆为根的子树上
的任意一个节点犆′，都有犳（犆′）＞τ．引理１保证了
该剪枝策略的正确性．

引理１．　对于搜索树上的任意两个节点犆和
犆′，如果犆是犆′的祖先，则有犳（犆′）犳（犆）．

证明．　若犆是犆′的祖先，由搜索树的定义，则
犆是犆′的路径前缀．根据函数犳（·）的单调性，可以
得到犳（犆′）犳（犆）． 证毕．

当路径犆从最小堆犎弹出时，我们假设路径犆
的终点为狌．对狌的任一以出边相连的邻居狏∈
犖＋（狌），当狏≠狋时，我们首先判断将狏添加进路径
犆是否会形成环路，即是否狏∈犆．若狏犆，我们计
算新路径犆′＝犆∪｛狏｝在函数犳（·）下的得分．路径
犆′的代价向量为犮狅狊狋（犆′）＝犮狅狊狋（犆）＋犮狅狊狋（狌，狏），这
里犮狅狊狋（狌，狏）为边（狌，狏）的代价向量．犮狅狊狋（犆）已知，
否则因无法计算犳（犆），犆不会被加入堆犎．犆′是犆
的孩子，若犳（犆′）τ，根据引理１，我们可将以犆′为
根的子树剪掉，否则我们将犆′加入堆犎以待搜索．
当狏＝狋时，犆′是一条终点为狋的路径．我们根据
犳（犆′）更新τ的取值．若犳（犆′）＜τ，我们用路径犆′代
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替目前找到的终点为狋的最优路径，并根据犳（犆′）
更新τ的取值．当狏＝狋时，算法不会将犆′加入堆犎．
当最小堆犎＝，或者堆顶元素犆的评分犳（犆）τ
时，算法停止．显然，对堆中任意节点犆′，有犳（犆′）
犳（犆），而以犆′为根子树中的任意节点犆″，有
犳（犆″）犳（犆′）．此时，τ对应的路径即为起点狊到终
点狋的最优路径．
３２　优化剪枝策略

本小节给出两种优化剪枝策略，在给出剪枝策
略之前，我们首先介绍ｓｋｙｌｉｎｅ路径的概念．

定义２．　路径支配．给定多维代价图犌（犞，犈），
令狆和狆′是犌上两条不同的路径，且路径狆和路径
狆′的代价向量分别为犮狅狊狋（狆）＝（犮１（狆），犮２（狆），…，
犮犱（狆））和犮狅狊狋（狆′）＝（犮１（狆′），犮２（狆′），…，犮犱（狆′））．我
们称狆支配狆′，记作狆狆′，当且仅当对犻，１犻
犱，有犮犻（狆）犮犻（狆′），且犻，１犻犱，有犮犻（狆）＜
犮犻（狆′）．这里，犮犻（狆）和犮犻（狆′）为犮狅狊狋（狆）和犮狅狊狋（狆′）中
第犻维的代价取值．

定义３．ｓｋｙｌｉｎｅ路径．给定多维代价图犌（犞，
犈）和图上两点狌，狏．犘狌，狏为狌到狏所有路径的集合．
狌到狏的ｓｋｙｌｉｎｅ路径集合，记为犛犓犢犘狌，狏，定义为
所有不被犘狌，狏中其他路径支配的狌到狏路径的集
合，即对狆∈犛犓犢犘狌，狏，不存在狆′∈犘狌，狏，使得狆′
狆．显然犛犓犢犘狌，狏犘狌，狏．

基于ｓｋｙｌｉｎｅ路径的剪枝规则：在搜索以｛狊｝为
根的搜索树的过程中，对图中每一个顶点狌维护一
个狊到狌的已探索到的ｓｋｙｌｉｎｅ路径集合犛犓犢犘狊，狌．
初始化阶段，犛犓犢犘狊，狌＝．给定节点犆，犆所表示路
径的终点为狌，若狆∈犛犓犢犘狊，狌，使得狆犆，则以犆
为根的子树可以被安全的剪除．否则，将路径犆加
入集合犛犓犢犘狊，狌．同时，若狆∈犛犓犢犘狊，狌，犆狆，则
可将狆从犛犓犢犘狊，狌中删除．引理２保证了该剪枝规
则的正确性．

引理２．　设犆和犆′是搜索树上两个不同的节
点，且它们所代表路径的终点都为狌．若犆′犆，则
起点狊到终点狋的最优路径不可能出现在以犆为根
的子树中．

证明．　不失一般性，设珟犆为在犆为根的子树
中终点为狋的路径，我们只需证明存在另外一条狊
到狋的路径狆，满足犳（狆）＜犳（珟犆）．由搜索树定义，得
知犆为珟犆的路径前缀．令γ＝珟犆＼犆表示珟犆中去掉前
缀犆后的子路径，γ的起点为狌．若／狏∈γ＼｛狌｝，满足
狏∈犆′，则我们可连接犆′和γ得到路径狆（因为犆′的
终点和γ的起点都为狌），且狆中无环路．因为犆′

犆，所以犆′＋γ犆＋γ，即狆珟犆．由犳（·）的单调性，
可知犳（狆）＜犳（珟犆）．

若狏∈γ＼｛狌｝，满足狏∈犆′，令狏为路径γ中最
后一个出现在犆′的顶点．我们考虑犆′的路径前缀
狆′，狆′的终点为狏，则狆′犆′．又因犆′犆，有狆′犆．
令γ′为γ的路径后缀，γ′的起点为狏．我们连接狆′和
γ′得到路径狆，狆中无环路．因为狆＝狆′＋γ′犆＋
γ＝珟犆，所以有犳（狆）＜犳（珟犆）． 证毕．

在介绍第２个剪枝策略前，我们先介绍最优路
径代价下界的定义．

定义４．　最优路径代价下界．给定多维代价图
犌（犞，犈），图犌上的每条边犲具有犱维代价向量
犮狅狊狋（犲），这里，犮狅狊狋（犲）＝（犮１（犲），犮２（犲），…犮犱（犲））．!１，
!２，…，!犱为犱张单代价加权图，!犻＝（犞，犈）称为基
于图犌上第犻维代价的加权图，!犻中任意一条边犲
的权值为犮犻（犲）．对于图犌中任意两点狌，狏∈犞，我们
称

"＝"１，"２，…，"｛ ｝犱为狌到狏的单代价最短路径
集合，其中

"犻为!犻上狌到狏的加权最短路径，路径"犻

的代价为φ犻．我们称代价向量Φ狌，狏＝（φ１，φ２，…，φ犱）
为多维代价图犌上狌到狏的最优路径代价下界．

对图犌上狌到狏的任意一条路径狆∈犘狌，狏，令
其代价向量为犮狅狊狋（狆）＝（犮１（狆），犮２（狆），…，犮犱（狆）），
则我们有Φ狌，狏狆，即对犻，１犻犱，有φ犻犮犻（狆）．

引理３说明Φ狌，狏是图犌上狌到狏最优路径的一
个严格下界．

引理３．　Φ狌，狏是图犌上狌到狏的最优路径的一
个严格下界，即不存在另一个下界Φ′狌，狏，对狆∈
犘狌，狏和Φ狌，狏，有Φ′狌，狏狆∧Φ狌，狏Φ′狌，狏．

证明．　反证法．假设存在一个Φ′狌，狏，其满足
Φ狌，狏Φ′狌，狏，则犻（１犻犱），使得φ′犻＞φ犻．另一方面，
因为

"犻∈"

和Φ′狌，狏"犻，所以有φ′犻φ犻．矛盾．证毕．
基于最优路径代价下界的剪枝规则：我们预计

算出图犌上任意两点狌，狏之间的最优路径代价下
界Φ狌，狏．给定节点犆，犆的终点为狌，我们根据狌到狋的
最优路径代价下界估计一个下界犔犅（犆），犔犅（犆）＝
犳（犆＋Φ狌，狋），犔犅（犆）表示在以犆为根的子树中终点
为狋的路径的得分下界．若犔犅（犆）τ，以犆为根的
子树可以被安全地剪除，引理４保证了该剪枝规则
的正确性．

引理４．　犆是搜索树上的节点且犔犅（犆）τ，
不失一般性，令珟犆为在犆为根的子树中终点为狋的
路径，则犳（珟犆）τ．

证明．　犆所代表路径的终点为狌，犆为珟犆的路
径前缀，则γ＝珟犆＼犆表示珟犆中去掉前缀犆后的子路
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径且γ的起点为狌．γ是狌到狋的一条路径．根据狌
到狋的最优路径代价下界的定义，我们有Φ狌，狋γ．因
此，犆＋Φ狌，狋犆＋γ．根据函数犳（·）的单调性，犳（珟犆）＝
犳（犆＋γ）犳（犆＋Φ狌，狋）＝犔犅（犆）τ． 证毕．

算法１给出了ｂｅｓｔｆｉｒｓｔｓｅａｒｃｈ分支界限法计
算最优路径的流程．

实际上，图中会存在大量不属于最优路径的顶
点，探索这些顶点会带来不必要的时间开销．将这些
顶点从图中删除，不会影响查询结果的正确性．因
此，如何判定一个顶点与最优路径无关，成为了一个
关键的问题．在第４节，我们介绍一种快速顶点过滤
技术，可以有效地从图中过滤掉大部分不属于最优
路径的顶点，从而缩减图的规模．
３３　快速计算和更新阈值

在搜索过程中，阈值τ是一个关键的参数．显
然，τ的取值越小，其剪枝能力越强．然而，在算法开
始阶段，τ被初始化为∞，直到探索到一个终点为狋
的路径犆时，裁剪规则才开始生效．因此，裁剪规则
在算法开始阶段的裁剪能力非常低．下面，我们将给
出一个预先快速计算τ以及搜索过程中快速更新τ
的方法．

给定多维代价图犌（犞，犈）、起点狊和终点狋，考
虑狊到狋的单代价最短路径集合"＝｛"１，"２，…，
"犱｝．显然，"犻也是多维代价图犌（犞，犈）上的一条路
径．此外，我们找到狊到狋的跳数最少的路径"犺狅狆，即
对狆∈犘狊，狋，满足"犺狅狆狆，｜狆｜为狆中顶点个
数．我们初始化τ＝ｍｉｎ犳"（）犻，犳（"犺狅狆）｜１犻｛ ｝犱．
显然，最优路径狊狆（狊，狋）的评分满足如下关系：
犳（Φ狊，狋）犳（狊狆（狊，狋））τ，犳（Φ狊，狋）为代价向量Φ狊，狋的
得分．实验证明，该方法给出的初始阈值τ具有很强
的剪枝能力．

我们同时给出一种在搜索过程中快速更新τ的
方法．当路径犆从最小堆犎弹出时，假设其终点为
狌，同样考虑狌到狋的单代价最短路径集合"＝
"１，"２，…，"｛ ｝犱．我们根据"１，"２，…，"犱计算犆的
一个得分上界犝犅（犆），（）犝犅犆＝ｍｉｎ｛犳（犆＋"犻）｜
１犻犱｝．若犝犅（犆）＜τ，我们可将τ更新为
犝犅（犆）．引理５保证了该更新规则的正确性．

算法１．　Ｆｉｎｄ狊狆（狊，狋）ＢｅｓｔＦｉｒｓｔＳｅａｒｃｈ（犌，
狊，狋，犳（·））．

输入：多维代价图犌，起点狊，终点狋，评分函数犳（·）
输出：最优路径狊狆（狊，狋）
１．τ←∞，狊狆（狊，狋）←，犎←｛狊｝，犮狅狊狋（｛狊｝）←０；
２．ＷＨＩＬＥ犎≠ＤＯ

３．ｌｅｔ犆ｂｅｔｈｅｐａｔｈｂｙｐｏｐｐｉｎｇｕｐｔｈｅｔｏｐｅｌｅｍｅｎｔｆｒｏｍ
犎ａｎｄ犲狀犱（犆）＝狌；　／／犲狀犱（犆）为路径犆的终点

４．ＩＦ犳（犆）τＴＨＥＮ
５．ＢＲＥＡＫ；
６．ＦＯＲＥＡＣＨｖｅｒｔｅｘ狏，狏∈犖＋（狌）∧狏犆ＤＯ
７．犆′←犆∪｛狏｝；犳（犆′）←犳（犆＋（狌，狏））；
８．ＩＦ狏＝狋ＴＨＥＮ
９．ＩＦ犳（犆′）＜τＴＨＥＮ
１０．τ←犳（犆′）；狊狆（狊，狋）←犆′；ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
１１．ＥＬＳＥ
１２．犔犅（犆′）←犳（犆′＋Φ狏，狋）；
１３．ＩＦ犳（犆′）τＴＨＥＮ
１４． ｐｒｕｎｅｔｈｅｓｕｂｔｒｅｅｒｏｏｔｅｄａｔ犆′；ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
１５．ＩＦ狆∈犛犓犢犘狊，狏，狆犆′ＴＨＥＮ
１６． ｐｒｕｎｅｔｈｅｓｕｂｔｒｅｅｒｏｏｔｅｄａｔ犆′；ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
１７．ＥＬＳＥ
１８． 犛犓犢犘狊，狏←犛犓犢犘狊，狏∪｛犆′｝；
１９． ＦＯＲＥＡＣＨ狆∈犛犓犢犘狊，狏ＤＯ
２０． ＩＦ犆′狆ＴＨＥＮ
２１． 犛犓犢犘狊，狏←犛犓犢犘狊，狏－｛狆｝；
２２．ＩＦ犔犅（犆′）τＴＨＥＮ
２３． ｐｒｕｎｅｔｈｅｓｕｂｔｒｅｅｒｏｏｔｅｄａｔ犆′；ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
２４．ｉｎｓｅｒｔ犆′ｉｎｔｏ犎ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ犳（犆′）；
２５．ＲＥＴＵＲＮ狊狆（狊，狋），τ

　　引理５．设犆是搜索树上的一个节点，犆所代表
路径的终点为狌，犆的最优路径得分上界为犝犅（犆），
则存在一条狊到狋路径的狆，犳（狆）犝犅（犆）．

证明．　设"ｍｉｎ为使得犳（犆＋"犻）（１犻犱）取
值最小的路径

"犻，则"ｍｉｎ是狌到狋的一条路径．若
"ｍｉｎ∩犆＝｛狌｝，则连接犆和"ｍｉｎ得到一条路径狆，其
代价得分即为犝犅（犆）．若"ｍｉｎ∩犆≠｛狌｝，则｛狌｝
"ｍｉｎ∩犆．令狏是路径"ｍｉｎ中最后一个出现在犆中的
顶点，即对狏′∈"ｍｉｎ∩犆，狏′在"ｍｉｎ中位于狏之前．令
犆′为犆中的终点为狏的路径前缀，"′ｍｉｎ为"ｍｉｎ中起点
为狏的路径后缀．我们连接犆′和"′ｍｉｎ得到新路径狆，
狆中无环路．因为狆犆＋"ｍｉｎ，所以（）犳狆
犳犆＋"（ ）ｍｉｎ （）犝犅犆． 证毕．

４　顶点过滤算法
本节中，我们提出一个顶点过滤算法，该算法可

以快速地从多维代价图犌（犞，犈）中过滤掉大部分不
属于最优路径的顶点，从而有效地缩减图犌（犞，犈）
的规模．我们首先介绍过滤索引，然后给出过滤算法．

算法２．　ＶｅｒｔｅｘＦｉｌｔｅｒｉｎｇ（犌，狊，狋，犳（·））．
输入：多维代价图犌，起点狊，终点狋，评分函数犳（·）
输出：最优路径狊狆（狊，狋）

３５１２１０期 杨雅君等：多维代价图模型上最优路径查询问题的研究



１．τ←ｍｉｎ犳"（）犻，犳（"犺狅狆）｜１犻｛ ｝犱；
２．ＦＯＲＥＡＣＨ狌∈犞ＤＯ
３．ＩＦτ＜犳（Φ狊，狌＋Φ狌，狋）ＴＨＥＮ
４．犞←犞－｛狌｝；
５．ＦＩＮＤ狊狆（狊，狋）ＢｅｓｔＦｉｒｓｔＳｅａｒｃｈ（犌，狊，狋，犳（·））；
６．ＲＥＴＵＲＮ狊狆（狊，狋），τ

４１　过滤索引
过滤索引是一个狀×狀的矩阵，狀是图犌上的顶

点个数．矩阵中的行代表起点，列代表终点．矩阵中
每个元素犃狌，狏包括两个部分：（１）顶点狌到顶点狏的
最优路径代价下界Φ狌，狏；（２）狌到狏的单代价最短路
径集合

"＝"１，"２，…，"｛ ｝犱和"犺狅狆，"犺狅狆为狌到狏的
跳数最少的路径．过滤索引的空间开销为犗（狀２）．
４２　过滤算法

当查询给定起点狊、终点狋以及评分函数犳（·）
后，根据过滤索引，可以确定图中哪些顶点能够在本
次查询中被安全的删除．我们首先根据狊到狋的单
代价最短路径集合和

"犺狅狆计算狊到狋的最优路径得
分的一个上界τ，τ＝ｍｉｎ｛犳"（）犻，犳（"犺狅狆）｜１犻
犱｝．若"＝，则算法直接返回狊不可到达狋．对于一
个顶点狌，如果有τ＜犳（Φ狊，狌＋Φ狌，狋），则顶点狌可从
图犌中删去，也就是说，狊到狋的最优路径一定不会
经过顶点狌．定理１保证了该算法的正确性．

定理１．　给定多维代价图犌、起点狊和终点狋
以及评分函数犳（·）．"为过滤索引中狊到狋的单代
价最短路径集合，

"≠．令τ为根据"

计算的起点
狊到终点狋的最优路径的一个得分上界，这里τ＝
ｍｉｎ犳"（）犻，犳（"犺狅狆）｜１犻｛ ｝犱．对于图犌中任意顶
点狌，如果τ＜犳（Φ狊，狌＋Φ狌，狋），Φ狊，狌和Φ狌，狋分别为狊到
狌和狌到狋的最优路径代价下界，则狊到狋的最优路
径必定不经过狌．

证明．　只需证明对任何一条经过狌的路径狆，
都存在一条不经过狌的路径狆′，有犳（狆′）＜犳（狆）．
不失一般性，令狆是一条经过狌的路径，狆由两个片
段接组成：（１）狊到狌的片段狆狊，狌；（２）狌到狋的片段
狆狌，狋．根据最优路径代价下界的定义，我们可知Φ狊，狌
狆狊，狌和Φ狌，狋狆狌，狋．因此，Φ狊，狌＋Φ狌，狋狆．由函数犳（·）的
单调性，得到犳（Φ狊，狌＋Φ狌，狋）犳（狆）．令狆′为"∪
"犺狅｛ ｝狆中取得最小评分值的路径，即犳（狆′）＝τ．狆′是

狊到狋的一条路径，狆′不经过狌，否则与τ＜犳（Φ狊，狌＋
Φ狌，狋）矛盾．显然，我们有犳（狆′）＜犳（Φ狊，狌＋Φ狌，狋）
犳（狆）． 证毕．

在图１中所示的多维代价图犌中，我们选取评
分函数犳（狓，狔）＝狓２＋狔２．目标为计算出基于函数
犳（狓，狔）的由狊到狋的最优路径．我们发现路径狆：狊→

犪→犮→犱→狋是狊到狋的一条单代价最短路径，且其
得分１１３在所有单代价最短路径中最小．因此，我们
选取τ＝１１３．根据定理１，顶点犫和顶点狉以及它们
所连接的边可以从图犌中移除．过滤后的图犌只包
含顶点狊，犪，犮，犱，狋．

算法２给出了顶点过滤算法的流程．顶点过滤
算法对图中每一个顶点狌都要计算犳（Φ狊，狌＋Φ狌，狋），
该计算过程的时间复杂度为犗（１）．因此，顶点过滤
算法的时间复杂性为犗（狀）．算法２得到新的顶点集
合珟犞犞，珟犞是犞中所有不可被过滤掉的顶点集合．
我们计算珟犞在犌（犞，犈）上的诱导子图犌（珟犞），并在
犌（珟犞）上调用算法１．实验证明，过滤算法具有十分
优秀的过滤能力．

５　实验结果和分析
５１　数据集描述和实验设置

我们在两个真实的图数据集上实现了本文的算
法，并与目前计算多标准Ｐａｒｅｔｏ最优路径的最有效
方法进行了比较．所有实验均在主频为２．５ＧＨｚ的
ＩｎｔｅｌＣｏｒｅｉ５ＣＰＵ和内存为８ＧＢ的ＰＣ机上完成．
我们使用的操作系统为Ｗｉｎｄｏｗｓ７．

我们采用两个真实数据集进行算法性能测试．
Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａｒｏａｄｎｅｔｗｏｒｋ：本数据集描述的是美

国加利福尼亚州道路交通网，包括２１０４７个顶点和
２１６９２条边．该网络是一个无向图．本数据来自
ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｍａｐｒｏｏｍ．ｐｓｕ．ｅｄｕ／ｄｃｗ．

Ｓｌａｓｈｄｏｔｄａｔａｓｅｔ：Ｓｌａｓｈｄｏｔ是一个技术新闻网
站．本数据集中，用户代表顶点，顶点狌到狏的边代
表用户狌赞同用户狏的评论．本数据包括２０６３９个
顶点和８７６２７条边．该网络是一个有向图，本数据
来自ｈｔｔｐ：／／ｓｌａｓｈｄｏｔ．ｏｒｇ／．

针对以上数据集中的每一条边，我们随机生成
犱（∈｛２，…，５｝）维代价．对每一组数据集，我们分别
生成规模为１０００的查询集合，实验中的结果，是每个
查询集合的平均值．我们选取评分函数犳（狓，狔）＝
狓２＋狔２．

我们在实验中主要考察了以下几方面的内容：
（１）图中代价维度犱对算法性能的影响；（２）各个优
化策略对算法性能的影响；（３）过滤算法对算法性
能的影响．算法性能考察的指标为：（１）算法运行过
程中访问的搜索树节点个数；（２）算法执行时间；
（３）过滤算法过滤的顶点比例和运行时间．

我们与ＳＨＡＲＣ算法进行了比较．ＳＨＡＲＣ算
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法是目前计算多标准Ｐａｒｅｔｏ最优路径最有效的方
法［１０］．我们先利用ＳＨＡＲＣ计算出起点到终点的全
部Ｐａｒｅｔｏ路径，再分别计算这些Ｐａｒｅｔｏ最优路径在
函数犳（狓，狔）下的评分并找到评分最优的路径．
５２　实验结果

Ｅｘｐ１：代价维度对算法性能的影响．我们考察
了搜索树中被算法访问的节点数量和算法运行时间
与代价维度犱的关系．我们考察的算法有：ＢＡＳＩＣ、
ＯＰＴ和ＦＩＬＴＥＲＯＰＴ．ＢＡＳＩＣ是只应用了基本剪
枝策略的分支界限法，ＯＰＴ是应用了优化剪枝策略
以及快速计算和更新阈值策略的分支界限法，而
ＦＩＬＴＥＲＯＰＴ是应用了顶点过滤算法的ＯＰＴ算法．

图３给出了Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａｒｏａｄｎｅｔｗｏｒｋ上的结
果．图３（ａ）中，我们发现搜索节点数量随着犱的增
长而缓慢增长．其中，ＯＰＴ增长较快，这是因为随着
维度的增加，基于ｓｋｙｌｉｎｅ路径的剪枝规则能力变
弱．例如，２维代价下，路径狆被狆′支配，但在３维代
价下，该支配关系未必成立．ＦＩＬＴＥＲＯＰＴ增长较
小，这是因为过滤算法已经过滤掉大量的顶点．通过
图３（ａ），我们发现ＯＰＴ搜索的节点数量比ＢＡＳＩＣ
减少了５０％以上，而ＦＩＬＴＥＲＯＰＴ搜索的节点数
量比ＯＰＴ减少了６０％以上．因此，如图３（ｂ）所示，
ＦＩＬＴＥＲＯＰＴ的运行时间比ＯＰＴ少了６０％以上，
而ＯＰＴ的运行时间比ＢＡＳＩＣ少５０％以上．

图３　代价维度犱对算法性能的影响（ＣＡ）

图４给出了Ｓｌａｓｈｄｏｔｄａｔａｓｅｔ上的结果．同样
地，由于ＦＩＬＴＥＲＯＰＴ采取了全部优化技术，它搜
索的节点数量最少，运行时间最短，ＯＰＴ次之，
ＢＡＳＩＣ的性能最差．

Ｅｘｐ２：各个优化策略对算法性能的影响．在这
部分实验中，我们分析了各个优化策略对算法性能
的影响．其中，ＯＰＴ是应用了全部优化策略的算法，
ＳＰ是指从ＯＰＴ中移除基于ｓｋｙｌｉｎｅ路径的剪枝规
则的算法，ＬＢ是指从ＯＰＴ中移除基于最优路径代
价下界剪枝规则的算法，ＦＴ是指从ＯＰＴ中移除快
速计算和更新阈值策略的算法．我们从搜索树上被

图４　代价维度犱对算法性能的影响（ＳＤ）
访问的节点数量和算法运行时间两个方面考察了算
法的性能．

图５给出了Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａｒｏａｄｎｅｔｗｏｒｋ上的实验
结果．我们发现ＯＰＴ搜索的节点数量和运行时间
比其它算法都要少，这说明各个优化策略都能剪除
大量的非最优解的路径．其中，基于最优路径代价下
界的剪枝规则（ＬＢ）和快速计算更新阈值的策略
（ＦＴ）效果最明显．在图５（ｃ）中，我们比较了基本剪
枝规则（ＢＰ）、基于ｓｋｙｌｉｎｅ路径的剪枝规则（ＳＰ）和
基于最优路径代价下界剪枝规则（ＬＢ）裁剪子树的
能力．我们发现基本剪枝规则（ＢＰ）和基于最优路径
代价下界（ＬＢ）的剪枝规则裁剪子树的能力最强．

图５　剪枝策略对算法性能的影响（ＣＡ）

图６给出了Ｓｌａｓｈｄｏｔｄａｔａｓｅｔ上的实验结果．我
们同样发现基于最优路径代价下界剪枝规则（ＬＢ）
的剪枝能力最强．与Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａｒｏａｄｎｅｔｗｏｒｋ不同，
快速计算和更新阈值的策略（ＦＴ）的效果减弱．这是
因为，与Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａｒｏａｄｎｅｔｗｏｒｋ相比，Ｓｌａｓｈｄｏｔ
ｄａｔａｓｅｔ的密度更高，因此算法可以快速探索到一条
起点到终点的路径．因此，即使在算法开始阶段不计
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算出一个初始阈值，也不会对算法性能造成明显的
影响．同样地，在图６（ｃ）中，我们发现基本剪枝规则
（ＢＰ）和基于最优路径代价下界（ＬＢ）的剪枝规则裁
剪子树的能力最强．

图６　剪枝策略对算法性能的影响（ＳＤ）

Ｅｘｐ３：顶点过滤算法的性能．图７给出了顶点
过滤算法的效力和效率．如图７（ａ）所示，对Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ
ｒｏａｄｎｅｔｗｏｒｋ，算法至少可过滤掉８０％的顶点，
对Ｓｌａｓｈｄｏｔｄａｔａｓｅｔ，算法至少可过滤掉６０％的顶
点．这是因为，Ｓｌａｓｈｄｏｔｄａｔａｓｅｔ的密度较高，所以其
过滤效果减低．我们同时发现，过滤效果与维度犱
无明显关系．如图７（ｂ）所示，顶点过滤算法具有十
分优秀的时间效率，且其运行时间不受维度犱
影响．

图７　过滤算法的性能

Ｅｘｐ４：与ＳＨＡＲＣ算法的比较．我们分别在
Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａｒｏａｄｎｅｔｗｏｒｋ和Ｓｌａｓｈｄｏｔ上与ＳＨＡＲＣ
算法进行了比较．如图８（ａ）所示，在犱＝２时，本文
算法比ＳＨＡＲＣ要快４倍以上，这是因为ＳＨＡＲＣ
要计算出起点到终点的全部Ｐａｒｅｔｏ最优路径，而本

文的算法只需要计算出一条路径．同时，我们发现
ＳＨＡＲＣ的运行时间随着维度犱的增加而快速增
长．这是因为，随着维度的增加，Ｐａｒｅｔｏ最优路径的
数量也急剧增长，因此在高维度下，计算Ｐａｒｅｔｏ最
优路径的方法的效率很低．相反地，我们的方法不需
要找到全部Ｐａｒｅｔｏ最优路径．绝大多数Ｐａｒｅｔｏ路
径，在搜索过程中很早地从搜索树中被剪除．因此，
在犱＝５时，我们的算法几乎１００倍的快于ＳＨＡＲＣ
算法．同样地，如图８（ｂ）所示，在Ｓｌａｓｈｄｏｔ数据集
上，犱＝２时，ＳＨＡＲＣ算法与本文算法性能相近，但
随着维度增加，ＳＨＡＲＣ算法的运行时间急剧增长，
而我们算法的运行时间增长十分平缓．该组实验说
明，计算两点间Ｐａｒｅｔｏ最优路径的方法并不适合于
本文所要解决的问题．

图８　与ＳＨＡＲＣ算法的比较

Ｅｘｐ５：可扩展性测试．我们在人工合成数据集
上测试了我们算法的可扩展性．我们生成了４个人
工合成数据集，其顶点规模分别为２０ｋ，４０ｋ，６０ｋ和
８０ｋ．我们分别在犱＝２和犱＝３的情况下，测试了这
４个人工合成数据集上算法搜索的节点数量和算法
的运行时间．图９给出了可扩展性测试的结果．我们
发现，算法搜索的节点数量（图９（ａ））和算法的运行
时间（图９（ｂ））都随着顶点规模的增大而增加．在顶
点规模为８０ｋ的情况下，本文算法的运行时间仍然
小于１ｓ，这说明本文算法在大规模数据集上仍然具
有十分高效的效率．该组实验验证了本文算法具有
十分优秀的可扩展性．

图９　可扩展性测试
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６　相关工作
Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法是最短路径查询的经典算法．当

图的规模很大时，Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法有着较大的时间开
销．为了减小时间开销，现有工作都是先建立索引，
预计算索引内部顶点间的最短路径．当查询到来后，
利用索引完成查询．文献［１］提出了一种最短路径
ｑｕａｄｔｒｅｅ机制，该方法预计算图中所有可能顶点之
间的最短路径并用ｑｕａｄｔｒｅｅ将这些路径组织起来．
然而，该方法并不适用于本文所要解决的问题．因为
不同用户所给出的评分函数是不同的，针对某一用
户评分函数建立的ｑｕａｄｔｒｅｅ并不能正确回答另一
用户评分函数下的最优路径查询．文献［２］提出了压
缩ＢＦＳｔｒｅｅ的概念，压缩ＢＦＳｔｒｅｅ利用图的对称性
建立索引．文献［３］提出了ＴＥＤＩ方法，该方法利用
树分解理论建立索引并完成最短路径查询．文献［４］
基于顶点覆盖建立一个树结构索引，该索引能够达
到较高的Ｉ／Ｏ效率．文献［５］考虑了标签限制下的
最短路径查询问题．文献［６］提出了一种依赖查询的
Ｌａｎｄｍａｒｋ机制，该机制可以找到与查询点最接近
的局部Ｌａｎｄｍａｒｋ，并利用以该Ｌａｎｄｍａｒｋ为根的最
短路径树来完成查询．不幸的是，所有这些工作都利
用了子路径最优的性质，即最短路径上的子路径也
是最短路径．因此，无论是在建立索引过程中，还是
在利用索引完成最短路径查询时，这些方法只需保存
索引内部顶点间的最短路径即可，再利用这些最短路
径进行连接组合得到结果．然而，在多维代价图中，最
短路径子路径最优的性质并不成立，所以，这些方法
都不能解决本文所提出的问题．

多维代价图上的多标准Ｐａｒｅｔｏ最优路径计算
（ＭＣＰＰ）问题在运筹学领域被广泛研究［９１１］．给定
起点狊和终点狋，ＭＣＰＰ目的是找到狊到狋的互不支
配的全部路径，即Ｐａｒｅｔｏ最优路径．显然，一条
Ｐａｒｅｔｏ最优路径也是一条ｓｋｙｌｉｎｅ路径．解决ＭＣＰＰ
的方法大多数采用的是标签法［９１０］，该类方法也是
基于Ｄｉｊｋｓｔｒａ算法的思想，即任意一条Ｐａｒｅｔｏ最优
路径上的子路径也应该为一条Ｐａｒｅｔｏ最优路径．后
续的工作［１１］提出犃搜索方法解决ＭＣＰＰ问题．这
些方法需迭代地计算出全部Ｐａｒｅｔｏ最优路径所要
经过全部顶点的Ｐａｒｅｔｏ最优路径，并据此计算出起
点到终点的全部Ｐａｒｅｔｏ最优路径．ＭＣＰＰ与本文中
定义问题的主要区别在于，ＭＣＰＰ要找到起点狊到
终点狋的全部Ｐａｒｅｔｏ最优路径，而本文定义的问题

只需找到一条在评分函数犳（·）下最优的路径即可．
显然，找到全部Ｐａｒｅｔｏ最优路径之后再计算函
数犳（·）下的最优路径的效率十分低下，因为绝大部
分Ｐａｒｅｔｏ最优路径并非函数犳（·）下的最优路径．
此外，这些方法只是从理论上给出计算Ｐａｒｅｔｏ最优
路径的方法，并没有从算法实际运行效率的角度设
计算法和优化算法，也没有采用数据处理的优化技
术．因此，这些方法需要承受较高的时间和空间
开销．

目前许多工作研究了图上基于最短路径的
ｓｋｙｌｉｎｅ查询问题［１３１４］．文献［１３］提出了ＭＳＱ算法
解决动态ｓｋｙｌｉｎｅ查询问题．然而，该工作考虑的图
模型仍然是单代价图模型．文献［１４］解决了多维代
价物流网中ｓｋｙｌｉｎｅ和Ｔｏｐ犽查询问题，图中每个
顶点与查询点在不同维度上的最短路径代价作为
该顶点的代价向量，然后根据该代价向量计算出
ｓｋｙｌｉｎｅ和Ｔｏｐ犽结果．然而，该工作中的代价向量
定义与本文不同，且查询目标不是路径，因此不能用
于解决本文提出的问题．

７　结　论
本文中，我们研究了多维代价图模型下的最优

路径查询问题．我们首先给出了多维代价图模型下，
基于函数犳（·）的最优路径查询的定义．然后，我们
提出了一个ｂｅｓｔｆｉｒｓｔｓｅａｒｃｈ分支界限法并给出３
个优化策略．同时，我们给出一个顶点过滤算法，该
算法可以从图中过滤掉大部分不属于最优路径的顶
点．最后，我们通过真实数据集上的实验验证了算法
的有效性．

参考文献

［１］ＳａｍｅｔＨ，ＳａｎｋａｒａｎａｒａｙａｎａｎＪ，ＡｌｂｏｒｚｉＨ．Ｓｃａｌａｂｌｅｎｅｔｗｏｒｋ
ｄｉｓｔａｎｃｅｂｒｏｗｓｉｎｇｉｎｓｐａｔｉａｌｄａｔａｂａｓｅｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ
ＡＣＭＳＩＧＭＯＤＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＭａｎａｇｅｍｅｎｔｏｆ
Ｄａｔａ．Ｖａｎｃｏｕｖｅｒ，Ｃａｎａｄａ，２００８：４３５４

［２］ＸｉａｏＹ，ＷｕＷ，ＰｅｉＪ，ＷａｎｇＷ，ＨｅＺ．Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｉｎｄｅｘｉｎｇ
ｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈｓｂｙｅｘｐｌｏｉｔｉｎｇｓｙｍｍｅｔｒｙｉｎｇｒａｐｈｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄ
ｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１２ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＥｘｔｅｎｄｉｎｇＤａｔａ
ｂａｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ．ＳａｉｎｔＰｅｔｅｒｓｂｕｒｇ，Ｒｕｓｓｉａ，２００９：４９３５０４

［３］ＷｅｉＦ．ＴＥＤＩ：Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈｑｕｅｒｙａｎｓｗｅｒｉｎｇｏｎ
ｇｒａｐｈｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡＣＭＳＩＧＭＯＤＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＭａｎａｇｅｍｅｎｔｏｆＤａｔａ．Ｉｎｄｉａｎａｐｏｌｉｓ，ＵＳＡ，
２０１０：９９１１０

［４］ＣｈｅｎｇＪ，ＫｅＹ，ＣｈｕＳ，ＣｈｅｎｇＣ．Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｏｆｄｉｓ
ｔａｎｃｅｑｕｅｒｉｅｓｉｎｌａｒｇｅｇｒａｐｈｓ：Ａｖｅｒｔｅｘｃｏｖｅｒａｐｐｒｏａｃｈ／／Ｐｒｏ
ｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡＣＭＳＩＧＭＯＤＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎ

７５１２１０期 杨雅君等：多维代价图模型上最优路径查询问题的研究



ＭａｎａｇｅｍｅｎｔｏｆＤａｔａ．Ｓｃｏｔｔｓｄａｌｅ，ＵＳＡ，２０１２
［５］ＲｉｃｅＭ，ＴｓｏｔｒａｓＶＪ．Ｇｒａｐｈｉｎｄｅｘｉｎｇｏｆｒｏａｄｎｅｔｗｏｒｋｓｆｏｒ

ｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈｑｕｅｒｉｅｓｗｉｔｈｌａｂｅｌｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆ
ｔｈｅ３７ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＶｅｒｙＬａｒｇｅＤａｔａｂａｓｅ．
Ｓｅａｔｔｌｅ，ＵＳＡ，２０１１：６９８１

［６］ＱｉａｏＭ，ＣｈｅｎｇＨ，ＣｈａｎｇＬ，ＹｕＪ．Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｈｏｒｔｅｓｔ
ｄｉｓｔａｎｃｅｃｏｍｐｕｔｉｎｇ：Ａｑｕｅｒｙｄｅｐｅｎｄｅｎｔｌｏｃａｌｌａｎｄｍａｒｋ
ｓｃｈｅｍｅ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２８ｔｈＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒ
ｅｎｃｅｏｎＤａｔａＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．Ｗａｓｈｉｎｇｔｏｎ，ＵＳＡ，２０１２

［７］ＢａｚａｒａａＭＳ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ：ＴｈｅｏｒｙａｎｄＡｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｓ．２ｎｄＥｄｉｔｉｏｎ．ＪｏｈｎａｎｄＷｉｌｅｙａｎｄＳｏｎｓ，１９９３

［８］ＨｉｌｌｅｒＦＳ，ＬｉｅｂｅｒｍａｎＧＪ．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ．２ｎｄＥｄｉｔｉｏｎ．ＭｃＧｒａｗＨｉｌｌ，１９９０

［９］ＭａｒｔｉｎｓＥＱＶ．Ｏｎａｍｕｌｔｉｃｒｉｔｅｒｉａｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈｐｒｏｂｌｅｍ．
ＥｕｒｏｐｅａｎＪｏｕｒｎａｌｏｆＯｐｅｒａｔｉｏｎａｌＲｅｓｅａｒｃｈ，１９８４，１６（２）：
２３６２４５

［１０］ＤｅｌｌｉｎｇＤ，ＷａｇｎｅｒＤ．ＰａｒｅｔｏｐａｔｈｓｗｉｔｈＳＨＡＲＣ／／

Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ８ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＥｘｐｅｒｉ
ｍｅｎｔａｌＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｄｏｒｔｍｕｎｄ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２００９：１２５１３６

［１１］ＭａｎｄｏｗＬ，ＣｒｕｚＪ．Ａｎｅｗａｐｐｒｏａｃｈｔｏｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅ犪
ｓｅａｒｃｈ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１９ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｉｎｔＣｏｎｆｅｒ
ｅｎｃｅｏｎＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ．Ｅｄｉｎｂｕｒｇｈ，ＵＫ，２００５：２１８
２２３

［１２］ＣｈａｕｄｈｕｒｉＳ，ＧｒａｖａｎｏＬ．Ｅｖａｌｕａｔｉｎｇｔｏｐ犽ｓｅｌｅｃｔｉｏｎｑｕｅ
ｒｉｅｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２５ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎ
ＶｅｒｙＬａｒｇｅＤａｔａｂａｓｅ．Ｅｄｉｎｂｕｒｇｈ，Ｓｃｏｔｌａｎｄ，１９９９：３９７４１０

［１３］ＣｈｅｎＬ，ＬｉａｎＸ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｋｙｌｉｎｅｑｕｅｒｉｅｓｉｎｍｅｔｒｉｃｓｐａｃｅｓ／／
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１２ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＥｘｔｅｎ
ｄｉｎｇＤａｔａｂａｓｅＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ．Ｎａｎｔｅｓ，Ｆｒａｎｃｅ，２００８

［１４］ＭｏｕｒａｔｉｄｉｓＫ，ＬｉｎＹ，ＹｉｕＭＬ．Ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｑｕｅｒｉｅｓｉｎｌａｒｇｅ
ｍｕｌｔｉｃｏｓｔｔｒａｎｓｐｏｒｔａｔｉｏｎｎｅｔｗｏｒｋｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２６ｔｈ
ＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＤａｔａＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．Ｌｏｎｇ
Ｂｅａｃｈ，ＵＳＡ，２０１０

犢犃犖犌犢犪犑狌狀，ｂｏｒｎｉｎ１９８３，Ｐｈ．Ｄ．
ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓｍａｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ
ｉｎｃｌｕｄｅｇｒａｐｈｍｉｎｉｎｇ，ｇｒａｐｈｄａｔａｂａｓｅ
ａｎｄｍａｓｓｉｖｅｄａｔａｍａｎａｇｅｍｅｎｔ．

犌犃犗犎狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６６，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．
ｓｕｐｅｒｖｉｓｏｒ．Ｈｅｒｍａｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｇｒａｐｈｍｉｎ
ｉｎｇ，ｇｒａｐｈｄａｔａｂａｓｅ，ｍａｓｓｉｖｅｄａｔａｍａｎａｇｅｍｅｎｔａｎｄｗｉｒｅｌｅｓｓ
ｓｅｎｓｏｒｎｅｔｗｏｒｋｓ．

犔犐犑犻犪狀犣犺狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９５０，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．ｓｕｐｅｒ
ｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｇｒａｐｈｍｉｎｉｎｇ，
ｇｒａｐｈｄａｔａｂａｓｅ，ｍａｓｓｉｖｅｄａｔａｍａｎａｇｅｍｅｎｔａｎｄｗｉｒｅｌｅｓｓｓｅｎ
ｓｏｒｎｅｔｗｏｒｋｓ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
　　Ｇｒａｐｈｓｈａｖｅｂｅｅｎｗｉｄｅｌｙｕｓｅｄｔｏｍｏｄｅｌｃｏｍｐｌｅｘｒｅｌａ
ｔｉｏｎｓｈｉｐｓａｍｏｎｇｖａｒｉｏｕｓｅｎｔｉｔｉｅｓｉｎｍａｎｙｒｅａｌｌｉｆｅａｐｐｌｉｃａ
ｔｉｏｎｓ．Ｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈｑｕｅｒｙｉｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｐｒｏｂｌｅｍｉｎｇｒａｐｈｓ
ａｎｄｈａｓｂｅｅｎｗｅｌｌｓｔｕｄｉｅｄ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｍｏｓｔａｐｐｒｏａｃｈｅｓｆｏｒ
ｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈａｒｅｂａｓｅｄｏｎｓｉｎｇｌｅｃｏｓｔ（ｗｅｉｇｈｔ）ｇｒａｐｈｓ．Ｉｎ
ｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｗｅｉｎｔｒｏｄｕｃｅｔｈｅｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉｃｏｓｔｇｒａｐｈ
ａｎｄｐｒｏｐｏｓｅａｎｅｗｑｕｅｒｙ：ｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｐａｔｈｑｕｅｒｙｂａｓｅｄｏｎ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｏｖｅｒｍｕｌｔｉｃｏｓｔｇｒａｐｈｓ．Ｍｏｓｔｅｘｉｓｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｕｔｉ
ｌｉｚｅｔｈｅｐｒｏｐｅｒｔｙｏｆｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｓｕｂｐａｔｈｉｎｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈ：
ａｎｙｓｕｂｐａｔｈｏｆａｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈｉｓａｌｓｏａｓｈｏｒｔｅｓｔｐａｔｈ．Ｕｎ
ｆｏｒｔｕｎａｔｅｌｙ，ｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｓｕｂｐａｔｈｐｒｏｐｅｒｔｙｄｏｅｓｎ’ｔｈｏｌｄｉｎ
ｍｕｌｔｉｃｏｓｔｇｒａｐｈｓ．Ｔｏｔｈｅｂｅｓｔｏｆｏｕｒｋｎｏｗｌｅｄｇｅ，ｏｕｒｗｏｒｋ
ｉｓｔｈｅｆｉｒｓｔｐａｐｅｒｔｏａｄｄｒｅｓｓｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｐａｔｈｑｕｅｒｙｂａｓｅｄｏｎ
ｆｕｎｃｔｉｏｎｏｖｅｒｍｕｌｔｉｃｏｓｔｇｒａｐｈｓ．Ｗｅｐｒｏｐｏｓｅａｎｏｖｅｌｂｅｓｔ

ｆｉｒｓｔｓｅａｒｃｈｂｒａｎｃｈａｎｄｂｏｕｎｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈｔｈｒｅｅｏｐｔｉｍｉｚｉｎｇ
ｓｔｒａｔｅｇｉｅｓ．Ｗｅａｌｓｏｐｒｏｐｏｓｅａｖｅｒｔｅｘｆｉｌｔｅｒｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｏｆｉｌ
ｔｅｒａｌａｒｇｅｐｒｏｐｏｒｔｉｏｎｏｆｖｅｒｔｉｃｅｓｆｒｏｍｇｒａｐｈ．

ＴｈｉｓｗｏｒｋｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｉｎｐａｒｔｂｙｔｈｅＳｔａｔｅＫｅｙＤｅｖｅｌ
ｏｐｍｅｎｔＰｒｏｇｒａｍｏｆＢａｓｉｃＲｅｓｅａｒｃｈｏｆＣｈｉｎａ，ｔｈｅＫｅｙＰｒｏｂ
ｌｅｍｏｆＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ，ｔｈｅ
ＮＳＦｏｆＣｈｉｎａａｎｄｔｈｅＮＳＦＣＲＧＣｏｆＣｈｉｎａ．Ｔｈｅｓｅｆｏｕｎｄａ
ｔｉｏｎｓｆｏｃｕｓｏｎｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｏｆｖａｒｉｏｕｓａｒｅａｓｏｆｄａｔａｉｎｔｅｎｓｉｖｅ
ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ．Ｏｕｒｇｒｏｕｐｈａｓｂｅｅｎｗｏｒｋｉｎｇｏｎｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｏｆ
ｄａｔａｂａｓｅｆｏｒｍａｎｙｙｅａｒｓ，ａｎｄｍａｎｙｈｉｇｈｑｕａｌｉｔｙｐａｐｅｒｓｈａｖｅ
ｂｅｅｎｐｕｂｌｉｓｈｅｄｉｎｗｏｒｌｄｗｉｄｅｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅｓａｎｄｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ，
ｓｕｃｈａｓＳＩＧＭＯＤ，ＶＬＤＢ，ＩＣＤＥ，ＫＤＤ，ＩＮＦＯＣＯＭ，ＴＫＤＥ，
ＶＬＤＢＪｏｕｒｎａｌｅｔａｌ．
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