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网树求解有向无环图中具有长度约束的
简单路径和最长路径问题
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摘　要　具有长度约束的简单路径（ＳｉｍｐｌｅＰａｔｈｓｗｉｔｈＬｅｎｇｔｈＣｏｎｓｔｒａｉｎｔ，ＳＰＬＣ）问题是指求解图中任意两点间路
径长度为犿的简单路径数，是犽ｐａｔｈ问题的一种特殊情况．该文基于网树数据结构提出了在有向无环图中求解
ＳＰＬＣ问题的算法（ＮｅｔｔｒｅｅｆｏｒＳＰＬＣｉｎＤｉｒｅｃｔｅｄＡｃｙｃｌｉｃＧｒａｐｈｓ，ＮＳＰＬＣＤＡＧ）．网树是一种多树根多双亲的数据
结构．ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法将该问题转化为一棵网树后，利用树根路径数这一性质对其进行求解．对ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法
进行改造，可以求解有向无环图中最长路径问题并形成网树求解最长路径算法（ＮｅｔｔｒｅｅｆｏｒｔｈｅＬｏｎｇｅｓｔＰａｔｈｉｎ
ＤＡＧｓ，ＮＬＰＤＡＧ），ＮＬＰＤＡＧ算法可找到所有最长路径，对ＮＬＰＤＡＧ算法做进一步改进形成改进的ＮＬＰＤＡＧ算
法，改进的ＮＬＰＤＡＧ算法可在线性时间复杂度内给出有向无环图中的一条最长路径．实验结果验证了ＮＳＰＬＣＤＡＧ
和改进的ＮＬＰＤＡＧ算法的正确性与有效性．
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１　引　言
图是一种比线性表和树更为复杂的数据结构．

在线性表中，结点间为单前驱单后继的线性关系；在
树结构中，结点间为单前驱多后继的非线性关系；而
在图结构中，结点间则为多前驱多后继的非线性关
系．图中任意两个结点之间都可能相关，因此图已经
被广泛应用于诸如语言学、逻辑学、物理、化学、电气
工程和计算机科学等学科中．

在图论中，最长路径（ｔｈｅｌｏｎｇｅｓｔｐａｔｈ）问题［１］

是指在给定的图中找出一条最长的简单路径．在无
向图中求解最长路径问题是著名的ＮＰ难问题，现
有的研究主要基于近似算法［２］、参数化算法［３］．另外
一类研究是针对特殊图进行求解，并给出多项式时
间复杂度的求解算法，如Ｍｅｒｔｚｉｏｓ和Ｃｏｒｎｅｉｌ①采用
一种深度优先搜索策略对伴相似图（ｃｏｃｏｍｐａｒａｂｉｌｉｔｙ
ｇｒａｐｈｓ）中最长路径问题进行了求解；Ｕｅｈａｒａ和
Ｖａｌｉｅｎｔｅ［４］在二部置换图（ｂｉｐａｒｔｉｔｅｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ
ｇｒａｐｈｓ）中对最长路径问题建立了线性时间复杂度的
求解算法，其求解的二部置换图既是一个置换图也是
一个二部图；Ｉｏａｎｎｉｄｏｕ等人［５］在区间图（ｉｎｔｅｒｖａｌ
ｇｒａｐｈｓ）中运用动态规划思想，对最长路径问题给出
了时间复杂度为犗（狀４）的求解算法；Ｅｄｍｏｎｄｓ和
Ｃｈａｋｒａｂｏｒｔｙ［６］在有向无环图（ＤｉｒｅｃｔｅｄＡｃｙｃｌｉｃ
Ｇｒａｐｈｓ，ＤＡＧｓ）所有边的长度非负的情况下，对最
长路径的方差和期望的边界进行了计算．
犽ｐａｔｈ问题是指在给定的图中找出一条长度为

犽的简单路径，是最长路径问题的一种特殊情况．
Ｃｈｅｎ等人［７］基于分治思想对一般图中的犽ｐａｔｈ问
题进行了研究，提高了该问题的计算速度．犽ｐａｔｈ问
题在诸多领域具有非常重要的应用．Ｓｃｏｔｔ等人［８］在
生物学约束下，采用彩色编码技术，在酵母蛋白质相
互作用网络中查找蛋白质传导路径，其求解方法是
将蛋白质作为结点，蛋白质之间的相互作用关系作
为边，以此构成的生物蛋白质作用网络，权值最大的
犽ｐａｔｈ代表信号传导路径；Ｄｅｓａｕｌｎｉｅｒｓ等人［９］利用
推广犽ｐａｔｈ的不均衡性（ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ犽ｐａｔｈｉｎｅ
ｑｕａｌｉｔｉｅｓ）对犽个车辆的路由选择问题进行了研究．
与犽ｐａｔｈ问题相近的是求解图中指定两点间路径
长度为犽的最大不相交路径问题，Ｉｔａｉ等人［１０］给出
该问题的判定问题是一个ＮＰＣｏｍｐｌｅｔｅ问题的
证明．求解两点间路径长度为犽的所有简单路径数
是具有长度约束的简单路径（ＳｉｍｐｌｅＰａｔｈｓｗｉｔｈ

ＬｅｎｇｔｈＣｏｎｓｔｒａｉｎｔ，ＳＰＬＣ）问题．本文在有向无环图
中求解该问题形成了ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ．ＳＰＬＣｉｎ
ＤＡＧｓ可在具有周期间隙约束的序列模式挖掘和具
有间隙约束的模式匹配等方面得到应用．Ｚｈａｎｇ等
人［１１］提出了具有周期间隙约束的序列模式挖掘问
题，并将该模式挖掘方法应用在ＤＮＡ序列挖掘中；
Ｔａｎｂｅｅｒ等人［１２］将具有周期间隙约束的序列模式
挖掘方法应用于购买模式的挖掘．尽管Ｚｈａｎｇ等人
采用了空间变换的方法进行序列模式挖掘，但是此
方法的基础是具有间隙约束的模式匹配问题［１３］．文
献［１４］研究了具有间隙约束和一次性条件的模式匹
配问题的求解方法，给出了将具有间隙约束的模式
匹配问题转换为有向无环图的算法，这使得具有间
隙约束的模式匹配问题与ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ问题建立
了实质性联系．

为了解决ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ问题，本文利用网树
数据结构（简称网树，Ｎｅｔｔｒｅｅ）［１３，１５］进行求解．网树
是一种多前驱多后继的非线性数据结构，是对树结
构的拓展．网树不仅具有树结构的所有概念，如根结
点、叶子结点、双亲、孩子、路径、层等，而且除根结点
外，网树中任意结点可以有多个双亲结点．本文提出
了网树求解有向无环图中具有长度约束的简单路径
算法（ＮｅｔｔｒｅｅｆｏｒＳｉｍｐｌｅＰａｔｈｓｗｉｔｈＬｅｎｇｔｈＣｏｎ
ｓｔｒａｉｎｔｉｎＤＡＧｓ，ＮＳＰＬＣＤＡＧ），ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法
将该问题转化为一棵网树，然后利用网树的树根路
径数这一特殊性质对该问题进行求解．ＮＳＰＬＣＤＡＧ
算法的时间复杂度和空间复杂度分别为犗（犿×狀×狋）
和犗（狀＋｜犈｜），这里犿，狋，狀和｜犈｜分别表示两点间
的路径长度约束、顶点最大出度以及顶点数和边数．
对ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法做进一步改造，可以形成求解
最长路径问题的算法（ＮｅｔｔｒｅｅｆｏｒｔｈｅＬｏｎｇｅｓｔＰａｔｈ
ｉｎＤＡＧｓ，ＮＬＰＤＡＧ）．对ＮＬＰＤＡＧ算法做进一步
改进形成改进的ＮＬＰＤＡＧ算法，该算法使得网树
退化为一棵树，并使算法的时间复杂度和空间复杂
度分别为犗（｜犈｜）和犗（狀＋｜犈｜），这里狀和｜犈｜分别
表示图的顶点数和边数．

本文第２节对ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ问题进行定义；
第３节介绍网树的概念和性质；第４节提出ＮＳＰＬ
ＣＤＡＧ算法，同时分析该算法的时间复杂度和空间
复杂度，并通过示例来说明算法的工作原理；第５节
提出ＮＬＰＤＡＧ算法和改进的ＮＬＰＤＡＧ算法并给
出求解示例；第６节给出实验结果及分析；第７节得
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出本文结论．

２　问题的定义
定义１．　图犌＝（犞，犈），其中犞称为顶点集，犈

称为边集．从顶点狏到顶点狏′的路径是一个有序顶
点序列犛＝｛狏＝狏０，狏１，…，狏犿＝狏′｝，其中顶点序列
应满足〈狏犼－１，狏犼〉∈犈（１犼犿）．路径长度是路径中
有向边的数目．如果序列犛中任何两个顶点不重复
出现，则称此路径为简单路径．

定义２．　具有长度约束的简单路径ＳＰＬＣ问
题是指给定图犌＝（犞，犈）中任意两点狌，狏∈犞和正
整数犿，求解从狌到狏路径长度为犿的简单路径
数．ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ是指在给定的有向无环图中求
解ＳＰＬＣ问题．

定义３．　邻接矩阵是表示顶点之间相邻关系
的矩阵，图犌采用邻接矩阵存储．二维数组元素
犵［犻］［犼］＝１（１犻，犼狀，狀＝｜犞｜）表示顶点犻到顶
点犼之间存在一条有向边，否则表示顶点犻到顶点犼
之间无边．

顶点狏犻的出度（用犗犇（狏犻）表示）是第犻行的元
素之和，计算公式如下：

犗犇（狏犻）＝∑
狀－１

犼＝０
犵［犻］［犼］ （１）

　　顶点狏犻的入度（用犐犇（狏犻）表示）是第犻列的元
素之和，计算公式如下：

犐犇（狏犻）＝∑
狀－１

犼＝０
犵［犼］［犻］ （２）

　　例１．　如图１所示的有向无环图，其顶点个数
狀＝９，求从顶点１至顶点７路径长度约束犿＝４的
简单路径数．

图１　一个有向无环图

从图１可以看出，顶点１至顶点７路径长度约
束为４的路径数为１０，即｛１，２，４，３，７｝、｛１，２，３，６，

７｝、｛１，４，３，６，７｝、｛１，２，５，８，７｝、｛１，４，５，８，７｝、｛１，４，
９，８，７｝、｛１，５，９，８，７｝、｛１，２，４，９，７｝、｛１，２，５，９，７｝和
｛１，４，５，９，７｝．
ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ问题的求解难度在于，顶点狌

和狏之间的路径数呈现指数形式，因此不能采用穷
举法列出所有可能的路径并判定路径长度是否满足
约束条件来进行求解，本文采用网树这一数据结构
进行求解．

３　网树的定义及性质
本节给出了网树的定义和性质．
定义４．　网树数据结构是结点的集合，这个集

合可以为空集，或可由若干不同的根结点狉１，狉２，…，
狉犿和０或多个非空子网树犜１，犜２，…，犜狀构成，这些
子网树的树根至少存在一条边与网树的根结点狉犻相
连接，这里１犿，１狀且１犻狀．

图２给出了一棵一般意义的网树．

图２　一棵一般意义的网树

网树具有如下５个性质［１３，１５］：
（１）网树是树结构的拓展，它具有很多与树相

似的概念，如根结点、叶子结点、层、双亲、孩子等；
（２）一棵网树可以有狀个根结点，其中狀１；
（３）除了根结点之外，网树的其它结点可以有

多个双亲结点；
（４）从一个结点到达网树的一个根结点的路径

不唯一；
（５）同一结点可以在网树的不同层上多次出现．
定义５．　由于同一结点可以在网树的不同层

上多次出现，这里用狀犻犼来表示第犼层的结点犻．
定义６．从结点狀犻犼到达根结点的路径数称为树

根路径数（ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｒｏｏｔｐａｔｈｓ），用犖狉（狀犻犼）来
表示．

树根路径数具有如下２个性质：
（１）根结点狀犻１的树根路径数为１，即犖狉（狀犻１）＝１；
（２）结点狀犻犼的树根路径数是其所有双亲结点的

树根路径数之和，即

犖狉（狀犻犼）＝∑
犺

犽＝１
犖狉（狀犻犽犼－１） （３）
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这里狀犻犽犼－１是结点狀犻犼的第犽个双亲，犺是结点狀犻犼的双
亲数．

图３给出了一棵网树．在这棵网树中一些结点
在不同层中多次出现．如结点３既出现在第２层又
出现在第３层，本文采用狀３２和狀３３来分别描述第２层
和第３层的结点３．结点狀１１和狀２１是网树的两个根结
点；狀６３，狀５３和狀３３是网树的３个叶子结点．结点狀６３有两
个双亲结点，分别是狀２２和狀３２．结点狀３２的树根路径数
犖狉（狀３２）＝２是因为结点狀３２有两个双亲结点狀１１和狀２１
且犖狉（狀１１）＝犖狉（狀２１）＝１；同理可知，犖狉（狀２２）＝１；
犖狉（狀６３）＝犖狉（狀２２）＋犖狉（狀３２）＝３．网树的另一特征是
从一个结点到达网树的一个根结点的路径可能不唯
一．如叶子结点狀６３访问根结点狀１１有两条不同的路
径，分别为｛狀６３，狀３２，狀１１｝和｛狀６３，狀２２，狀１１｝．

图３　一棵网树

４　犖犛犘犔犆犇犃犌算法描述及复杂度分析
４１　算法描述

采用ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法求解图犌中狌，狏两点间
长度为犿的简单路径数问题的基本思想为：将有向
无环图犌转化为一棵犿＋１层网树，然后利用网树
的树根路径数这一性质进行求解．在转化过程中，图
犌的顶点编号犻即为网树结点名称犻，网树采用从树
根层至犿＋１层逐层创建的方式．将图犌转化为一
棵网树及求解的流程如下：

首先，将顶点狌作为网树的根结点狀狌１，该结点
为网树的第１层且其树根路径数犖狉（狀狌１）＝１．

其次，依据网树第犼－１层结点创建网树第犼层
结点．具体方法是：取网树的第犼－１层结点狀犻犼－１，如
果犵［犻］［犾］＝１（１犾狀）且在第犼层未创建结点狀犾犼，
则在网树的第犼层创建结点狀犾犼并在结点狀犻犼－１和结点
狀犾犼间建立父子关系，并使得狀犾犼的树根路径数与结点
狀犻犼－１的树根路径数一致；若犵［犻］［犾］＝１（１犾狀）且
在第犼层已创建结点狀犾犼，则在结点狀犾犼和结点狀犻犼－１间
建立父子关系，并使狀犾犼的树根路径数累加上结点

狀犻犼－１的树根路径数．
最后，该网树第犿层中与顶点狏相连接的结点

的树根路径数之和即为问题的解．ＮＳＰＬＣＤＡＧ算
法的描述如下：

算法１．　ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法．
输入：有向无环图的顶点数狀，有向无环图的邻接矩阵，

顶点狌，狏和两点间的路径长度约束犿
输出：路径数狆犪狋犺狀狌犿
１．读取存储图的二维数组犵［犻］［犼］（１犻，犼狀）；
２．依据顶点狌初始化网树的根结点；
３．ＦＯＲ（犼＝２；犼＜＝犿；犼＋＋）
４．ＦＯＲ（犪＝０；犪＜网树第犼－１层结点数；犪＋＋）
５．犻＝网树第犼－１层第犪＋１个结点的名称；
６．ＦＯＲ（犫＝０；犫＜犗犇（犞犻）；犫＋＋）
７．犾＝顶点犻的第犫＋１个弧的弧尾顶点；
８．ＩＦ（狀犾犼未被创建）
９． 创建狀犾犼结点，犖狉（狀犾犼）＝犖狉（狀犻犼－１），

第犼层结点数自增；
１０．ＥＬＳＥ
１１． 犖狉（狀犾犼）＋＝犖狉（狀犻犼－１）；
１２．ＥＮＤＩＦ
１３．ＥＮＤＦＯＲ
１４．ＥＮＤＦＯＲ
１５．ＥＮＤＦＯＲ
１６．ＦＯＲ（犱＝０；犱＜网树第犿层结点数；犱＋＋）
１７．ＩＦ（犵［犱］［狏］＝＝１）狆犪狋犺狀狌犿＋＝犖狉（狀犱犿）；
１８．ＥＮＤＦＯＲ
１９．ＲＥＴＵＲＮ狆犪狋犺狀狌犿；

４２　犖犛犘犔犆犇犃犌算法复杂度分析
ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的空间复杂度是犗（犿×狀×

狋＋狀２）且可进一步优化为犗（狀＋｜犈｜），这里犿，狋，狀
和｜犈｜分别表示两点间的路径长度约束、顶点最大
出度、顶点数和边数．ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法占用的空间
是由网树和图犌的邻接矩阵两部分组成的．第１部
分网树的开销为犗（犿×狀×狋），这是因为网树的深度
是犿，网树中每层最多有狀个结点，且每个结点最多
有狋个孩子．对ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法可以做进一步改
进，使网树的空间开销为犗（狀），其改进方法如下：由
于ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法仅依据网树中上一层结点信息
来创建下一层结点，因此在存储网树的过程中仅保
留一层网树结点即可．此外，在解决ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ
问题时，可以不必存储网树的父子关系，而仅计算当
前结点的树根路径数，这样网树的开销可以缩减为
犗（狀）．第２部分存储图犌邻接矩阵的开销为犗（狀２），
也可以将图犌存储为三元组形式，其开销为犗（｜犈｜），
因此ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法优化后的空间复杂度为
犗（狀＋｜犈｜）．

ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的时间复杂度为犗（犿×狀×狋）．
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这是因为算法的第３行循环次数为犗（犿），第４行
的最坏循环次数为犗（狀），第６行的最坏循环次数为
犗（狋），算法的第５，７，９和１１行均在犗（１）时间内即
可完成，算法的第１６～１８行的最坏时间复杂度为
犗（狀）．综上，ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的时间复杂度为
犗（犿×狀×狋）．
４３　犖犛犘犔犆犇犃犌算法运行实例

以例１为例来说明ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的工作原理．
根据ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的思想，将例１中的有

向无环图转化为一棵５层网树，所建立网树如图４
所示．在图４中箭头方向代表网树的创建方向，白色
圆圈内数字代表网树结点名称，灰色圆圈内数字代
表该结点的树根路径数．网树的创建和问题的求解
过程如下：

图４　求解图１中从顶点１至顶点７路径长度约束为４的网树
将顶点１作为网树的根结点狀１１，树根路径数

犖狉（狀１１）＝１．将满足犵［１］［犾］＝１（１犾狀）条件的所
有顶点创建为网树第２层结点狀犾２，因此网树的第２
层结点分别是狀２２，狀３２，狀４２和狀５２，且这些结点的树根路
径数均为１．之后，对结点狀２２创建孩子结点，创建依
据为犵［２］［犾］＝１（１犾狀），这样可以创建第３层的
结点狀３３，狀４３，狀５３和狀６３，且这些结点的树根路径数均为
１．依据犵［３］［犾］＝１（１犾狀）对结点狀３２创建孩子结
点，易知结点狀３２有两个孩子结点，分别为狀６３和狀７３，此
时狀６３的树根路径数为２．以此类推可以建立网树第３
层和第４层全部结点．由于路径长度约束为４，因此根
据第４层结点与顶点７的连接情况，即犵［犾］［７］＝１
（１犾狀）来建立父子关系，并求得问题的解为
１＋２＋４＋３＝１０．

５　网树求解最长路径问题
求解最长路径问题是图论中经典问题之一，其

是指在给定的图犌中找到路径长度最长的一条简
单路径．将ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法中根据顶点狌创建网
树的根结点变为依据图犌中所有入度为０的顶点
来创建网树的根结点，同时将创建网树深度为指定
的长度约束变为网树不再有新的结点产生，即可对
最长路径问题进行求解，形成网树求解最长路径问
题的算法（ＮｅｔｔｒｅｅｆｏｒｔｈｅＬｏｎｇｅｓｔＰａｔｈｉｎＤＡＧｓ，
ＮＬＰＤＡＧ）．ＮＬＰＤＡＧ算法从网树最深的一个叶子
结点回溯至网树根结点以产生一条最长路径，故
ＮＬＰＤＡＧ算法需要对ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的第２～３
行和第１６～１９行进行修改，其余各行均保持不变，
具体修改如下：

算法２．　ＮＬＰＤＡＧ算法．
输入：有向无环图的邻接矩阵
输出：最长路径狆犪狋犺
ＮＬＰＤＡＧ算法的第２～３行：
２．依据图犌中所有入度为０的顶点来创建网树的根结点；
３．ＦＯＲ（犼＝２；第犼－１层结点个数＞０；犼＋＋）

ＮＬＰＤＡＧ算法的第１６～１９行：
１６．犓＝犼－２；
１７．狆犪狋犺［犓］＝第犼－１层的第１个结点名；
１８．由狆犪狋犺［犓］回溯至根结点形成最长路径狆犪狋犺；
１９．ＲＥＴＵＲＮ狆犪狋犺；

　　由于ＮＬＰＤＡＧ算法必须由最深层叶子结点回
溯至网树根结点，因此ＮＬＰＤＡＧ算法不能在求解
过程中删除任何网树结点且必须存储网树结点的父
子关系，由ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的空间复杂度和时间
复杂度分析可知，ＮＬＰＤＡＧ算法的时间复杂度和空
间复杂度分别为犗（犓×狀×狋）和犗（犓×狀×狋＋
｜犈｜），这里犓，狋，狀和｜犈｜分别表示图中最长路径长
度、顶点最大出度、顶点数和边数．由于ＮＬＰＤＡＧ算
法是由ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法改进而来，因此ＮＬＰＤＡＧ
算法不但可以找到一条最长路径，同时根据所建立
的网树可以描述所有最长路径．

以图１为例来说明最长路径是如何获得的．由
于图１中入度为０的顶点只有顶点１，因此以顶点１
为网树的根结点来创建网树，网树的前４层与图４
一致，依据第４层结点创建第５层结点狀６５，狀７５，狀８５和
狀９５，依据第５层结点创建第６层结点狀７６和狀８６，依据
第６层结点仅能够创建第７层结点狀７７，由于顶点７
的出度为０，因此第８层结点个数为０，循环结束，所
创建的网树如图５所示，故图１的最长路径长度为
６，且最长路径的最终顶点为７．结点狀７７的第１个双
亲结点为狀８６；以此类推，回溯至第１层，就可以得到
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一条最长路径：｛１，２，４，５，９，８，７｝．从图５可以看出，
从顶点１至顶点７最长的路径只有一条，但在实际
问题中，通常最长路径并不唯一．

图５　求解图１中最长路径的网树

如果仅需在有向无环图中找到一条最长路径，
而无需计算最长路径的路径数，则可以对ＮＬＰＤＡＧ
算法进行改进．ＮＬＰＤＡＧ算法在有向无环图中求解
最长路径时，对很多冗余信息进行了计算，这是因为
ＮＬＰＤＡＧ算法将顶点犻所指向的所有顶点均作为
网树中结点犻的孩子结点．在求解最长路径时，应仅
选择满足删除有向边〈犻，犼〉后，顶点犼的入度为０的
点作为网树中顶点犻的孩子结点，从而形成改进的
ＮＬＰＤＡＧ算法．由于此时不存在一个结点具有多个
双亲的情况，因此网树也就退化为一棵树或一个森林
（我们可以将树看成是网树的特例）．具体算法如下：

算法３．　改进的ＮＬＰＤＡＧ算法．
输入：有向无环图的邻接矩阵
输出：最长路径狆犪狋犺
１．读取存储图的二维数组犵［犻］［犼］（１犻，犼狀）；
２．依据图犌中入度为０的所有顶点来创建网树的根

结点；
３．依次从已创建的网树中取一个未处理的结点犻，所有

有向边〈犻，犼〉的顶点犼的入度自减；
４．ＩＦ（犻犱（狏犼）＝＝０）为结点犻创建孩子结点犼；
５．重复步３和４直至不再有新的结点产生；
６．最长路径长度＝网树的最大深度－１，由该叶子结

点回溯至根结点以获得最长路径狆犪狋犺；
７．ＲＥＴＵＲＮ狆犪狋犺；
由于改进的ＮＬＰＤＡＧ算法对有向无环图中所

有有向边仅处理一次，而每次处理均在犗（１）内完
成，因此改进的ＮＬＰＤＡＧ算法时间复杂度为
犗（｜犈｜）．易知，有向无环图若以三元组形式存储，改
进的ＮＬＰＤＡＧ算法空间复杂度为犗（狀＋｜犈｜）．

按照改进的ＮＬＰＤＡＧ算法对图１进行求解，
生成的网树如图６所示．

图６　改进ＮＬＰＤＡＧ算法求解最长路径的网树

６　实验结果及分析
６１　实验结果

文献［１６］采用了链式队列数据结构对有向无环
图中从狌到狏两点间全部简单路径问题进行了研
究，并以产品族零部件关系网络为例，对实际有向无
环网络中的应用加以说明，该算法的空间复杂度和
时间复杂度均为犗（狀３）．由于该算法是用来求解两
点间全部简单路径，因此亦可用于求解本文的
ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ，该算法的时间复杂度与空间复杂度
均保持不变．而本文ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法亦可用于求
解文献［１６］的问题，求解的方法是以最长路径犓为
ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ的长度约束，所创建的网树则可以
表示文献［１６］中问题的解，显然ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法
的时间复杂度和空间复杂度也没有发生任何变化．
图５的网树可描述文献［１６］中问题在图１上的解．
因此本文的ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法在求解相同问题时，
算法的时间复杂度和空间复杂度均优于文献［１６］的
算法．两种算法的时间复杂度和空间复杂度对比如
表１所示．

表１　犛犘犔犆犻狀犇犃犌狊的算法复杂度对比
算法 时间复杂度 空间复杂度

文献［１６］算法 犗（狀３） 犗（狀３）
ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法 犗（犿×狀×狋） 犗（狀＋｜犈｜）

９９１２１０期 李　艳等：网树求解有向无环图中具有长度约束的简单路径和最长路径问题



　　对最长路径问题本文给出了ＮＬＰＤＡＧ算法和
改进的ＮＬＰＤＡＧ算法，这两种算法的时间复杂度
和空间复杂度对比如表２所示．

表２　最长路径问题算法复杂度对比
算法 时间复杂度 空间复杂度

ＮＬＰＤＡＧ算法 犗（犓×狀×狋） 犗（犓×狀×狋＋｜犈｜）
改进的ＮＬＰＤＡＧ算法 犗（｜犈｜） 犗（狀＋｜犈｜）

为了获得较大规模的有向无环图，我们采用文
献［１４］中的算法，将具有间隙约束的模式匹配问题
转化为有向无环图．本文采用了文献［１５］中使用的
前４种模式串犘１，犘２，犘３和犘４来分别生成ＤＡＧ１
至ＤＡＧ４，并且忽略了文献［１５］中的全局约束．序列
串采用美国国家生物计算信息中心公布的猪流感
Ｈ１Ｎ１病毒的一种候选ＤＮＡ序列（Ａ／Ｍａｎａｇｕａ／
２０９３．０１／２００９（Ｈ１Ｎ１））①中的第一个片段的前５１０
个字符．在增加源点和汇点后，使得ＤＡＧ１到
ＤＡＧ４的大小均为５１２．为了避免序列串对问题求
解的影响，ＤＡＧ５到ＤＡＧ８则采用文献［１５］中的犘２
模式，而序列串则采用前述ＤＮＡ序列的第１个～
第４个序列片段的全部字符，在增加源点和汇点后，
使得ＤＡＧ５，ＤＡＧ６，ＤＡＧ７和ＤＡＧ８的大小分别为
２２８８，２３０１，２１７１和１７２２．表３给出了生成本文８个
有向无环图的模式串．

表３　生成有向无环图的模式串
序号 模式串

犘１犪［０，３］狋［０，３］犪［０，３］狋［０，３］犪［０，３］狋［０，３］犪［０，３］狋［０，３］犪［０，
３］狋［０，３］犪

犘２犵［１，５］狋［０，６］犪［２，７］犵［３，９］狋［２，５］犪［４，９］犵［１，８］狋［２，９］犪
犘３犵［１，９］狋［１，９］犪［１，９］犵［１，９］狋［１，９］犪［１，９］犵［１，９］狋［１，９］犪

［１，９］犵［１，９］狋

犘４犵［１，５］狋［０，６］犪［２，７］犵［３，９］狋［２，５］犪［４，９］犵［１，８］狋［２，９］犪
［１，９］犵［１，９］狋

实验运行的软硬件环境为：ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ!２
ＤｕｏＣＰＵＴ７１００处理器、主频１．８０ＧＨｚ、内存
１ＧＢ、ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ操作系统．由于算法的运行速度
较快，运行时间较短，为此本文全部实验均采用运行
１００次获得总的运行时间，然后单次运行时间为总
时间除以１００的方法以便较为准确地获得算法在各
个实例上的运行时间．为了测试有向无环图的大小
对于算法运行时间的影响，对ＤＡＧ１，ＤＡＧ２，ＤＡＧ３
和ＤＡＧ４分别在２５６、３２０、３８４和４４８个结点的子
图以及原图中路径长度约束分别为１２，１０，１２和１２
的条件下进行了测试，并与文献［１６］算法的运行时
间进行了对比，结果见表４．

表４　不同大小有向无环图的算法运行时间对比

图名称路径长度
约束犿顶点数问题

解／个
文献［１６］算法
运行时间／ｍｓ

ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法
运行时间／ｍｓ

ＤＡＧ１

１２ ２５６ ４０ ４．８４ ０．９４
１２ ３２０ ４０ ５．３２ １．２５
１２ ３８４ ３８６ １２．５０ ２．０３
１２ ４４８ ３８６ １７．１９ ２．５０
１２ ５１２ ３８６ ２６．０９ ２．９７

ＤＡＧ２

１０ ２５６１２０１２ １３２．５０ １．４１
１０ ３２０２４６８４ ２８８．７５ ２．０３
１０ ３８４３１２７８ ４６０．１５ ２．８１
１０ ４４８４２７６２ ７４０．７８ ３．４３
１０ ５１２５５９２３ ９０４．５３ ４．２２

ＤＡＧ３

１２ ２５６３１３７３ ３５５．３１ １．５６
１２ ３２０６１６０８ ９０１．２５ １．５６
１２ ３８４８９７０４１３０８．２８ ２．８１
１２ ４４８９９１９８１６４７．９７ ４．２２
１２ ５１２１３５１９３２５２６．１０ ４．６９

ＤＡＧ４

１２ ２５６３５５３９ ３５７．０３ ０．８７
１２ ３２０７４４５８１０８０．４７ １．４４
１２ ３８４１０９２５８１５４８．１２ ３．０８
１２ ４４８１２３７８２２１０１．０９ ２．９１
１２ ５１２１６７７９４２９０１．４０ ２．８３

为了对比算法在不同路径长度约束下解的大小
和运行时间的长短，对ＤＡＧ１和ＤＡＧ２在长度约束
分别为１６，１７，１８，１９，２０和２１以及ＤＡＧ３和ＤＡＧ４
在长度约束分别为１８，２４，３０，３６，４２和４８的情况下
进行了测试，结果见表５．

表５　不同长度约束下算法运行时间
图名称路径长度

约束犿 问题解／个 ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法
运行时间／ｍｓ

ＤＡＧ１

１６ ８８４ １．９７
１７ ０ １．９６
１８ １０９２ ２．５８
１９ ０ ２．３３
２０ ３６０ ２．０３
２１ ０ ２．０８

ＤＡＧ２

１６ ３２８１０５９ ４．４７
１７ ０ ４．０９
１８ ０ ４．３０
１９ ２６５３７０３６ ４．４８
２０ ０ ４．７０
２１ ０ ４．９７

ＤＡＧ３

１８ ９４６６９７２ ５．６３
２４ ７９０６６４２３１ ５．６２
３０ ５６４８５１７０８２２ ５．９４
３６ ４３２１７３９１８５１４２ ７．３５
４２ ２７２７５４２５７２８７０２４ ７．８１
４８ １２６３８９６６５３９７００１２８ ９．０６

ＤＡＧ４

１８ １３９４７７５０ ４．５３
２４ １３４００４２９０９ ６．４１
３０ １１９８３３１３９４２９ ７．１８
３６ １０９０６６９３６４８８３８ ８．４４
４２ ７５６１４８９０５５８４０４８ ８．４４
４８ ５１０６０８２６９６２５４８１２８ ８．６０

　　表６给出了采用ＮＬＰＤＡＧ算法和改进的
ＮＬＰＤＡＧ算法求得的ＤＡＧ１至ＤＡＧ８的最长路径
长度、最长路径及求解时间．

００２２ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１２年

①Ａ／Ｍａｎａｇｕａ／２０９３．０１／２００９（Ｈ１Ｎ１）可在ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．
ｎｃｂｉ．ｎｌｍ．ｎｉｈ．ｇｏｖ／ｇｅｎｏｍｅｓ／ＦＬＵ／ＳｗｉｎｅＦｌｕ．ｈｔｍｌ下载



表６　最长路径及求解时间
图名称 ＮＬＰＤＡＧ算法所求的最长路径

长度及最长路径
改进的ＮＬＰＤＡＧ算法所求的
最长路径长度及最长路径

ＮＬＰＤＡＧ算法
运行时间／ｍｓ

改进的ＮＬＰＤＡＧ
算法运行时间／ｍｓ

ＤＡＧ１
２０｛１，３２０，３２２，３２５，３２８，３３０，３３２，３３３，３３７，３３９，
３４２，３４３，３４４，３４５，３４６，３５０，３５３，３５４，３５７，３６１，
５１２｝①

２０｛１，３２０，３２２，３２５，３２８，３３０，３３２，３３３，３３７，３３９，
３４２，３４３，３４４，３４５，３４６，３５０，３５３，３５４，３５７，３６１，
５１２｝

１９５３ ５．４７

ＤＡＧ２７３｛１，１３１，１３５，１３７，１４２，１４６，１４９，１５４，１５９，１６９，１７９，…，４７０，４７５，４８４，４８８，４９３，４９８，５０８，５１２｝②
７３｛１３３，１３８，１４１，１４４，１５１，１５３，１５８，１６２，１７２，
１８２，１８６，…，４６０，４７０，４７６，４８６，４９６，５００，５０４，
５１０，５１２｝

１５１５ ４．３８

ＤＡＧ３

７５｛１，１３１，１３５，１３７，１４２，１４６，１４９，１５１，１５３，１５７，
１６０，１６４，１６９，１７９，１８９，１９１，１９３，１９８，２００，２０６，
２１４，２１６，２２１，２３１，２３９，２４８，２５０，２５６，２６０，２６７，
２６９，２７１，２７３，２７７，２８３，２８８，２９０，２９４，２９６，２９９，
３０３，３０７，３１３，３２１，３２７，３３０，３４０，３４２，３４９，３５９，
３６６，３６９，３７２，３８２，３８６，３９２，３９７，４０２，４０８，４１２，
４１４，４１６，４１８，４２０，４２６，４３５，４４０，４５０，４６０，４７０，
４７５，４８４，４８８，４９３，４９８，５１２｝③

７５｛１２６，１３１，１３５，１４０，１４２，１４６，１４９，１５１，１５３，
１５８，１６２，１７２，１８２，１８６，１９２，１９７，１９９，２０２，２０９，
２１１，２１４，２２０，２２２，２３１，２４１，２５１，２５７，２６１，２６４，
２６７，２６９，２７２，２７５，２７７，２８４，２８８，２９２，２９４，２９６，
３０２，３０４，３０７，３１７，３２６，３３２，３３９，３４１，３４６，３５４，
３６４，３６６，３７１，３７６，３８２，３８６，３９３，３９９，４０２，４０８，
４１２，４１４，４１６，４２３，４３３，４３７，４３９，４４４，４５０，４６０，
４７０，４７６，４８６，４９６，５００，５０４，５１２｝

１８９１ ５．１６

ＤＡＧ４

７８｛１，１３１，１３５，１３７，１４２，１４６，１４９，１５１，１５３，１５７，
１６０，１６４，１６９，１７９，１８９，１９０，１９３，１９８，２００，２０６，
２１４，２１６，２２１，２３１，２３９，２４８，２５０，２５６，２６０，２６７，
２６９，２７１，２７３，２７４，２８３，２８８，２８９，２９４，２９６，２９９，
３０３，３０７，３１３，３２１，３２７，３３０，３４０，３４２，３４９，３５９，
３６６，３６９，３７２，３７４，３７７，３８３，３８５，３８６，３９２，３９７，
４０２，４０８，４１２，４１４，４１６，４１８，４１９，４２６，４３５，４４０，
４５０，４６０，４７０，４７５，４８４，４８８，４９３，４９８，５１２｝

７８｛１２６，１３１，１３５，１４０，１４２，１４６，１４９，１５１，１５３，
１５８，１６２，１７２，１８２，１８６，１９２，１９７，１９９，２０２，２０９，
２１１，２１４，２２０，２２２，２３１，２４１，２５１，２５７，２６１，２６４，
２６７，２６９，２７２，２７５，２７７，２８４，２８８，２９２，２９８，３０１，
３０２，３０４，３０７，３１７，３２６，３３２，３３９，３４１，３４６，３５４，
３６４，３６６，３７１，３７３，３７５，３８１，３８３，３８５，３８６，３９３，
３９９，４０２，４０８，４１２，４１４，４１６，４２３，４３３，４３７，４３９，
４４４，４５０，４６０，４７０，４７６，４８６，４９６，５００，５０４，５１２｝

１４８５ ６．５６

ＤＡＧ５ －④
３３１｛１３３，１３８，１４１，１４４，１５１，１５３，１５８，１６２，１７２，
１８２，１８６，…，１８２５，１８３１，１８３５，１８３８，１８４８，１８５２，
２２８８｝

－ ７４．０６

ＤＡＧ６ －
２８１｛９４６，９５０，９５９，９６７，９７７，９８１，９８５，９９３，１００２，
１０１１，１０１６，…，２２８２，２２８４，２２８８，２２９６，２３００，
２３０１｝

－ ７２．１９

ＤＡＧ７ －
２０３｛４５４，４５９，４６３，４６５，４７５，４７９，４８９，４９８，５０６，
５１３，５１８，…，１４４７，１４５５，１４５７，１４６１，１４６８，１４７７，
２１７１｝

－ ７０．４７

ＤＡＧ８ －
３４３｛１，８，１２，１９，２５，３５，４１，５０，６０，６５，６９，７３，７５，
７９，８６，…，１６９５，１７００，１７０４，１７０９，１７１３，１７２１，
１７２２｝

－ ４３．９１

①“｛｝”前面的数字代表最长路径长度；“｛｝”内的数字串代表求解出的最长路径．
②由于ＤＡＧ２以及ＤＡＧ５～ＤＡＧ８的最长路径长度较大，限于篇幅，我们仅给出了最长路径的开始和结束的部分值，中间的绝大部分采用“…”
进行了省略．

③由于ＤＡＧ３和ＤＡＧ４的最长路径的解仅在３７０附近至３８５附近有所差异，其他部分较为相似，因此本文对这两个实例给出了完整的最长路径．
④由于ＤＡＧ５～ＤＡＧ８图相对较大，ＮＬＰＤＡＧ算法因消耗空间过大，在这些实例上未能给出运行结果．

６２　实验结果分析
（１）本文所提出的ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的效率要

大大优于文献［１６］所提出的算法．
通过表４的全部２０个实例可以看出，文献［１６］

算法的运行时间均显著长于本文算法．如在ＤＡＧ３
中，当路径长度约束犿为１２，顶点数为５１２时，文献
［１６］算法的运行时间为２５２６．１ｍｓ，而ＮＳＰＬＣＤＡＧ
算法的运行时间为４．６９ｍｓ．这些实验充分地说明了
本文所提出的ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的效率要大大优于
文献［１６］算法．

（２）文献［１６］算法的求解时间与顶点数的大小
和解的大小相关，特别是与解的大小相关，解越大，
求解时间增加越显著．

在表４的ＤＡＧ１中，当路径长度约束犿为１２，
顶点数分别为３８４、４４８和５１２时，问题解的大小均
为３８６，算法运行时间分别为１２．５０ｍｓ、１７．１９ｍｓ和
２６．０９ｍｓ，这说明了文献［１６］算法的运行时间与顶

点数的大小相关．而在ＤＡＧ２，ＤＡＧ３和ＤＡＧ４中，
当解显著增加时，问题的求解时间也显著增大．如在
ＤＡＧ３中，当路径长度约束犿为１２，顶点数分别为
３８４、４４８和５１２时，问题解的大小分别为８９７０４、
９９１９８和１３５１９３，其运行时间分别为１３０８．２８ｍｓ、
１６４７．９７ｍｓ和２５２６．１ｍｓ，这些实例充分地说明了
当解显著增加时，文献［１６］算法的求解时间也显著
增大．产生上述现象的原因是，文献［１６］的算法是从
汇点出发，对每条简单路径进行逐一回溯，通过枚举
所有可能的解来获得所有的简单路径，因而文献
［１６］算法的求解时间与解的大小相关．

（３）ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的求解时间与图的大小
和长度约束大小相关，更为重要的是当问题的解显
著增大时，求解时间并不显著增加．

通过表４可以看出，ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的求解时
间与图的尺寸未呈现绝对线性变化，但是当图的尺寸
增大时，运行时间也相应增加，因此ＮＳＰＬＣＤＡＧ
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算法的求解时间与图的大小呈正相关．表５也呈现
出同样的特点，虽然运行时间与路径长度犿未呈现
绝对线性变化，但是随着路径长度约束犿的增大，
运行时间也相应增加，因此ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的求
解时间与长度约束呈正相关．此外，通过表４和５还
可以看出，当问题的解快速增大时，问题的求解时间
并未显著增加，这一特点在表５中体现尤为明显．如
在ＤＡＧ４中，当路径长度约束由１８变为４８时，问
题的解增大了近５×１０９倍，然而问题的求解时间增
加不到一倍，这充分地说明了当问题的解显著增大
时，求解时间并不显著增加．当路径长度约束为１８
时，ＤＡＧ３解的大小小于ＤＡＧ４解的大小，但是在
ＤＡＧ３中的运行时间却略长于ＤＡＧ４，这说明问题
的求解速度与解的大小无关．ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法是
一个高效求解算法是因为其采用网树结构，该结构
将同一层结点名称相同的结点合并为一个网树结
点，有效地避免了组合爆炸现象的发生，大大地提高
了问题的求解速度．

（４）表５中部分实例的解为０的分析与说明．
在表５的ＤＡＧ１中，当长度约束为１７，１９和２１

时，问题的解均为０，造成这一现象的原因有两种：
①通过表６可以看出，ＤＡＧ１的最长路径长度为
２０，因此长度约束在大于最大路径长度时，问题的解
为０，所以ＤＡＧ１中长度约束为２１时，问题的解为
０；②本文的全部有向无环图均采用文献［１５］的算
法转化而来，对于ＤＡＧ１来说，指向汇点的所有有
向边均由模式串犘１的最后一个字符‘ａ’来生成．模
式串犘１中‘ａ’与‘ｔ’交替出现，因此当路径长度约束
为偶数时，问题的解均不为０；而为奇数时，如为１７和
１９时，问题的解均为０．在ＤＡＧ２，ＤＡＧ３和ＤＡＧ４
中存在同样的现象，由于模式串犘２，犘３和犘４中‘ａ’，
‘ｔ’和‘ｇ’三者交替出现，由模式串犘２可知，ＤＡＧ２在
长度约束为３的倍数＋１时，结果均不为０，而在其
它情况下均为０．由模式串犘３和犘４可知，ＤＡＧ３和
ＤＡＧ４在长度约束为３的倍数时，结果均不为０，而其
他情况均为０．表５的ＤＡＧ２，ＤＡＧ３和ＤＡＧ４在不同
长度约束下的求解结果验证了当路径长度约束小于
最长路径长度时，两点间的简单路径数也可能为０．

（５）改进的ＮＬＰＤＡＧ算法适用于求解大规模
有向无环图的最长路径问题．

通过表６可以看出，在求解ＤＡＧ１至ＤＡＧ４的
４个大小为５１２的有向无环图的最长路径时，最长
路径长度达到７８，由于ＮＬＰＤＡＧ算法占用空间较
大，因此在求解这４个实例时，运行时间接近２ｓ；而
改进的ＮＬＰＤＡＧ算法运行时间小于１０ｍｓ．而在

ＤＡＧ５至ＤＡＧ８的大小达到２０００数量级且最长路
径长度达到３００数量级时，ＮＬＰＤＡＧ算法因占用空
间过大，未能给出运行结果；而改进的ＮＬＰＤＡＧ算
法的求解时间小于１００ｍｓ．这充分地说明了改进的
ＮＬＰＤＡＧ算法具有较快的求解速度，适用于求解大
规模有向无环图的最长路径问题．

（６）有向无环图中最长路径不唯一．
在表５的ＤＡＧ１中路径长度约束为２０（即为该

图最长路径长度）时，ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ问题的解为
３６０，这说明在ＤＡＧ１中，从顶点１到顶点５１２共有
３６０条不同的最长简单路径．此外，表６中ＮＬＰＤＡＧ
算法和改进的ＮＬＰＤＡＧ算法在ＤＡＧ１至ＤＡＧ４中
给出相同的最长路径长度，相互验证了算法的正确
性，并在ＤＡＧ２，ＤＡＧ３和ＤＡＧ４中给出了不同的最
长路径，充分地说明了有向无环图中最长路径不
唯一．

（７）对其它现象的分析与说明．
对于表４的ＤＡＧ１，当其尺寸发生变化时，问题

的解可能并不发生变化，即ＤＡＧ１在３８４和４４８个
结点的子图以及原图上问题的解均为３８６，这说明
在ＤＡＧ１中从顶点１至顶点５１２在路径长度约束
为１２的情况下，没有经过顶点３８４～５１１的路径．

由于ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法采用了动态分配内存的
方式，因此运行时间会有一定的扰动，故算法在表４
的ＤＡＧ３中顶点数为２５６和３２０时，取得了相同的
运行时间１．５６ｍｓ；另外在表５的ＤＡＧ４中，长度约
束为１２和１８时，运行时间都为４．５３ｍｓ；在表５的
ＤＡＧ１中，在长度约束为１８时，算法运行时间比长
度约束为１９，２０和２１的运行时间都长；在表５的
ＤＡＧ２中，在长度约束为１６时，算法运行时间比长
度约束为１７和１８的运行时间都长，这说明算法在
某些实例上运行时间会有一定的扰动．

７　结　论
本文研究了求解ＳＰＬＣｉｎＤＡＧｓ问题的

ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法，该算法将此问题转化为一棵网
树，并利用网树的树根路径数性质对该问题进行求
解．网树的多前驱多后继性有效地避免了组合爆炸
现象的发生，大大地提高了问题的求解速度，使得
ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法的时间复杂度和空间复杂度分别
为犗（犿×狀×狋）和犗（狀＋｜犈｜），这里犿，狋，狀和｜犈｜分
别表示两点间的路径长度约束、顶点最大出度以及
顶点数和边数．本文通过对ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法进行
适当修改，形成了有向无环图中求解最长路径问题
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的ＮＬＰＤＡＧ算法，在对ＮＬＰＤＡＧ算法进行改进
后，形成了改进的ＮＬＰＤＡＧ算法．改进的ＮＬＰＤＡＧ
算法的时间复杂度和空间复杂度分别为犗（｜犈｜）和
犗（狀＋｜犈｜），这里狀和｜犈｜分别表示图的顶点数和
边数．对比性实验验证了ＮＳＰＬＣＤＡＧ算法和改进
的ＮＬＰＤＡＧ算法的正确性和有效性．
致　谢　匿名审稿人对本文提出了宝贵修改意见，在
此表示感谢！
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