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摘　要　基于圆的摄像机标定有着无可比拟的优势．目前，虽有文献证明了圆在反射折射摄像机下的像是一条四
次曲线，但由于存在遮挡，仅仅部分封闭曲线在像平面上是可见的，且通过其可见部分无法拟合圆像的方程，进而
无法标定摄像机参数．因此，当摄像机位率为１且斜率为０时，作者提出了一种抛物反射折射圆像的拟合方法，为
研究基于圆的摄像机标定算法奠定了基础．首先，推导出了抛物反射折射圆像需要满足的条件；其次，在这些条件
基础上提出了一种抛物反射折射圆像的拟合方法；最后，利用拟合得到的抛物反射折射圆像和通过抛物镜面的投
影轮廓线估计得到的摄像机主点直接计算出摄像机焦距，以此评价文中拟合方法的性能．大量的模拟实验和真实
实验均验证了文中拟合方法的有效性．
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１　引　言
反射折射摄像机可以获得很大的视角，因而被

广泛应用于视觉监控、虚拟现实和机器人导航等领
域．它是由一个透视摄像机和正前方的反射镜面构
成的一种全向摄像机，可以分为两类［１２］：一类为中
心反射折射摄像机，另一类为非中心反射折射摄像



机．其中，中心反射折射摄像机容易生成透视图像，
因而得到了更广泛的应用．其反射镜面包括抛物镜
面、双曲镜面、椭球镜面和平面镜．２００１年，Ｇｅｙｅｒ和
Ｄａｎｉｉｌｉｄｉｓ［３４］研究了反射折射摄像机的射影几何理
论．作者证明了反射折射成像过程等价于经过单位
球的两步成像过程，从而给出了关于射影几何的统
一模型．由于传统的透视摄像机可以看成由一个虚
拟的平面镜和透视摄像机构成，因此被统一到该射
影模型中．

目前，关于反射折射摄像机标定方法的研究十
分活跃．近年来，文献中已经有了一系列的标定算
法，其中具有代表性的有：（１）基于三维控制点的方
法．（２）基于二维控制点的方法．（３）基于直线的方
法．（４）基于球的方法．（５）自标定方法．

（１）基于三维控制点的方法．主要利用三维空
间坐标与其二维图像坐标之间的对应关系恢复反射
折射摄像机的内外参数．该方法的优点是标定精度
高，不足在于需要精度很高的标定块．Ａｌｉａｇａ［５］设计
了一种抛物反射折射摄像机模型，并在此基础上给
出了摄像机内参数和姿态估计算法．估计摄像机内
参数时使用了三维点坐标与其对应的二维图像点坐
标之间的关系，而进行姿态（外参数）估计时使用了
基于界标的姿态估计算法．２００８年，Ｂａｓｔａｎｌａｒ等
人［６］以文献［７］的理论为基础，提出了一种类似
ＤＬＴ的标定算法．

（２）基于二维控制点的方法．主要利用具有控
制点的二维标定块作为标定物进行摄像机标定．
Ｓｃａｒａｍｕｚｚａ等人［８］假设反射折射成像过程可以用
Ｔａｙｌｏｒ展式来表示，从而提出了一种标定反射折射
摄像机的方法．不同于上述文献，Ｍｅｉ和Ｒｉｖｅｓ［９］在
标准的反射折射摄像机成像模型基础上，提出了一
种基于平面标定物的反射折射摄像机标定方法．
２００７年，Ｄｅｎｇ等人［１０］基于反射折射成像模型和透
视摄像机成像模型之间的变换关系，利用非线性优
化方法估计了摄像机内外参数．２００９年，Ｚｈａｎｇ等
人［１１］研究了一组反射折射直线像的几何性质，并提
出了通过手动标注平面标定块的交点来标定摄像机
的方法．

（３）基于直线的方法．不需要知道空间直线之
间的相对位置以及直线相对于摄像机的位置关系，
但是只能估计摄像机的内参数，不能估计外参数．
１９９９年，Ｇｅｙｅｒ和Ｄａｎｉｉｌｉｄｉｓ［１２］研究了两组平行直线
在抛物反射折射摄像机下像（二次曲线）的性质，由
此提出了一种恢复抛物反射折射摄像机内参数的方

法．２００２年，作者在另一文献［１３］中研究了空间直
线在抛物反射折射摄像机下像的射影不变性质，根
据这一性质提出了一种在没有任何度量信息的情况
下，恢复摄像机所有内参数的方法．然而，这两种方
法都只是针对抛物反射折射摄像机进行了研究．对
此，Ｂａｒｒｅｔｏ和Ａｒａｕｊｏ［１４］给出了直线在所有反射折
射摄像机下像的具体表达式，且研究了它们的几何
性质并将其应用于摄像机的标定．此外，Ｗｕ等人［１５］

提出了一种基于直线的线性标定方法，该方法同样
适用于所有的反射折射摄像机．文中，作者引入了对
极图像点，并研究了图像点与其对极图像点之间的
关系，从而得到一组关于反射折射摄像机内参数的
线性约束方程．通过这些约束方程，基于３条或３条
以上直线的像就可以恢复反射折射摄像机的所有内
参数．

（４）基于球的方法．由于球的投影轮廓线通常
是封闭的二次曲线（椭圆），从而可以得到很高的拟
合精度，进而得到较高的标定精度．Ｙｉｎｇ和Ｈｕ［１６］
提出了一种基于直线像或球像进行反射折射摄像机
标定的统一模型．文中，作者通过直线或球的映射得
到了关于反射折射摄像机内参数的约束方程，从而
估计出摄像机的内参数．由于该方法得到的约束方
程是非线性的，作者提出了一个两步标定算法，即把
内参数分成两组分别求解．然而，即使分成两步求解
也要进行非线性优化，并且需要一个很好的初值．针
对这一问题，Ｙｉｎｇ和Ｚｈａ［１７］定义了校正的内参数矩
阵、绝对二次曲线的校正像（ＭＩＡＣ）以及对偶绝对
二次曲线的校正像（ＤＭＩＡＣ）．在此基础上，作者提
出了一种基于球像的线性反射折射摄像机标定算
法．该方法较文献［１６］中提出的方法大大提高了运
行速度，且能达到相似的精度．然而，这两种方法对
于抛物反射折射摄像机都属于退化的情况．因此，
Ｄｕａｎ和Ｗｕ［１８１９］提出了一种基于球像的抛物反射
折射摄像机标定方法，从而完善了基于球的中心反
射折射摄像机标定方法．

（５）自标定方法．直接从场景图像出发，使用多
幅图像对应点之间的约束来标定摄像机．优点在于
不需要使用标定块且不需要任何关于摄像机运动和
场景几何结构的信息，不足在于精度不高．Ｋａｎｇ［２０］
基于反射折射摄像机的成像特征，利用点对间相互
关系的一致性，描述了一种可行的抛物反射折射摄
像机自标定方法．

圆在现实生活中是普遍存在的，且基于圆的标
定算法有着无可比拟的优势，如标定时不需要物体
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与图像、图像与图像之间进行匹配．然而，由于反射
折射摄像机存在大的畸变，在该摄像机下对这一问
题的研究还很不透彻且还有很多困难．２０１１年，
Ｄｕａｎ和Ｗｕ［２１］推导出了圆在反射折射摄像机下的
像是一条四次曲线，并在此基础上统一了几何元在
反射折射摄像机下的成像理论．此外，文中指出由于
存在遮挡，仅仅圆像的部分封闭曲线在像平面上是
可见的，且通过其可见部分无法拟合出圆像的方程，
进而无法估计摄像机的内外参数．针对这一问题，当
位率为１和斜率为０时，本文提出了一种抛物反射
折射圆像的拟合方法，为研究基于圆的标定算法奠
定了基础．首先，推导出了抛物反射折射圆像需要满
足的条件；其次，在此基础上建立了一种目标函数，
从而通过最小化该目标函数来优化得到圆像的方
程；最后，利用拟合得到的圆像和抛物镜面的投影轮
廓线估计的摄像机主点计算出摄像机焦距，以此来
评价拟合方法的性能．模拟实验和真实实验均验证
了我们方法的有效性．

本文第２节是一些预备知识；第３节推导出抛
物反射折射圆像需要满足的条件；第４节给出一种
抛物反射折射圆像的拟合方法；第５节是模拟实验
和真实实验；最后给出本文的结论．

２　预备知识
２１　透视摄像机

图１　透视摄像机成像模型

设摄像机的内参数矩阵为
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其中，狉犮为位率，犳犮为焦距，狊为畸变因子，［狌０狏０１］Ｔ
为摄像机主点坐标记为狆．设空间点犡＝［狓狔狕］Ｔ
对应的图像点为犿＝［狓狔１］Ｔ，则空间点在像平
面上的成像过程可表示为（如图１所示）

α犿＝犓犮［ ］犚狋犡［］１ （１）

其中，α是非零的常数因子，犚是一个３阶的旋转矩
阵，狋是长度为３的平移向量，［ ］犚狋是摄像机外参
数矩阵．
２２　反射折射摄像机

Ｇｅｙｅｒ和Ｄａｎｉｉｌｉｄｉｓ［３］指出所有中心反射折射成
像过程都等价于一个经过单位球的两步成像模型．
如图２所示：首先，在视球坐标系犗犡狊犢狊犣狊下，空间
点犡经过透视射影到以反射镜面焦点犗为中心的
单位球上的点犡狊＝［狓狊狔狊狕狊］Ｔ；然后，以空间点犗犮
为投影中心将犡狊投影到与直线犗犮垂直的平面Π上，
从而形成图像点犿．其中犗犮称为虚拟摄像机光心，犗
称为视球中心．

图２　反射折射摄像机成像模型
虚拟摄像机的光轴是直线犗犗犮，则直线犗犗犮与

像平面Π的交狆＝［狌０狏０１］Ｔ为摄像机的主点．犗犮到
犗的距离ξ＝犗－犗犮称为镜面参数，不同的镜面参
数对应不同类型的反射镜面：当０＜ξ＜１时，对应的
反射镜面是双曲面或椭球面；当ξ＝１时，对应的反射
镜面是抛物面；当ξ＝０时，对应的反射镜面是平面镜．

反射折射摄像机的成像过程可表示为
α犿＝犓犮 犚犡＋狋

犚犡＋狋＋（００ξ）（ ）Ｔ，
其中，犓犮为摄像机内参数矩阵，为向量范数，且ξ
表示镜面参数．其它参数见式（１）．
２３　对极图像点

中心反射折射摄像机下，吴福朝等人［１５］给出了
对极图像点的定义及性质．

定义１．如果犿和犿′分别是某条视球直径的两
个端点的像，则｛犿，犿′｝称为一对对极图像点（见图３）．

图３　犿，犿｛ ｝′是一对对极图像点

命题１．在中心反射折射摄像机下，如果
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犿，犿｛ ｝′是一对对极图像点，则
１＋１＋τ犿Ｔ

!槡 犿
犿Ｔ

!犿 犿＋１＋１＋τ犿′Ｔ!犿槡 ′
犿′犜!犿′ 犿′＝２狆

（２）
其中，τ＝（１－ξ２）／ξ２，!＝犓－Ｔ犮犓－１犮．在抛物反射镜面
情况下，式（２）简化为

１
犿Ｔ!犿犿＋

１
犿′犜!犿′犿′＝狆 （３）

３　抛物反射折射圆像的性质
在现实生活中，我们使用的摄像机近似为标准的

透视摄像机，即位率为１且斜率为０．因此，我们只讨
论当狉犮＝１且狊＝０时，抛物反射折射圆像的性质．

圆在抛物反射折射摄像机下的像是一条四次曲
线［２１］（如图４所示）．设犿为四次曲线（圆像）上的
点，则
４珦犿Ｔ^犆珦犿－４珦犿Ｔ^犆犲珦犿Ｔ珦犿＋犲Ｔ^犆犲（珦犿Ｔ珦犿）２＝０（４）

其中犲＝［００１］Ｔ，珦犿＝犓－Ｔ犮犿，犓犮为摄像机内参
数矩阵，^犆是一个３×３的对称矩阵．

图４　圆在反射折射摄像机下的像

当狉犮＝１且狊＝０时，摄像机内参数矩阵为

犓犮＝
犳犮 ０狌０

犳犮狏０
熿
燀

燄
燅１
，

则

犓－１犮＝

１
犳犮 ０－狌０犳犮

１
犳犮 －狏０犳犮

熿

燀

燄

燅１
为简化表达式，记

犓－１犮＝
犪０犱
犪犲

熿
燀

燄
燅１
，^犆＝

犮１１犮１２犮１３
犮１２犮２２犮２３
犮１３犮２３犮
熿
燀

燄
燅３３
．

　　在抛物反射折射摄像机下，圆的像是一条四次

曲线．因为四次曲线有１４个自由度（ＤＯＦ），则可以
用一个１４维射影空间中的一个点犆来表示．通过
Ｍａｐｌｅ程序展开式（４）得到抛物反射折射圆像的具
体代数表达式．犿＝［狓狔１］Ｔ为圆像上的点，则
犆（１）狓４＋犆（２）狓３狔＋犆（３）狓２狔２＋犆（４）狓狔３＋犆（５）狔４＋
犆（６）狓３＋犆（７）狓２狔＋犆（８）狓狔２＋犆（９）狔３＋犆（１０）狓２＋
犆（１１）狓狔＋犆（１２）狔２＋犆（１３）狓＋犆（１４）狔＋犆（１５）＝０．

犆的具体表达式为

犆（１：９）＝

犪４犮３３
０

２犪４犮３３
０
犪４犮３３
－４犪３狋１
－４犪３狋２
－４犪３狋１
－４犪３狋

熿

燀

燄

燅２

（５）

且
犆（１０）＝－２犪２（６犱狋１＋２犲狋２－２狋３＋（犱２＋犲２＋１）犮３３）
犆（１１）＝－８犪２（犲狋１＋犱狋２－狋５）
犆（１２）＝－２犪２（２犱狋１＋６犲狋２－２狋４＋（犱２＋犲２＋１）犮３３）
犆（１３）＝－４犪（（３犱２＋犲２－１）狋１＋２狋２犱犲－２犱狋３－２犲狋５）
犆（１４）＝－４犪（２狋１犱犲＋（犱２＋３犲２－１）狋２－２犲狋４－２犱狋５）
犆（１５）＝－４（犱２＋犲２－１）（犱狋１＋犲狋２）＋８犱２狋３＋

４犲２狋４＋２狋５犱犲＋（犱２＋犲２＋１）２犮

烅

烄

烆 ３３

（６）
其中

狋１＝犮１３－犱犮３３
狋２＝犮２３－犲犮３３
狋３＝犮１１－犱２犮３３
狋４＝犮２２－犲２犮３３
狋５＝犮１２－犱犲犮

烅

烄

烆 ３３

．

　　定理１．　假设圆在抛物反射折射摄像机下的
像为四次曲线犆，则有下列等式成立：

δ１＝犆（２）＝０，
δ２＝犆（４）＝０，
δ３＝犆（３）－２犆（１）＝０，
δ４＝犆（５）－犆（１）＝０，
δ５＝犆（６）－犆（８）＝０，
δ６＝犆（７）－犆（９）＝０．

　　证明．　由式（５）可知，结论成立． 证毕．
通常情况下，由于反射镜面的投影轮廓线估计

的摄像机主点是比较准确的．因此，当摄像机主点已
知，则有下列定理成立．
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定理２．　假设摄像机主点狆＝［狌０狏０１］Ｔ已
知，且圆在抛物反射折射摄像机下的像为四次曲线
犆．则有下列等式成立：
δ７＝（犆（７）＋４狏０犆（１））α１－（犆（６）＋４狌０犆（１））α２＝０
其中
α１＝犆（１３）＋２狌０狏０犆（７）＋２狌２０犆（６）＋２狌０犆（１０）＋
　狏０犆（１１）
α２＝犆（１４）＋２狌０狏０犆（６）＋２狏２０犆（７）＋２狏０犆（１２）＋
　狌０犆（１１
烅
烄

烆 ）
　　证明．　由犓－１犮知

１
犪＝犳犮，

犱
犪＝－狌０，

犲
犪＝－狏０．

记
τ１＝犳犮狋１犮３３，τ２＝犳犮

狋２
犮３３，

τ３＝犳２犮狋３犮３３，τ４＝犳
２犮
狋４
犮３３，τ５＝犳

２犮
狋５
犮３３．

由式（５）可知
τ１＝－１４

犆（６）
犆（１）

τ２＝－１４
犆（７）
犆（１

烅
烄

烆 ）
（７）

由式（６）可知
犆（１０）
犆（１）＝－（１２狌０τ１＋４狏０τ２＋４τ３－２（狌

２０＋狏２０＋犳２犮））
犆（１１）
犆（１）＝－（８狏０τ１＋８狌０τ２＋８τ４）
犆（１２）
犆（１）＝－（４狌０τ１＋１２狏０τ２＋４τ５－２（狌

２０＋狏２０＋犳２犮））
犆（１３）
犆（１）＝－４（（３狌

２０＋狏２０－犳２犮）τ１＋２狌０狏０τ２＋
　　　２狌０τ３＋２狏０τ５）
犆（１４）
犆（１）＝－４（２狌０狏０τ１＋（狌

２０＋３狏２０－犳２犮）τ２＋
　　　２狏０τ４＋２狌０τ５

烅

烄

烆 ）
（８）

把式（７）代入式（８）中前三项，解得

τ３＝（１４犆（１０）犆（１）＋３狌０
犆（６）
犆（１）＋狏０

犆（７）
犆（１）＋

２（狌２０＋狏２０＋犳２犮））
τ４＝（１８犆（１１）犆（１）＋狌０

犆（７）
犆（１）＋狏０

犆（６）
犆（１））

τ５＝（１４犆（１２）犆（１）＋狌０
犆（６）
犆（１）＋３狏０

犆（７）
犆（１）＋

２（狌２０＋狏２０＋犳２犮）
烅

烄

烆 ）

（９）

此外，把式（７）和式（９）代入式（８）第４项得
犆（１３）
犆（１）＋（３狌

２０＋狏２０＋犳２犮）犆（６）犆（１）＋２狌０狏０
犆（７）
犆（１）＋

２狌０犆（１０）犆（１）＋狏０
犆（１１）
犆（１）＋４狌０（狌

２０＋狏２０＋犳２犮）＝０，
由上式解出

犳２犮＝－ β１（犆（６）＋４狌０犆（１）） （１０）
其中β１＝犆（１３）＋（３狌２０＋狏２０）犆（６）＋２狌０狏０犆（７）＋
２狌０犆（１０）＋狏０犆（１１）＋４狌０（狌２０＋狏２０）犆（１）．
　　同理，把式（７）和式（９）代入式（８）第５项得
犆（１４）
犆（１）＋（狌

２０＋３狏２０＋犳２犮）犆（７）犆（１）＋２狌０狏０
犆（６）
犆（１）＋

狌０犆（１１）犆（１）＋２狏０
犆（１０）
犆（１）＋４狏０（狌

２０＋狏２０＋犳２犮）＝０，
由上式解出

犳２犮＝－ β２（犆（７）＋４狏０犆（１）） （１１）
其中β２＝犆（１４）＋（狌２０＋３狏２０）犆（７）＋２狌０狏０犆（６）＋
狌０犆（１１）＋２狏０犆（１２）＋４狏０（狌２０＋狏２０）犆（１）．
由式（１０）和式（１１）相等得

β１（犆（６）＋４狌０犆（１））－
β２（犆（７）＋４狏０犆（１））＝０，

上式整理得
δ７＝（犆（７）＋４狏０犆（１））α１－（犆（６）＋４狌０犆（１））α２）＝０，
其中，

α１＝犆（１３）＋２狌０狏０犆（７）＋２狌２０犆（６）＋
　　２狌０犆（１０）＋狏０犆（１１）
α２＝犆（１４）＋２狌０狏０犆（６）＋２狏２０犆（７）＋
　　２狏０犆（１２）＋狌０犆（１１
烅
烄

烆 ）
．

证毕．
　　假设犆为抛物反射折射圆像，则定理１和定理２
成立，从而可以用来优化抛物反射折射圆像的方程．

４　抛物反射折射圆像的拟合方法
本节，我们利用３节得到的定理１和定理２优

化估计抛物反射折射圆像的方程．
假设在像平面上抛物反射折射圆像为犆．犿犻是

从犆上提取的图像点，其中犻＝１，２，…，犖．
通常情况下，反射镜面的投影轮廓线在像平面

上是可见的且为一条二次曲线．首先，通过最小二乘
方法拟合得到抛物镜面的投影轮廓线犆０．然后通过
犆０对摄像机内参数进行初始化．
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４１　初始化
因为ｒｃ＝１且ｓ＝０，则犆０的表达式为

犆０＝
犱１１ ０犱１３
０犱１１犱２３
犱１３犱２３犱

熿

燀

燄

燅３３
，

从而，摄像机内参数犳犮，狌０，狏０的初始估计为
狌０＝犱１２犱２３－犱２２犱１３犱１１犱２２－犱２１２
狏０＝犱１２犱１３－犱１１犱２３犱１１犱２２－犱２１２
犳犮＝狆Ｔ犆０

烅

烄

烆 狆

（１２）

其中［狌０狏０１］Ｔ为摄像机主点狆．接下来，利用得到
的初始内参数，根据式（３）计算出犿犻＝［狓犻，狔犻，１］Ｔ的
对极图像点犿′犻＝［狓′犻，狔′犻，１］Ｔ，犻＝１，２，…，犖．然后利
用点（犿犻，犿′犻），犻＝１，２，…，｛ ｝犖通过最小化下面的目
标函数来初始估计抛物反射折射圆像犆：

犉１＝犕Ｔ犕 （１３）
其中
犕＝［珦犿１珦犿２…珦犿犖珦犿′１珦犿′２…珦犿′犖］Ｔ，
珦犿犻＝（狓４犻，狓３犻狔犻，狓２犻狔２犻，狓犻狔３犻，狔４犻，狓３犻，狓２犻狔犻，狓犻狔２犻，狔３犻，狓２犻，

狓犻狔犻，狔２犻，狓犻，狔犻，１），
珦犿′犻＝（狓′４犻，狓′３犻狔′犻，狓′２犻狔′２犻，狓′犻狔′３犻，狔′４犻，狓′３犻，狓′２犻狔′犻，狓′犻狔′２犻，狔′３犻，

狓′２犻，狓′犻狔′犻，狔′２犻，狓′犻，狔′犻，１）．
　　到目前为止，我们得到了四次曲线犆的初始估
计．下面，给出抛物反射折射圆像的拟合方法．
４２　抛物反射折射圆像的拟合方法

拟合方法．
输入：从抛物镜面的投影轮廓线和圆像上分别手动提

取图像点犿０犻和犿犻（犻＝１，２，…，犖）
输出：抛物反射折射圆像的方程犆
１．通过犿０犻，犻＝１，２，…，｛ ｝犖估计抛物镜面的投影轮廓

线，从而得到摄像机内参数的初始估计；
２．通过初始化的摄像机内参数和图像点｛犿犻，犻＝１，

２，…，犖｝，利用４．１节提出的方法得到圆像犆的初始估计；
３．定义目标函数

犉＝犕Ｔ犕＋λ∑
７

犻＝１
δ２犻 （１４）

其中，λ指Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子，犕见式（１３），δ犻见定理１和定理２
（犻＝１，２，…，７）．通过最小化目标函数（１４）优化得到圆像的
方程犆．

５　实验结果
本节通过模拟和真实实验来验证我们拟合方法

的性能．
首先，用抛物镜面的投影轮廓线估计摄像机主

点．而由式（１０）或式（１１）可知，通过优化得到的圆像

和摄像机主点可以直接计算出摄像机焦距，以此来
评价我们拟合方法的性能．
５１　模拟实验

在模拟实验中，假设反射折射摄像机内参数矩
阵为

犓犮＝
６０００５００

６００３５０
熿

燀

燄

燅１
．

其中，［５００３５０１］Ｔ为摄像机主点狆，６００为摄像
机焦距犳犮．

图５是模拟生成的圆像．其中大的二次曲线是
抛物镜面的投影轮廓线，小的封闭曲线是圆在抛物
反射折射摄像机下的像．在圆像上的每个图像点加
入均值为０，标准差为σ的高斯噪声，σ分别取为
０．５，１，１．５，２，２．５，３．由于图像边缘的分辨率比较
低，我们在抛物镜面投影轮廓线上的每个图像点加
入均值为０，标准差为２σ的高斯噪声．在每个噪声
水平下分别做１００次独立实验．

图５　模拟生成的图像

利用第４节提出的方法来估计抛物反射折射圆
像的方程．图６给出了点到四次曲线（圆像）代数距
离的均值和标准差．从图６中可以看出，抛物反射折
射圆像得到了很好的估计，从而说明了我们拟合方
法的有效性．

图６　点到四次曲线代数距离的均值和标准差
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此外，用拟合得到的四次曲线（圆像）和式（１２）
估计的摄像机主点，通过式（１０）直接解出焦距犳犮．
然后，把求出的焦距犳犮和通过式（１２）初始化的焦距
犳犮０进行比较．图７给出了比较结果，也说明了我们
提出的方法可以较准确地拟合出抛物反射折射圆像
的方程．

图７　焦距犳犮和焦距犳犮０的比较结果

５２　真实实验
我们用由捷克技术大学感知中心（ＴｈｅＣｅｎｔｅｒ

ｆｏｒＭａｃｈｉｎｅＰｅｒｃｅｐｔｉｏｎ，ＣｚｅｃｈＴｅｃｈｎｉｃａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ）
设计的旋转双曲镜面和ＮＩＫＯＮＣＯＯＬＰＩＸ９９０数
码相机构成的反射折射摄像机进行实验．该反射折
射摄像机的镜面参数ξ＝０．９６６接近１，因此可以
近似为抛物反射折射摄像机来进行实验．用该摄像
机拍摄杯子的图像（如图８所示），图像分辨率为
１０８０×８１０．

图８　拍摄的真实图像

首先，利用以下网址上提供的方法分别手动提
取反射镜面的投影轮廓线和圆像（即Ａ杯子和Ｂ杯
子的杯口）上的图像点：ｈｔｔｐ／／ｍａｉｌ．ｉｓｒ．ｕｃ．ｐｔ／～
ｃａｒｌｏｓｓ／ｓｏｆｔｗａｒｅ／ｓｏｆｔｗａｒｅ．ｈｔｍ．然后，用本文提出
的拟合方法对图８中Ａ杯子和Ｂ杯子的杯口进行
拟合．把拟合得到的四次曲线反投影到图８中．图９

给出了放大后的反投影结果，可以看出圆像得到了
较好的拟合．此外，用拟合得到的四次曲线（抛物反
射折射圆像）和式（１２）估计的摄像机主点，通过式
（１０）计算出摄像机焦距犳犮．由于缺乏参数的真值，
我们用得到的摄像机内参数对图１０进行校正，通过
校正后的直线像是否保持直线来评价标定结果．

图９　拟合抛物反射折射圆像得到的结果

图１０　检验图

图１１　通过拟合Ａ杯子的杯口得到的校正结果

９６０２１０期 段慧仙等：一种抛物反射折射圆像的拟合方法



图１２　通过拟合Ｂ杯子的杯口得到的校正结果

图１１和图１２分别为拟合Ａ杯子和Ｂ杯子的杯口
得到的校正结果．从图１１和图１２中可以看出天花
板上的直线得到了很好的校正，从而说明了我们拟
合方法的有效性．

６　结　论
圆在反射折射摄像机下的像是一条四次曲线，

但由于存在遮挡，通过其在像平面上的可见部分无
法正确地拟合圆像的方程．对此，本文提出了一种抛
物反射折射圆像的拟合方法，为研究基于圆的摄像
机标定奠定了基础．首先，推导出了抛物反射折射圆
像需要满足的条件；其次，利用这些条件来优化得到
圆像的方程；最后，利用拟合得到的抛物反射折射圆
像和摄像机主点计算出摄像机焦距，以此评价我们
拟合方法的性能．模拟实验和真实实验均验证了我
们拟合方法的有效性．从实验结果中也可以看出，在
没有高标定精度要求的情况下，通过一个圆像可以
直接计算出摄像机的焦距．在以后的工作中，我们将
继续研究圆在双曲镜面或椭球反射折射摄像机下像
的拟合方法及基于圆的摄像机标定方法．
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２０１１：６４９６５２

［１９］ＤｕａｎＨｕｉＸｉａｎ，ＷｕＹｉＨｏｎｇ．Ａｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒｐａ
ｒａｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａｆｒｏｍｓｐｈｅｒｅｉｍａｇｅｓ．ＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉ
ｔｉｏｎＬｅｔｔｅｒｓ，２０１２，３３（６）：６７７６８４

［２０］ＫａｎｇＳＢ．Ｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｓｅｌｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ

ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＶｉｓｉｏｎａｎｄＰａｔｔｅｒｎＲｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．
ＨｉｌｔｏｎＨｅａｄ，ＵＳＡ，２０００：２０１２０７

［２１］ＤｕａｎＨｕｉＸｉａｎ，ＷｕＹｉＨｏｎｇ．Ｕｎｉｆｉｅｄｉｍａｇｉｎｇｏｆｇｅｏｍｅｔｒｉｃ
ｅｎｔｉｔｉｅｓｕｎｄｅｒｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａａｎｄｃａｍｅｒａｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＡｉｄｅｄＤｅｓｉｇｎａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓ，
２０１１，２３（５）：８９１８９８（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（段慧仙，吴毅红．反射折射几何元统一成像及标定性讨论．
计算机辅助与图形学学报，２０１１，２３（５）：８９１８９８）

犇犝犃犖犎狌犻犡犻犪狀，ｂｏｒｎｉｎ１９８３，
Ｐｈ．Ｄ．．Ｈｅｒｍａｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎ
ｃｌｕｄｅｃａｍｅｒａｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ，３Ｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃ
ｔｉｏｎ．

犔犐犌狌犪狀犵犢犪狅，ｂｏｒｎｉｎ１９６５，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．
ｓｕｐｅｒｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｍａｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｇｒａｐｈｉｃｓａｎｄ
ｉｍａｇｅｒｅｓｅａｒｃｈｗｏｒｋ，ｖｉｒｔｕａｌｒｅａｌｉｔｙ．

犔犐犆犺犪狅，ｂｏｒｎｉｎ１９７９，Ｐｈ．Ｄ．．Ｈｉｓｍａｉｎｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒ
ｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｇｒａｐｈｉｃｓａｎｄｉｍａｇｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ｖｉｒｔｕａｌｒｅａｌｉｔｙ．

犜犃犖犢狌狀犔犪狀，ｂｏｒｎｉｎ１９７２，Ｐｈ．Ｄ．．Ｈｅｒｍａｉｎｒｅ
ｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｖｉｒｔｕａｌｒｅａｌｉｔｙ，ｖｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎｉｎｓｃｉｅｎ
ｔｉｆｉｃｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
　　Ｉｎｃｏｍｐｕｔｅｒｖｉｓｉｏｎ，ｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａｈａｓａｌａｒｇｅｆｉｅｌｄ
ｏｆｖｉｅｗａｎｄｃａｎｂｅｗｉｄｅｌｙｕｓｅｄｉｎｖｉｒｔｕａｌｒｅａｌｉｔｙ，ｒｏｂｏｔｎａｖｉ
ｇａｔｉｏｎａｎｄｖｉｓｕａｌｓｕｒｖｅｉｌｌａｎｃｅｅｔｃ．Ｉｔｉｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎｔｈａｔｔｈｅ
ｃａｍｅｒａｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｉｓａｐｒｅｒｅｑｕｉｓｉｔｅｆｏｒｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｃａｔａ
ｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａ．Ｎｏｗ，ｉｎｔｈｅｌｉｔｅｒａｔｕｒｅｓ，ｔｈｅｒｅａｒｅｍａｎｙｃａｌｉ
ｂｒａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｒｏｍｐｏｉｎｔｓ，ｌｉｎｅｓａｎｄｓｐｈｅｒｅｓ，ｗｈｉｃｈｓｔｉｌｌ
ｃａｎｎｏｔｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｃａｍｅｒａｐａｒａｍｅｔｅｒｓ．Ｉｎａｄｄｉ
ｔｉｏｎ，ｃｉｒｃｌｅｓａｒｅｑｕｉｔｅｃｏｍｍｏｎｉｎｏｕｒｌｉｆｅａｎｄｃａｍｅｒａｃａｌｉｂｒａ
ｔｉｏｎｆｒｏｍｃｉｒｃｌｅｓｈａｓｇｒｅａｔａｄｖａｎｔａｇｅｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｄｕｅｔｏｔｈｅ
ｌａｒｇｅｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｒｅａｒｅｓｔｉｌｌｍａｎｙｐｒｏｂｌｅｍｓｏｎｃａｔａ
ｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎａｎｄｌｉｔｔｌｅａｔｔｅｎｔｉｏｎｈａｓｂｅｅｎｐａｉｄ
ｔｏｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｆｒｏｍｃｉｒｃｌｅｉｍａｇｅｓ．

Ｉｎｏｕｒｐａｓｔｗｏｒｋ，（１）ｗｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｎｅｗｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃ
ｌｉｎｅｆｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｃｈｉｓｓｕｉｔａｂｌｅｔｏａｌｌｋｉｎｄｓｏｆｃｅｎｔｒａｌ
ｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａｓａｎｄｈａｓｈｉｇｈｅｒａｃｃｕｒａｃｙｔｈａｎｓｔａｔｅｏｆ
ｔｈｅａｒｔｍｅｔｈｏｄｓ；（２）ｗｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｆｏｒ
ｐａｒａｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａｆｒｏｍｔｈｒｅｅｓｐｈｅｒｅｉｍａｇｅｓａｎｄｍａｄｅ
ｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｓｐｈｅｒｅｓｆｏｒｃｅｎｔｒａｌｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａｓ
ｂｅａｃｏｍｐｌｅｔｅｓｙｓｔｅｍ；（３）ｗｅｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｅｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃ
ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆａｃｉｒｃｌｅｉｓａｑｕａｒｔｉｃｃｕｒｖｅ，ａｎｄｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｔｈｅ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｆｏｒｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｂａｓｅｄｏｎｃｉｒ
ｃｌｅｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｄｕｅｔｏｔｈｅｐａｒｔｉａｌｏｃｃｌｕｓｉｏｎ，ｏｎｌｙｐａｒｔｏｆｔｈｅ
ｑｕａｒｔｉｃｃｕｒｖｅｉｓｖｉｓｉｂｌｅｏｎｔｈｅｉｍａｇｅｐｌａｎｅ，ａｎｄｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃ

ｃｉｒｃｌｅｉｍａｇｅｃａｎｎｏｔｂｅｅｓｔｉｍａｔｅｄｆｒｏｍｔｈｅｖｉｓｉｂｌｅｐａｒｔ．Ｉｎｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒ，ｗｅｐｒｏｐｏｓｅａｆｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｏｆｐａｒａｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃｉｒｃｌｅ
ｉｍａｇｅｆｏｒｔｈｅｃａｓｅｔｈａｔａｓｐｅｃｔｒａｔｉｏｉｓ１ａｎｄｓｋｅｗｉｓ０．Ｆｉｒｓｔ
ｏｆａｌｌ，ｗｅｄｅｒｉｖｅｓｏｍｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｗｈｉｃｈｍｕｓｔｂｅｓａｔｉｓｆｉｅｄｂｙ
ｔｈｅｐａｒａｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃｉｒｃｌｅｉｍａｇｅ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅ
ｕｓｅｄｔｏｏｐｔｉｍｉｚｅｔｈｅｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｃｉｒｃｌｅｉｍａｇｅ．Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｗｅ
ｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｆｏｃａｌｌｅｎｇｔｈｃａｎｂｅｃｏｍｐｕｔｅｄｆｒｏｍｔｈｅ
ｐｒｉｎｃｉｐａｌｐｏｉｎｔａｎｄｃｉｒｃｌｅｉｍａｇｅ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｎｂｏｔｈ
ｓｉｍｕｌａｔｅｄａｎｄｒｅａｌｉｍａｇｅｄａｔａｈａｖｅｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄｔｈｅｅｆｆｅｃ
ｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｏｕｒｍｅｔｈｏｄ．Ｉｎｔｈｅｆｕｔｕｒｅｒｅｓｅａｒｃｈ，ｗｅｗｉｌｌｆｏｃｕｓ
ｏｎｔｈｅｃｉｒｃｌｅｉｍａｇｅｆｉｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓａｎｄｃａｍｅｒａｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎａｌ
ｇｏｒｉｔｈｍｓｕｎｄｅｒｏｔｈｅｒｃｅｎｔｒａｌｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａｓ．

Ｗｅｍａｉｎｌｙｓｔｕｄｙｔｈｅ３Ｄｌｕｎａｒｔｅｒｒａｉｎｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｎｄ
ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｃｈｐｒｏｖｉｄｅｓｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｆｏｒ
ｔｈｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｏｆｌｕｎａｒｅｘ
ｐｌｏｒａｔｉｏｎｄａｔａ．Ｓｉｎｃｅｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａｈａｓａｌａｒｇｅｆｉｅｌｄｏｆ
ｖｉｅｗ，ｉｔｉｓｗｉｄｅｌｙｕｓｅｄｉｎｔｈｅ３Ｄｌａｒｇｅｓｃｅｎｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ
ｗｈｉｃｈｉｓｑｕｉｔｅｃｒｉｔｉｃａｌｉｎｔｈｉｓｐｒｏｊｅｃｔ．Ａｓｔｈｅｃａｍｅｒａｃａｌｉｂｒａ
ｔｉｏｎｉｓａｐｒｅｒｅｑｕｉｓｉｔｅｆｏｒｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｃａｔａｄｉｏｐｔｒｉｃｃａｍｅｒａ，
ｏｕｒｗｏｒｋｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｌａｙｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｒｏｌｅｉｎｔｈｅｅｓｔａｂ
ｌｉｓｈｍｅｎｔｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ３Ｄｌｕｎａｒｔｅｒｒａｉｎ
ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ．

１７０２１０期 段慧仙等：一种抛物反射折射圆像的拟合方法


