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摘　要　探索了ＦＰＧＡ平台加速高精度科学计算应用的能力和灵活性．首先，研究科学计算中最常用的操作———
向量内积，提出基于定点操作的精确向量内积算法．以ＩＥＥＥ７５４２００８标准的四精度（ＱｕａｄｒｕｐｌｅＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）浮点算
术为例，在ＦＰＧＡ平台上设计了一个基于全展开方法的全流水四精度浮点乘累加单元（ＱＰＭＡＣ）：提出两级存储策
略精确存储乘累加和；采用保留进位累加策略减少定点加法器位宽、简化进位处理、优化关键路径；引入累加和划
分策略，实现流水吞吐率．最后，在ＸＣ５ＶＬＸ３３０ＦＰＧＡ芯片上设计一个ＬＵ分解和ＭＧＳＱＲ分解加速器原型来验
证ＱＰＭＡＣ的性能．实验结果表明，与运行在Ｉｎｔｅｌ四核处理器上的基于ＯｐｅｎＭＰ的并行算法相比，集成４个ＱＰ
ＭＡＣ单元的加速器能获得４２倍到９７倍的性能提升，并且能获得更高结果精度和更低能量消耗．

关键词　四精度浮点算术；ＬＵ分解；ＭＧＳＱＲ分解；ＦＰＧＡ；硬件加速器；Ｅ量级计算
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１　引　言
大部分科学计算采用双精度浮点算术实现．由

于浮点数据是对现实世界中精确数据的近似表示，
运算过程中存在舍入误差，这种舍入误差的累积将
导致计算结果不精确、不可靠、甚至不正确．预测到
Ｅ量级（ＥｘａＳｃａｌｅ：百万万亿次／秒）［１］计算时代，ＬＵ
分解的计算结果仅有３位有效［２］，这表明双精度浮
点算术不能满足未来科学计算的精度要求．

高精度计算是解决精度问题最直接、有效、可靠
的方法，已经广泛应用于各个领域，如天气或气候模
拟、超新星模拟、计算几何、数值理论等［３］．鉴于高精
度计算在提高应用结果精度、数值算法稳定性和结
果再现性等方面的优势，ＩＥＥＥ７５４２００８浮点算术
标准中增加了四精度（ＱｕａｄｒｕｐｌｅＰｒｅｃｉｓｉｏｎ）浮点格
式［４］来支持高精度计算．目前，四精度浮点算术通常
使用软件模拟实现，如ＩｎｔｅｌＦｏｒｔｒａｎ［５］、ＧＭＰ、ＭＰ
ＦＲ［６］、ＱＤ（ＱｕａｄＤｏｕｂｌｅ）［７］等函数库．软件方法的
最大缺点是计算性能低，相对于双精度浮点算术，四
精度浮点算术的性能降低了一个数量级，Ｌｉｎｐａｃｋ
测试时间为双精度浮点算术的３６倍［３，８］．

有学者设计专用硬件逻辑来支持四精度浮点算
术，克服软件方法的性能障碍．ＩＢＭＳ／３９０Ｇ５处理
器［９］在硬件上支持四精度浮点基本操作．Ａｋｋａｓ等
人［１０］设计了双模式的四精度加法、乘法和除法单
元，支持一个四精度浮点操作或者两个并行双精度
浮点操作．

使用可重构平台加速科学应用已经成为一种主
流趋势，在高精度科学应用中具有较高的性能和良
好的可扩展性［２］．可重构计算通过定制逻辑满足应
用对计算精度的需求，以达到最佳性能．可重构计算
的底层技术是ＦＰＧＡ（现场可编程门阵列）技术．目
前，ＦＰＧＡ向更大密度、更高性能和更低功耗发展，
ＸｉｌｉｎｘＶｉｒｔｅｘ６ＦＰＧＡ具有７４１Ｋ个逻辑单元，
３７．４Ｍｂｉｔ嵌入式存储器和２０１６个ＤＳＰ４８Ｅ乘法
器．文献［２］在ＦＰＧＡ平台上设计了ＤｏｕｂｌｅＤｏｕｂｌｅ
（ＤＤ）和ＱＤ类型的科学应用加速器，相对于通用
ＣＰＵ，能够取得３０倍以上的加速比．

本文在文献［２］的基础上，以ＩＥＥＥ７５４２００８标
准的四精度浮点算术为例，在ＦＰＧＡ平台上设计了
一个基于全展开方法的全流水四精度浮点乘累加单
元（ＱＰＭＡＣ），采用无误差的定点操作代替浮点操
作以获得精确的结果，并提出两级存储策略、保留进

位累加策略、累加和划分策略，来提高ＱＰＭＡＣ性
能，实现流水吞吐率．最后在ＦＰＧＡ芯片上设计ＬＵ
分解和ＭＧＳＱＲ（ＭｏｄｉｆｉｅｄＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔＱＲ）分
解加速器原型来验证ＱＰＭＡＣ的正确性及性能．

２　背景介绍
２１　浮点算术

一个浮点算术系统可以用四元组犚（犫，狉，犲１，犲２）
表示，其中犫表示基（２或１０）；狉表示尾数的位数，
即精度；犲１为最小指数，犲２为最大指数．表１列举了
部分浮点算术系统．

表１　几种浮点算术系统定义
格式 定义 位数 精度

四精度［４］ 犚｛２，１１３，－１６３８２，１６３８３｝ １２８ ≈１０－３４
ＤＤ［７］ ≈犚｛２，１０６，－１０２２，１０２３｝ １２８ ≈１０－３２
ＱＤ［７］ ≈犚｛２，２１２，－１０２２，１０２３｝ ２５６ ≈１０－６４

ＱＤ函数库采用多个标准的浮点数据和来表示
一个高精度数据．这类高精度算术充分利用当今处
理器提供的高性能浮点处理能力，计算速度较快，但
是这种实现方式的精度是确定的，数据的表示范围
较小，仅为双精度浮点表示范围．
２２　浮点算术中的精度损失

浮点算术的精度损失来源于截断误差和基本操
作的舍入误差．截断误差是将精确值转换为确定格
式浮点数据时产生的误差．基本浮点算术操作中，减
法对精度损失影响最大，两个非常相近的数据之间
的减法操作存在“巨量消失”现象［１１］，计算结果的相
对误差变大，不精确位向前传播多位．

文献［２］以ＬＵ分解为例，通过大量随机测试，
建立精度损失与基本操作数量的关系模型．ＬＵ分
解结果的不精确位数（犿）是以矩阵规模（狀）自然对
数的方式增加（犿＝３．１１×ｌｎ（狀）－１．４９９），预测在
即将到来的Ｅ量级计算时代，结果的平均精度仅有
３位有效（十进制）．这不能满足科学计算的精度要
求，因此，我们必须构建更高精度的算术单元．
２３　高精度向量内积的相关研究

向量内积（∑
狀

犻＝１
狓犻×狔犻）是最重要的基本操作之

一，也是ＢＬＡＳ函数库中的一个基本子程序，几乎
在所有科学和工程应用中出现．在矩阵类运算、
Ｋｒｙｌｏｖ子空间等应用中，对向量内积的计算精度要
求较高［１２］．但是，通用处理器没有专用的硬件来实
现向量内积，只能通过基本浮点操作模拟实现．而基
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本浮点操作的舍入误差可能导致内积结果不精确．
为了提高计算精度，Ｈｉｇｈａｍ［１３］引入了重排序方法
和补偿累加方法．重排序方法首先按升序或降序对
累加数据进行排序，然后对有序数组进行累加，这种
方法增加排序开销；补偿累加方法记录和累加每次
舍入的信息，最后将其补偿到最终结果中，这种方法
需要额外开销完成舍入信息的累加．Ｒｕｍｐ等人［１４］

提出了精确累加算法，其关键是使用一种无误差划
分技术．以上方法都是使用软件方法来提高计算精
度，不能有效避免累加过程中的“巨量消失”现象，而
且软件方法的速度较慢．

还有学者提出高精度向量内积单元的设计方
法．Ｋｕｌｉｓｃｈ［１５］建议将精确内积单元集成到通用处理
器中，作为“第５个基本浮点算术”．Ｈｅ等人［１６］提出
了累加数据分组方法，每组数据移位对齐后再进行
定点累加，这种方法在每组计算中需要移位对齐、规
格化处理，增加处理开销．Ｋｕｌｉｓｃｈ［１７］和Ｋｎｏｆｅｌ［１８］设
计了一个标量内积单元（ＳＰＵ）协处理器实现３２位
和６４位浮点精确向量内积．

我们设计了ＤＤ类型和ＱＤ类型的高精度乘累
加单元（ＨＰＭＡＣ）［２］．从表１可知，相对于ＤＤ和
ＱＤ类型，ＩＥＥＥ７５４２００８标准的四精度浮点格式的
数据范围扩大了１６倍，这意味着ＱＰＭＡＣ设计中
用于快速进位处理的标志位宽度也需要扩展１６倍．
这将给全流水ＱＰＭＡＣ设计带来挑战———如何快
速定位进位终止因子（ＣａｒｒｙＴｅｒｍｉｎａｔｅＦａｃｔｏｒ）和
确定进位传递因子（ＣａｒｒｙＳｋｉｐＦａｃｔｏｒ）．本文在文
献［２］的基础上对基于全展开的全流水高精度乘累
加器的设计及ＦＰＧＡ加速高精度科学应用的探讨
进行完善：首先，采用保留进位累加策略来替换快速
进位策略，以简化进位处理，支持更大数据范围的浮
点格式，并以ＩＥＥＥ７５４２００８标准的四精度浮点为
例进行验证；其次，增加ＭＧＳＱＲ分解应用来说明
ＱＰＭＡＣ的性能及ＦＰＧＡ加速高精度科学应用的
能力；最后，使用性能较高的任意精度函数库（ＭＰ
ＦＲ）和针对Ｉｎｔｅｌ处理器进行性能优化的ＩｎｔｅｌＦｏｒ
ｔｒａｎ函数库来对比基于ＱＰＭＡＣ单元的ＦＰＧＡ加
速器的性能．为了公平对比多核ＣＰＵ和ＦＰＧＡ平
台的性能，我们采用ＯｐｅｎＭＰ技术对ＬＵ分解和
ＭＧＳＱＲ分解应用进行并行化，充分开发多核
ＣＰＵ的性能．

３　高精度浮点乘累加单元的犉犘犌犃实现
高精度浮点乘累加操作首先进行无精度损失的

定点乘法和加法得到精确定点乘累加和，然后对其
进行规格化．该操作仅在规格化过程中进行一次舍
入操作，最多引入一位误差．
３１　精确向量内积算法

假定狊犻犵狀（狓）（或ＳＸ），犲狓狆（狓）（或ＥＸ）和
犿犪狀狋（狓）（或ＭＸ）分别表示浮点数据狓的符号、指
数和尾数；犃＝（犃犻）和犅＝（犅犻）（犻＝１，２，…，狀）表示
两个长度为狀的向量，其中狓，犃犻，犅犻∈（２，狉，犲１，犲２）．
向量内积为狊＝∑

狀

犻＝１
犃犻·犅犻．乘积犘＝犃犻·犅犻的尾数宽

度为２狉位，指数范围为［２犲１，２犲２］，即犘∈（２，２狉，
２犲１，２犲２）．因此，乘积犘所有位的信息可以无损失地
存储到一个长度为犔＝｜２犲１｜＋２狉＋２犲２的寄存器中．

图１描述了精确向量内积算法．首先，读取浮点
数据犃犻和犅犻，并将其分解为符号位、指数位、尾数
位；然后，执行定点尾数乘法得到宽度犕＝２狉的乘
积狆狉狅犱狌犮狋；再将狆狉狅犱狌犮狋累加到寄存器狊狌犿中；最
后，规格化犔位的累加和狊狌犿为标准格式数据．
犃犾犵狅狉犻狋犺犿：ＥｘａｃｔＤｏｔＰｒｏｄｕｃｔ
犐狀狆狌狋：犃犻，犅犻（犻＝１，…，狀）
犗狌狋狆狌狋：犚犲狊狌犾狋
犐狀犻狋犻犪犾犻狕犲：狊狌犿［犔：１］＝０；
１．犳狅狉犻＝１狋狅狀犱狅
２．犔狅犪犱（犃犻，犅犻）；
３．狊＝ｓｉｇｎ（犃犻）!ｓｉｇｎ（犅犻）；犲狓狆＝ｅｘｐ（犃犻）＋ｅｘｐ（犅犻）；

狆狉狅犱狌犮狋＝犿犪狀狋（犃犻）犿犪狀狋（犅犻）；
４．狀犲狑＿狊狌犿［２犲狓狆－１：１］＝狊狌犿［２犲狓狆－１：１］；
５．犻犳（狊＝＝０）狋犺犲狀
６．｛犮犪狉狉狔，狀犲狑＿狊狌犿［２犲狓狆＋犕－１：２犲狓狆］｝＝狊狌犿［２犲狓狆＋犕－１：

２犲狓狆］＋狆狉狅犱狌犮狋［犕：１］；
７．狀犲狑＿狊狌犿［犔：２犲狓狆＋犕］＝狊狌犿［犔：２犲狓狆＋犕］＋犮犪狉狉狔；
８．犲犾狊犲
９．｛犮犪狉狉狔，狀犲狑＿狊狌犿［２犲狓狆＋犕－１：２犲狓狆］｝＝狊狌犿［２犲狓狆＋犕－１：

２犲狓狆］－狆狉狅犱狌犮狋［犕：１］；
１０．狀犲狑＿狊狌犿［犔：２犲狓狆＋犕］＝狊狌犿［犔：２犲狓狆＋犕］－犮犪狉狉狔；
１１．犲狀犱犻犳
１２．ｓｕｍ［犔：１］＝狀犲狑＿狊狌犿［Ｌ：１］；
１３．犲狀犱犳狅狉
１４．犚犲狊狌犾狋＝ｎｏｒｍａｌｉｚｅ（狊狌犿［犔：１］）

图１　精确向量内积算法

　　算法的步４～１１将尾数乘积狆狉狅犱狌犮狋累加到犔
位累加和狊狌犿中，通常，需要一个犔位的定点加法
器，这会造成较大的延时．然而，我们可以根据乘积指
数犲狓狆，将狊狌犿分为３个部分，定点累加过程只需一
个犕位加法器．累加和狊狌犿的小数点位于｜２犲１｜＋
２狉，狆狉狅犱狌犮狋对应于狊狌犿的２犲狓狆到２犲狓狆＋犕－１的位
置．累加和狊狌犿低位部分保持不变（算法的第４
行）．仅需要一个犕位的定点加法完成狆狉狅犱狌犮狋对
应位置的累加（算法的第６行或第９行）．高位部分
的操作取决于犕位加法的进位信息（算法的第７行
或第１０行）．
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３２　四精度浮点乘累加单元设计
如图２左边所示，四精度浮点乘累加单元（ＱＰ

ＭＡＣ）主要由１１３×１１３定点尾数乘法器，尾数乘积
累加模块和规格化模块组成．

使用ＸｉｌｉｎｘＶｉｒｔｅｘ５系列ＦＰＧＡ芯片中的
ＤＳＰ４８Ｅ（１８×２５）单元来构建１１３×１１３定点尾数乘
法模块．该模块采用６级流水结构，包括３５个
ＤＳＰ４８Ｅ单元和部分积加法树，乘积结果为２２６位．

图２　ＱＰＭＡＣ结构框图

３．２．１　两级存储策略
犔位定点累加和寄存器组织成一个两级存储结

构．如图２所示，第１级称为存储体（犛狌犿犕犲犿或
犅犪狀犽），第２级称为子存储体（犛狌犫犫犪狀犽）．两级存储
体的容量为犔＝｜２犲１｜＋２狉＋２犲２＝６５７５６位．将犔位
存储体组织成一个多子存储体的结构，这能提供多
个端口，快速访问与尾数乘积狆狉狅犱狌犮狋对齐的数据．

我们为子存储体中每个项设置一个全０标志位
（犣犉或犣犲狉狅＿犉犾犪犵）和一个进位标志位（犆犉或
犆犪狉狉狔＿犉犾犪犵）．当该项的值不为０时，置犣犉为１，否
则置为０．全０标志位的作用：（１）初始化存储体，即
在累加操作前，设置存储体中对应的犣犉为０，而不
需要对存储体进行初始化；（２）规格化时快速确定犔
位狊狌犿中首１位置．通过犣犉可以快速定位首个非
全０的字，这样将犔位的首１查找转换为犅位（子
存储体的端口宽度）的首１查找．进位标志位将在下
面进行介绍．

我们根据犅来组织两级存储结构．通过选择合
适的端口宽度以均衡加法长度、选择器数量、标志位
的长度等硬件开销．设：
犅为子存储体的端口宽度，为２的幂；
犕为定点尾数乘积狆狉狅犱狌犮狋的位宽；
犖犛为每个存储体中子存储体的个数，通常为２

的幂，这样子存储体的访问地址为乘积指数犲狓狆的
低位；
犠犆为进位标志位的宽度，后面分析得犠犆＝３；
犠犃为定点加法组中加法器宽度，为犅＋犠犆；
犖犃为定点加法组中犠犃位加法器的个数；
犖犕为两级存储体结构中犅位选择器的个数；
犔犉为犣犲狉狅＿犉犾犪犵标志位的长度，

则有：犖犃＝犕／犅＋１，犖犛＝２ｌｏｇ犖犃２ ，犖犕＝４×
（犖犛＋犖犃）＋犖犃，犔犉＝犔／犅．

表２可由上述公式推导出来，可以看出情况２
（犅＝１２８）为较优的折中选择，即每个存储体由４个
子存储体组成，子存储体的端口宽度为１２８位，每个
周期能够访问４个连续的１２８位数据．

表２　端口宽度和硬件复杂度选择方案
情况 犅 犖犛 犖犃 犠犃 犖犕 犔犉
１ ６４ ８ ６ 　６７ ６２ １０２８
２ １２８ ４ ４ １３１ ３６ ５１４
３ ２５６ ４ ３ ２５９ ３１ ２５７

３．２．２　保留进位累加策略
本文采用保留进位累加策略实现定点尾数乘积

的累加（下面简称为乘积累加），每次累加计算选择
对应字的进位标志位参与计算，并根据计算结果更
新进位标志位．
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犃犾犵狅狉犻狋犺犿：ＰｒｏｄｕｃｔＡｃｃｕｍｕｌａｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎＣａｒｒｙＳａｖｅＳｃｈｅｍｅ
犐狀狆狌狋：犘狉狅犱狌犮狋ｉ，犲狓狆ｉ［１５：０］（ｉ＝１，２，…，狀）
犗狌狋狆狌狋：犆［５１５：０］，犆犉［５１５：０］，犣犲狉狅＿犉犾犪犵［５１５：０］
犐狀犻狋犻犪犾犻狕犲：犣犉［５１５：０］＝０；
１．犳狅狉犻＝１狋狅狀犱狅
２．｛犘犻［２］，犘犻［１］，犘犻［０］｝＝犘狉狅犱狌犮狋犻＜＜犲狓狆犻［６：０］；
３．Ｓｅｔ犽＝犲狓狆犻［１５：７］．Ｌｏａｄ犆［犽］～犆［犽＋３］ａｎｄ

犆犉［犽］～犆犉［犽＋３］ｆｒｏｍ犛狌犿犕犲犿；
４．犻犳（犣犉［犽］＝＝０）狋犺犲狀｛犆犉［犽］，犆［犽］｝＝０；

犻犳（犣犉［犽＋１］＝＝０）狋犺犲狀｛犆犉［犽＋１］，犆［犽＋１］｝＝０；
犻犳（犣犉［犽＋２］＝＝０）狋犺犲狀｛犆犉［犽＋２］，犆［犽＋２］｝＝０；
犻犳（犣犉［犽＋３］＝＝０）狋犺犲狀｛犆犉［犽＋３］，犆［犽＋３］｝＝０；

５．｛犆犉［犽］，犆［犽］｝＝犆［犽］＋犘犻［０］；
｛犆犉［犽＋１］，犆［犽＋１］｝＝犆［犽＋１］＋犘犻［１］＋犆犉［犽］；
｛犆犉［犽＋２］，犆［犽＋２］｝＝犆［犽＋２］＋犘犻［２］＋犆犉［犽＋１］；
｛犆犉［犽＋３］，犆［犽＋３］｝＝｛犆犉［犽＋３］，犆［犽＋３］｝＋犆犉［犽＋２］；

６．Ｓｔｏｒｅ犆［犽］～犆［犽＋３］ａｎｄ犆犉［犽－１］～犆犉［犽＋３］ｔｏ犛狌犿犕犲犿；
７．Ｕｐｄａｔａ犣犉［犽］～犣犉［犽＋３］ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏ犆［犽］～犆［犽＋３］ａｎｄ

犆犉［犽－１］～犆犉［ｋ＋３］；
８．犲狀犱犳狅狉
图３　基于进位保留策略的定点尾数乘积的累加算法

　　如图２和如图３所示，基于保留进位策略的乘
积累加过程如下：

步１（ＲｄＣ）：对齐狊狌犿和狆狉狅犱狌犮狋，本文采用两级对齐
策略：

步１．１，乘积指数的高９位作为狊狌犿的访问地址（假定
犽＝犲狓狆［１５：７］），读出与狆狉狅犱狌犮狋对齐的连续４个１２８位的
字犆［犽＋３：犽］及相应的进位标志犆犉［犽＋３：犽］，同时根据符
号位将狆狉狅犱狌犮狋转换为补码表示．

步１．２，然后根据乘积指数的低７位对狆狉狅犱狌犮狋进行移
位，使之与犆［犽＋３：犽］对齐，得到犘［２：０］；

步２（ＣａｌＣ）：使用４个１２８位的定点加法器完成定点尾
数乘积的累加，使用１个３位的进位加法完成进位处理，如
图２所示．

步３（ＷｒＣ）：将累加结果犆［犽＋３：犽］和更新后的进位标
志位犆犉［犽＋３：犽］写回到狊狌犿的相应位置．

步４（ＵｐＦ）：根据犆［犽＋３：犽］和犆犉［犽＋３：犽］更新相应
的全０标志．

定理１．　采用上述保留进位累加策略，累加次
数小于２１２７次时，每个进位标志的数值不会超过３．

证明．　假定犠［犻］＝｛犆犉［犻］，犆［犻］｝，采用归纳
法证明第犼次累加后，犠［犻］＜２１２９＋２×犼，其中０
犻５１５．

（１）初始化时，犠［犻］＝０，０犻５１５．
（２）第犼＋１次累加时，假定犠［犽］、犠［犽＋１］、

犠［犽＋２］、犠［犽＋３］参与累加计算，根据归纳假设有：
犠［犽］＝犘［０］＋犆［犽］＜２１２９＋２×（犼＋１）；
犠［犽＋１］＝犘［１］＋犆［犽＋１］＋犆犉［犽］＜２１２９＋

２×（犼＋１）；
犠［犽＋２］＝犘［２］＋犆［犽＋２］＋犆犉［犽＋１］＜

２１２９＋２×（犼＋１）；
犠［犽＋３］＝犠［犽＋３］＋犆犉［犽＋２］＜２１２９＋２×

（犼＋１）．

其余字和对应的进位标志位保持不变，这可保
证第犼＋１次累加结果满足犠［犻］＜２１２９＋２×（犼＋
１），０犻５１５．若进位标志数值超过３，则２１２９＋２×
（犼＋１）＞３×２１２８，即犼＞２１２７－１． 证毕．

因此每个进位标志位仅用三位来表示，高位表
示进位符号、低两位表示进位数值．

相对于快速进位处理方法［２，１７１８］，这种保留进
位累加策略的优势在于：

（１）将文献［２］中的３８４位加法转化为４个并行
执行的三输入１２８位加法，减少延时．同样采用先行
进位设计方法，将三输入１２８位加法分成４段，１３
个３２位的加法操作并发执行，最后根据各段的进位
选择最终结果．这种设计方法将三输入１２８位加法延
时从６．４８ｎｓ降低到４．３５ｎｓ，且小于３８４位加法延
时（６．８ｎｓ）［２］．

（２）简化进位处理逻辑．快速进位方法中传递
因子和终止因子处理过程：首先，根据乘积指数犲狓狆
对犪犾犾＿狅狀犲＿犳犾犪犵标志位［２］进行左移操作；然后，进
行数１操作确定移位后的标志位寄存器中最低的０
位，对应的字为终止因子；最后，更新传递因子和终
止因子，并进行右移操作，完成犪犾犾＿狅狀犲＿犳犾犪犵标志
位更新操作．从ＤＤ类型扩展到四精度时，犪犾犾＿狅狀犲＿
犳犾犪犵标志位宽度由３６位增大到５１６位，导致快速
进位过程中的移位操作和数１操作的延时达到
１１．０ｎｓ和１０．１ｎｓ，导致ＨＰＭＡＣ单元的频率降低．
保留进位累加策略采用进位标志位替换传递因子、
终止因子的确定及进位与终止因子加法逻辑，从而
提高ＱＰＭＡＣ单元的频率和性能．
３．２．３　累加和划分策略

乘积累加需要进行累加和寄存器访问、定点加
法计算、标志位更新等操作．整个过程延时较大，需
要使用流水线技术来提高运行频率．根据保留进位
累加策略，将乘积累加模块设计成四级流水线结构，
分别为ＲｄＣ、ＣａｌＣ、ＷｒＣ和ＵｐＦ．

同时，本文提出累加和划分策略来实现全流水
乘积累加模块，使ＱＰＭＡＣ获得流水吞吐率．该策
略将累加和狊狌犿分为４个部分，分别存储到存储体
犛狌犿犕犲犿［０］～犛狌犿犕犲犿［３］中．多存储体流水执行
的时空图如图４所示，每个存储体４个周期完成一
次乘积累加操作，每个时钟周期各个存储体处于不
同流水阶段．假如狆狉狅犱狌犮狋在周期犼进入乘积累加
模块，则将其累加到存储体犛狌犿犕犲犿［犼％４］中，其
中“％４”表示模４操作．

总之，累加和两级存储策略中，第１级由４个存
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图４　多存储体流水执行时空图

储体（犛狌犿犕犲犿［０～３］）组成，这使ＱＰＭＡＣ单元能
够获得流水吞吐率；第２级由４个子存储体（犛狌犫＿
犫犪狀犽［０～３］）组成一个存储体，这能够提供多个访问端
口，每个周期可以访问多个数据，减少数据访问周期．
３．２．４　ＱＰＭＡＣ实现四精度浮点基本操作

四精度浮点加法、乘法及乘加融合（ＦＭＡ）操作
可以视为内积运算的特殊情况．浮点加法可视为向
量长度为２的内积，且向量犅的元素均为１；浮点乘
法可视为向量长度为１的内积；ＦＭＡ操作（狉＝犪×
犫＋犮），可视为向量长度为２的内积，且向量犃＝
｛犪，犮｝，向量犅＝｛犫，１｝．

４　基于犙犘犕犃犆的应用
本节以ＤｏｏｌｉｔｔｌｅＬＵ分解和ＭＧＳＱＲ分解应

用为例来说明ＱＰＭＡＣ的性能及高精度科学计算
ＦＰＧＡ加速器的设计方法．加速器结构如图５所示．
４１　基于犙犘犕犃犆的犔犝分解

ＬＵ分解是Ｌｉｎｐａｃｋ测试基准中的核心算法．
如下所示，ＤｏｏｌｉｔｔｌｅＬＵ分解方法［１３］由向量内积和
除法操作组成，它将非奇异矩阵犃分解为下三角矩
阵犔和上三角解矩阵犝，计算复杂度为犗（２狀３／３）．
　　犳狅狉犽＝１狋狅狀

犳狅狉犼＝犽狋狅狀
狌犽，犼＝犪犽，犼－∑

犽－１

犻＝１
犾犽，犻狌犻，犼 （１）Ｃａｌｅｌｅｍｅｎｔｏｆ犝

犲狀犱犳狅狉
犳狅狉犻＝犽＋１狋狅狀
犾犻，犽＝（犪犻，犽－∑

犽－１

犼＝１
犾犻，犼狌犼，犽）／狌犽，犽（２）Ｃａｌｅｌｅｍｅｎｔｏｆ犔

犲狀犱犳狅狉
犲狀犱犳狅狉
图６描述了基于ＱＰＭＡＣ细粒度流水ＬＵ分解

算法．由两个并行算法组成，分别为Ｍａｓｔｅｒ算法和
Ｓｌａｖｅ算法，它们采用基于消息传递接口（ＭＰＩ）的
ＳＰＭＤ模式来描述，其中，犖表示矩阵犃的规模，犘
表示执行Ｓｌａｖｅ算法的处理单元（ＰＥ）个数．

如图５（ａ）所示，ＬＵ分解加速器主要由接口控
制模块、主ＰＥ和一个计算ＰＥ阵列组成．其中，接口
控制模块通过ＰＣＩＥ通路与主机进行数据和命令交

互，同时还控制两个ＤＤＲ２存储条的访问；主ＰＥ执
行Ｍａｓｔｅｒ算法，计算ＰＥ执行Ｓｌａｖｅ算法，主ＰＥ和
计算ＰＥ阵列共同完成ＬＵ分解的计算任务．

图５　ＬＵ分解和ＭＧＳＱＲ分解加速器

主ＰＥ和计算ＰＥ阵列均运行犖／犘次．每次运
行主ＰＥ从ＤＤＲ２存储器中读取数据，发送到计算
ＰＥ１，执行发送原语５和６；当所有计算ＰＥ完成计
算后，主ＰＥ执行写回原语９和１０，将犔矩阵的犘
列和犝矩阵的犘行写回到ＤＤＲ２存储器．

计算ＰＥ的结构如图５（ｂ）所示，主要包括两个
ＲＡＭ、两个ＦＩＦＯ、一个ＱＰＭＡＣ单元、一个四精度
浮点除法模块和控制逻辑．两个ＲＡＭ（ＲＡＭ＿ＴＬ
和ＲＡＭ＿ＴＵ）存储计算结果中犔矩阵的一列和犝
矩阵的一行；两个ＦＩＦＯ（ＦＩＦＯ＿Ｌ和ＦＩＦＯ＿Ｕ）用于
缓冲计算ＰＥ之间的数据；四精度浮点除法模块采
用基４ＳＲＴ除法算法［１９］实现．

ＱＰＭＡＣ单元能够独立计算原语犆犪犾＿犝，由
ＱＰＭＡＣ和除法模块共同计算原语犆犪犾＿犔．注意到：
图６算法Ａ中原语犆犪犾＿犔（Ｌｉｎｅ９）执行之前，向量
犜犔已经存储在ＲＡＭ＿ＴＬ中，因此，犆犪犾＿犔的计算
是由向量犜犇的数据所驱动，接收原语（Ｌｉｎｅ８）、
犆犪犾＿犔原语（Ｌｉｎｅ９）和发送原语（Ｌｉｎｅ１１）能够并行
执行．同理，接收原语（Ｌｉｎｅ１２）、犆犪犾＿犝原语
（Ｌｉｎｅ１３）和发送原语（Ｌｉｎｅ１５）能够并行执行．这种
计算与数据通信相重叠的方式可以有效掩盖数据传
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递延时，数据以流水方式在ＰＥ之间传递，这最大限
度发挥了ＱＰＭＡＣ单元的流水吞吐率优势，达到每

个周期完成一次四精度乘累加操作．

犃犾犵狅狉犻狋犺犿犃：ＰｉｐｅｌｉｎｅｄＬＵｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ
犕犪狊狋犲狉犪犾犵狅狉犻狋犺犿：
１．犻犳狆犻犱＝０狋犺犲狀
２．犳狅狉犽＝１狋狅犖ｂｙ犘
３．犕＝ＳｅｔＬｅｎｇｔｈ（犽）；Ｓｅｔ犽′＝犽＋狆犻犱；
４．犱狅犻狀狆犪狉犪犾犾犲犾
５． Ｓｅｎｄ（１，犃［犽：犖，１：（犽＋犘）］）；
６． Ｓｅｎｄ（１，犃［１：（犽＋犘），犽：犖］）；
７．犲狀犱犱狅
８．犳狅狉狆犻犱＝１狋狅犘
９． Ｓｔｏｒｅ（犃［犽′：犖，（犽′－１）］，狆犻犱，犜犔［犽′：犖］）；
１０．Ｓｔｏｒｅ（犃［（犽′－１），（犽′－１）：犖］，狆犻犱，犜犝［（犽′－１）：犖］）；
１１．犲狀犱犳狅狉
１２．犲狀犱犳狅狉
１３．犲狀犱犻犳
Ｓｔｏｒｅ（犡，狆犻犱，犢）：ｓｔｏｒｅｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆａｎａｒｒａｙ犢ｏｆＰＥｎｕｍｂｅｒｅｄ
狆犻犱ｉｎｔｏ犡
Ｓｅｎｄ（狆犻犱，犡）：ｓｅｎｄｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆａｎａｒｒａｙ犡ｔｏＰＥｎｕｍｂｅｒｅｄ狆犻犱；
Ｒｃｖ（狆犻犱，犡）：ｒｅｃｅｉｖｅｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆａｎａｒｒａｙ犡ｆｒｏｍＰＥｎｕｍｂｅｒｅｄ狆犻犱；
犆犪犾＿犝（犡［１：狀－１］，犢［１：狀］，狌）：ｃａｌｃｕｌａｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆ犝
犆犪犾＿犔（犡［１：狀－１］，犢［１：狀］，犪，犾）：ｃａｌｃｕｌａｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆ犔

犛犾犪狏犲犪犾犵狅狉犻狋犺犿：
１．犻犳１狆犻犱犘狋犺犲狀
２． 狑犺犻犾犲（ＴＲＵＥ）
３． ＷａｉｔＳｅｔＬｅｎｇｔｈ（犕）；Ｓｅｔ犕′＝犕＋狆犻犱－１；
４． Ｒｃｖ（狆犻犱－１，犜犔［１：犕＋犘－１］）；
５． Ｒｃｖ（狆犻犱－１，犜犝［１：犕＋犘－１］）；
６． 犆犪犾＿犝（犜犔［１：犕′－１］，犜犝［１：犕′］，犜犝［犕′］）
７． 犳狅狉犻＝犕＋狆犻犱狋狅犖
８． Ｒｃｖ（狆犻犱－１，犜犇［１：犕＋犘－１］）；
９． 犆犪犾＿犔（犜犔［１：犕′－１］，犜犇［１：犕′］，犜犝［犕′］，犜犔［犻］）；
１０． 犜犇［犕′］＝犜犔［犻］；
１１． Ｓｅｎｄ（狆犻犱＋１，犜犇［１：犕＋犘－１］）；
１２． Ｒｃｖ（狆犻犱－１，犜犇［１：犕＋犘－１］）；
１３． 犆犪犾＿犝（犜犝［１：犕′－１］，犜犇［１：犕′］，犜犝［犻］）；
１４． 犜犇［犕′］＝犜犝［犻］；
１５． Ｓｅｎｄ（狆犻犱＋１，犜犇［１：犕＋犘－１］）；
１６． 犲狀犱犳狅狉
１７．犲狀犱狑犺犻犾犲
１８．犲狀犱犻犳

Ｐａｒａｌｌｅｌ
Ｄｏ

Ｐａｒａｌｌｅｌ
Ｄｏ

Ｐａｒａｌｌｅｌ
Ｄｏ

犃犾犵狅狉犻狋犺犿犅：ＰｉｐｅｌｉｎｅｄＭＧＳＱＲｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍ
犕犪狊狋犲狉犪犾犵狅狉犻狋犺犿：
１．犻犳狆犻犱＝０狋犺犲狀
２．犳狅狉犽＝１狋狅犖ｂｙ犘
３．犕＝Ｓｅｔｌｅｎｇｔｈ（犽）；
３．Ｓｅｎｄ（１，犃［犽：犖，１：犖］）；
４．Ｓｔｏｒｅ（犃［犽＋狆：犖，１：犖］，犘，犉犐犉犗＿犃）；
５．犳狅狉狆犻犱＝１狋狅犘
６． Ｓｔｏｒｅ（犚［（犽＋狆犻犱），（犽＋狆犻犱）：犖］，狆犻犱，犜犚［（犽＋狆犻犱）：犖］）；
７． Ｓｔｏｒｅ（犙［（犽＋狆犻犱），１：犖］，狆犻犱，犜犙［１：犖］）；
８．犲狀犱犳狅狉
９．犲狀犱犳狅狉
１０．犲狀犱犻犳
犆犪犾＿犚（犡［１：狀］，犢［１：狀］，狌）：ｅｘｅｃｕｔｅｔｈｅｄｏｔｐｒｏｄｕｃｔ狌ｏｆｖｅｃｔｏｒ
犡ａｎｄ犢
犆犪犾＿犙（犡［１：狀］，犚，犢［１：狀］）：ｅｘｅｃｕｔｅｔｈｅｏｐｅｒａｔｉｏｎ犢［犻］＝犡［犻］／犚
犆犪犾＿犃（犡［１：狀］，犚，犢［１：狀］）：ｅｘｅｃｕｔｅｔｈｅｏｐｅｒａｔｉｏｎ犡［犻］＝犡［犻］－
犚犢［犻］，ｗｈｅｒｅ犻＝１，２，…，狀

犛犾犪狏犲犪犾犵狅狉犻狋犺犿：
１．犻犳１狆犻犱犘狋犺犲狀
２． 狑犺犻犾犲（ＴＲＵＥ）
３． ＷａｉｔＳｅｔＬｅｎｇｔｈ（犕）；
４． Ｒｃｖ（狆犻犱－１，犜犃［１：犖］）；
５． 犆犪犾＿犚（犜犃［１：犖］，犜犃［１：犖］，犜犲犿狆＿犚）；
６． 犜犚［犕＋狆犻犱］＝狊狇狉狋（犜犲犿狆＿犚）；
７． 犆犪犾＿犙（犜犃［１：犖］，犜犚［犕＋狆犻犱］，犜犙［１：犖］）；
８． 犳狅狉犻＝犕＋狆犻犱＋１狋狅犖
９． Ｒｃｖ（狆犻犱－１，犜犃［１：犖］）；
１０． 犆犪犾＿犚（犜犃［１：犖］，犜犃［１：犖］，犜犚［犻］）；
１１． 犆犪犾＿犃（犜犃［１：犖］，犜犇［犻］，犜犙［１：犖］）；
１２． Ｓｅｎｄ（狆犻犱＋１，犜犃［１：犖］）；
１３． 犲狀犱犳狅狉
１４． 犲狀犱狑犺犻犾犲
１５．犲狀犱犻犳

Ｐａｒａｌｌｅｌ
Ｄｏ

Ｐａｒａｌｌｅｌ
Ｄｏ

Ｐａｒａｌｌｅｌ
Ｄｏ

图６　细粒度流水ＬＵ分解算法和ＭＧＳＱＲ分解算法

４２　基于犙犘犕犃犆的犕犌犛犙犚分解
ＭＧＳＱＲ分解算法［１３］如下所示，该算法将非奇

异矩阵犃分解为正交矩阵犙和上三角矩阵犚，计算
复杂度为犗（狀３）．
　　犳狅狉犽＝１狋狅犖

　犚［犽，犽］＝狊狇狉狋（∑犻＝１…犖犃［犽，犻］·犃［犻，犽］）；
　犙［犽，］＝犃［犽，］／犚［犽，犽］；
　犳狅狉犼＝犽＋１狋狅犖
　　犚［犽，犼］＝∑犻＝１…犖犙［犽，犻］·犃［犻，犼］；
　　犃［犼，］＝犃［犼，］犚［犽，犼］·犙［犽，］；
　犲狀犱犳狅狉　　　　▲＝１，２，…，犖
犲狀犱犳狅狉
基于ＱＰＭＡＣ流水ＭＧＳＱＲ分解算法及加速

器结构与ＬＵ分解算法相似，如图５、６所示．Ｍａｓｔｅｒ
算法的主要区别是从ＤＤＲ２存储器中读出的数据和
传递到计算ＰＥ中的数据不同．ＬＵ分解中，每个计
算ＰＥ是对原始矩阵的数据进行操作；而ＭＧＳＱＲ
分解中，每个计算ＰＥ需要更新整个矩阵，下一个计
算ＰＥ的数据是当前计算ＰＥ的更新结果，Ｍａｓｔｅｒ
算法和Ｓｌａｖｅ算法每执行一次，都需要将最后计算
ＰＥ的更新矩阵写回到ＤＤＲ２存储器中．

如图５（ｃ）所示，ＭＧＳＱＲ分解加速器中的计算
ＰＥ主要由两个ＲＡＭ、一个ＦＩＦＯ、一个ＱＰＭＡＣ单
元、一个四精度浮点除法模块和一个四精度浮点开
方模块．ＲＡＭ＿Ａ用于存储来自上一个ＰＥ的更新
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数据，ＲＡＭ＿Ｑ用于存储计算结果中犙矩阵的一行；
ＦＩＦＯ＿Ａ用于缓冲计算ＰＥ之间的数据；四精度开
方模块采用ＮｏｎＲｅｓｔｏｒｉｎｇ开方算法［２０］实现．
　　与ＬＵ分解相似，ＱＰＭＡＣ单元能够独立计算
原语犆犪犾＿犚和犆犪犾＿犃，采用数据传递和计算重叠的
方法来隐藏通信延时，提高ＱＰＭＡＣ单元的利用
率．但与ＬＵ分解不同的是，图６算法Ｂ中Ｓｌａｖｅ算
法的第１１、１２行必须在第９、１０行完成后才能执行，
这就使得数据接收、计算和发送不能并行执行．只能
通过数据接收与计算重叠和数据发送与计算重叠方
式来隐藏数据通信延时．

５　实验结果
我们在ＦＰＧＡ开发板上验证上述设计．开发板上

包含一块ＦＰＧＡ芯片、２×２ＧＢＤＤＲ２存储条．ＤＤＲ２控

制器的运行频率为２００ＭＨｚ，峰值带宽可达６．４ＧＢ／ｓ．
ＦＰＧＡ芯片为ＸｉｌｉｎｘＶｉｒｔｅｘ５ＸＣ５ＶＬＸ３３０１ＦＦ１７６０，
它包含２０７３６０个ＬＵＴ、１９２个ＤＳＰ４８Ｅ、１０３６８Ｋｂ
片内存储器．主机与ＦＰＧＡ通过ＰＣＩＥｘ８通道进行
数据和命令的交互，带宽为９００ＭＢ／ｓ．我们使用性
能较高的任意精度函数库ＭＰＦＲ函数库［６］（ＭＰＦＲ
３．０．０，精度设为１１３位）和针对Ｉｎｔｅｌ处理器进行性
能优化的ＩｎｔｅｌＦｏｒｔｒａｎ函数库（简称Ｉｎｔｅｌ函数
库）［５］，来对比性能和结果精度．软件平台主要包括
四核处理器（２．３３ＧＨｚＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２ＱｕａｄＱ８２００）、
４ＧＢＤＤＲ３存储条．ＦＰＧＡ平台的运行时间包含从
主机向开发板发送初始数据和主机从开发板接收结
果数据的时间．
５．１　犉犘犌犃资源

表３描述了基本运算部件及不同ＰＥ个数的
ＬＵ分解和ＭＧＳＱＲ分解加速器的综合结果．

表３　犉犘犌犃资源使用表
规模 ＳｌｉｃｅＲｅｇ ＳｌｉｃｅＬＵＴ ＢｌｏｃｋＲＡＭ ＤＳＰ４８Ｅ Ｆｒｅｑ／ＭＨｚ Ｐｏｗｅｒ／Ｗ

基本运算
部件

ＱＰＭＡＣ １４０００（６％） ２７０２８（１３％） ０ ３５（１８％） １９２．６７８ —
ＤＩＶ ８５５（０％） １０７３（０％） ０ ０ １８５．６３２ —
ＳＱＲＴ ６１５（０％） ６３８（０％） ０ ０ ２１２．７３６ —

ＬＵ ２ＰＥ ３９９５４（１９％） ７７５０４（３７％） ７６（２６％） ７０（３６％） １６７．８７０ １８．５０
分解加速器 ４ＰＥ ６８９５７（３３％） １４３０８７（６８％） １３４（４６％） １４０（７２％） １６０．８１０ ２１．９３
ＭＧＳＱＲ ２ＰＥ ３９２２３（１８％） ７５２４２（３６％） ７６（２６％） ７０（３６％） １８４．２６４ １７．０４
分解加速器 ４ＰＥ ６７８０８（３２％） １４２６３５（６８％） １３４（４６％） １４０（７２％） １６０．３０８ １９．９６

　　从表３中可以看出，ＤＳＰ４８Ｅ资源已经成为四
精度科学计算加速器设计的瓶颈．因为ＤＳＰ４８Ｅ用
于完成定点尾数乘法，它的需求量是以尾数宽度的
平方速度增长．在ＱＤＨＰＭＡＣ（２５６位）中ＤＳＰ４８Ｅ
的消耗达到了５０％［２］．

在全流水ＱＰＭＡＣ设计中，使用ＦＰＧＡ片内分
布式ＲＡＭ实现两级存储体结构中的子存储体．这
使ＦＰＧＡ的布局布线更加灵活，克服ＦＰＧＡ片内块
ＲＡＭ位置确定，结构固定的不足，同时这也能提高
ＦＰＧＡ片内存储器资源的利用率．但是，分布式
ＲＡＭ占用ＦＰＧＡ的逻辑资源．因此，ＱＰＭＡＣ中
ＳｌｉｃｅＬＵＴ消耗达到１３％．

由于在ＱＰＭＡＣ设计中采用保留进位累加策
略来克服数据范围扩大带来的挑战，综合频率相对
于ＤＤＨＰＭＡＣ（１７０．７ＭＨｚ）［２］提高了１２％．ＬＵ和
ＭＧＳＱＲ分解加速器的综合频率都超过１６０ＭＨｚ．
而且，计算阵列规模的扩大并没有导致加速器频率
出现明显下降，这表明ＬＵ和ＭＧＳＱＲ分解加速器
结构具有良好的可扩展．对于４ＰＥ的ＬＵ或ＭＧＳ
ＱＲ分解加速器来说，ＦＰＧＡ的峰值性能达到

１２８０ＭＦＬＯＰＳ（１２８ｂｉｔＦｌｏａｔｉｎｇｐｏｉｎｔＯｐｅｒａｔｉｏｎｓ
ＰｅｒＳｅｃｏｎｄ）．下面对于向量内积、ＬＵ及ＭＧＳＱＲ
分解应用，ＦＰＧＡ平台均运行于１３３ＭＨｚ．

表３中的功耗是通过ＩＳＥ１１．３中的ＸＰｏｗｅｒ
Ａｎａｌｙｚｅｒ工具估计得到的，其中２０％～３０％的功耗
用于ＩＯｂｕｆｆｅｒ．４ＰＥ的ＬＵ分解加速器的功耗为
２１．９３Ｗ，它仅为４核处理器ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２Ｑｕａｄ
Ｑ８２００功耗（９５Ｗ）的１／４．
５．２　向量内积应用的精度和性能

图７　向量内积的精度比较

图７比较了ＦＰＧＡ平台和软件平台实现不同
长度向量内积运算的精度．在文献［２］图１４（ｄ）中定
义的数据集犛犲狋１～犛犲狋６上测试内积运算，选取随机

９１１１期 雷元武等：基于ＦＰＧＡ的高精度科学计算加速器研究



测试中最坏情况来说明．从图７可以看出，软件平台
的内积结果精度会随着向量长度的增加而降低．而
ＱＰＭＡＣ计算过程中使用精确的定点运算，不会产
生误差，因此能够获得精确的结果．两种方法的精度
差别达到１２位．

图８比较了软件平台（ＭＰＦＲ、Ｉｎｔｅｌ函数库）和
ＦＰＧＡ平台实现向量内积的性能．ＭＰＦＲ和Ｉｎｔｅｌ函
数库的吞吐率分别为６ＭＦＬＯＰＳ和２１ＭＦＬＯＰＳ，
而ＱＰＭＡＣ单元采用全流水设计，能够取得流水吞
吐率，假定初始数据全部存储于ＤＤＲ２存储条上，
ＱＰＭＡＣ单元以１３３ＭＨｚ运行能取得２６６ＭＦＬＯＰＳ
的性能，加速比分别达到４５．９和１２．８．

图８　向量内积的性能比较

我们通过ＩｎｔｅｌＶＴｕｎｅ性能分析工具来分析
ＣＰＵ和ＦＰＧＡ平台的性能．如表４所示，任意精度
函数库ＭＰＦＲ实现１Ｍ的向量内积需要１１２６Ｍ条
指令，这是因为ＭＰＦＲ函数库中，任意精度浮点操
作使用整数操作模拟实现，所需的指令数较多，而且
还有部分指令用于函数调用等．Ｉｎｔｅｌ函数库是针对
ＩＥＥＥ标准的四精度浮点算术进行专门设计，相对
ＭＰＦＲ来说，其指令数可以减少一半以上，而且
Ｉｎｔｅｌ函数库针对Ｉｎｔｅｌ处理器的特点（如ＳＳＥ）进行
性能优化，其ＣＰＩ更低，因此，Ｉｎｔｅｌ函数库的性能比
ＭＰＦＲ高２．６倍．ＦＰＧＡ平台能够针对不同的计算
精度设计相应的逻辑单元，所需指令数较少，而
且ＱＰＭＡＣ单元采用流水设计，因此，ＦＰＧＡ平台能
够以１３３ＭＨｚ的运行频率取得１２倍以上的加速比．
表４不同平台下长度为１犕的向量内积的性能分析
ＭＰＦＲ（１１３ｂｉｔｓ）
犖．犐．犆犘犐犜／ｍｓ

ＩｎｔｅｌＦｏｒｔｒａｎ
犖．犐．犆犘犐犜／ｍｓ

ＦＰＧＡ
犖．犐．犜／ｍｓ犛／ｍｓ

１１２６Ｍ０．７３４４５０３Ｍ０．４４９５．８２Ｍ７．５１２
注：表中：犖．犐．表示指令数，犆犘犐表示ＣｌｏｃｋＰｅｒＩｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ，犜表示
时间，犛表示相对于Ｉｎｔｅｌ函数库的加速比．

５．３　犔犝分解应用的精度和性能
如表５所示，基于ＱＰＭＡＣ的ＬＵ分解的计算

精度比相同精度的软件实现更精确．这是因为软件
实现向量长度狀的内积时，需要引入２狀－１次舍入
误差，而ＱＰＭＡＣ单元仅在规格化时才进行一次舍
入操作．对于规模为４０９６的ＬＵ分解，结果精度提
高了５．４位．

表５　犔犝分解和犕犌犛犙犚分解精度比较
平台 精确位数

２５６ ５１２ １０２４ ２０４８ ４０９６
ＬＵ ＦＰＧＡ１００．１９８．８ ９７．５ ９５．７ ９４．１

ＣＰＵ ９７．３９５．１ ９３．１ ９０．９ ８８．７
ＭＧＳＦＰＧＡ１０３．６１０２．３１００．９ ９８．８ ９７．１
ＱＲ ＣＰＵ１００．８９９．６ ９７．１ ９３．７ ９１．２

　　图９比较了ＦＰＧＡ平台和软件平台上不同规
模ＬＵ分解的性能．在Ｉｎｔｅｌ四核处理器上实现串行
ＬＵ分解算法和基于ＯｐｅｎＭＰ的并行ＬＵ分解算
法．对于ＭＰＦＲ和Ｉｎｔｅｌ函数库，并行算法的执行速
度分别为串行算法的２．８倍和２．６５倍．从图９（ａ）
可知，对于给定矩阵规模，ＬＵ分解加速器的吞吐率
随着ＰＥ个数成线性增长，这是因为随着ＰＥ个数的
增加，Ｍａｓｔｅｒ和Ｓｌａｖｅｒ算法的运行次数线性减少，
而每次运行的时间开销基本保持不变．对于确定ＰＥ
个数，ＬＵ分解加速器的吞吐率随着矩阵规模的增
大略有提高，这是因为计算ＰＥ阵列的启动和流水
排空开销固定不变，而数据以流水方式在计算ＰＥ
之间传递，随着矩阵规模的增大，启动和流水排空开
销在总时间的比重减小．当矩阵规模为４０９６时，
ＦＰＧＡ平台上４ＰＥ的ＬＵ分解加速器的吞吐率接
近１０００ＭＦＬＯＰＳ，而ＭＰＦＲ和Ｉｎｔｅｌ函数库的吞吐
率分别为１０．１ＭＦＬＯＰＳ和２２．７ＭＦＬＯＰＳ，加速比
可以达到９７倍和４３倍．

图９ＬＵ分解的性能比较，其中图（ａ）中Ｍ、Ｉ、Ｓ、Ｏ分别表示
ＭＰＦＲ、ＩｎｔｅｌＦｏｒｔｒａｎ、串行算法、基于ＯｐｅｎＭＰ的并行算法，
柱状图表示不同实现方式的吞吐率，从左至右依次为：串行
ＭＰＥＲ、并行ＭＰＥＲ、串行ＩｎｔｅｒＦｏｒｔｒａｎ、并行ＩｎｔｅｒＦｏｒｔｒａｎ及
集成（１ＰＥ、２ＰＥ、３ＰＥ、４ＰＥ）的ＦＰＧＡ加速器
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５．４　犕犌犛犙犚分解应用的精度和性能
与ＬＵ分解应用相似，基于ＱＰＭＡＣ单元的

ＭＧＳＱＲ分解的计算精度比相同精度的软件实现
更精确．如表５所示，对于矩阵规模为４０９６的
ＭＧＳＱＲ分解，结果精度提高了５．９位．

图１０比较了不同平台不同规模ＭＧＳＱＲ分解
的性能．在Ｉｎｔｅｌ四核处理器上，基于ＯｐｅｎＭＰ的
ＭＧＳＱＲ并行分解算法的执行速度约为串行算法的
１．９倍和１．８倍．与ＬＵ分解相似，对于给定矩阵规
模，ＭＧＳＱＲ分解加速器的吞吐率随ＰＥ个数线性
增长．但是对于确定ＰＥ个数，ＭＧＳＱＲ分解加速
器的吞吐率不再随着矩阵规模增大而提高，这是因为
ＭＧＳＱＲ分解算法中矩阵更新过程的数据接收、计
算和发送不能同时执行，数据不能以完全流水的方
式在计算ＰＥ阵列中流动，这导致不同矩阵规模，计
算ＰＥ阵列的启动和流水排空开销在总时间的比重
保持不变．对应矩阵规模为４０９６的ＭＧＳＱＲ分
解，４ＰＥＦＰＧＡ实现的吞吐率达到９１８ＭＦＬＯＰＳ，
而ＭＰＦＲ和Ｉｎｔｅｌ函数库的吞吐率分别为１２．５Ｍ
和２１．７ＭＦＬＯＰＳ，加速比达到７３倍和４２倍．

图１０　ＭＧＳＱＲ分解的性能比较，子图中Ｍ、Ｉ、Ｓ、Ｏ的定
义和柱状图的定义与图９相同

５．５　犘犆犐犈性能分析
由于主机与ＦＰＧＡ通过ＰＣＩＥｘ８通道进行数

据交互，ＦＰＧＡ平台的性能受到ＰＣＩＥ带宽的限制．
在向量内积应用中，ＱＰＭＡＣ的计算性能为
２６６．６ＭＦＬＯＰＳ，匹配的ＩＯ带宽为４．３ＧＢ／ｓ，而实
际通信带宽仅为９００ＭＢ／ｓ，这导致ＦＰＧＡ平台的计
算性能下降４．８倍，相对于Ｉｎｔｅｌ函数库的加速比仅
为２．７．在ＬＵ和ＭＧＳＱＲ分解应用中，由于计算

复杂度与通信复杂度的比为犗（狀），通信开销在总时
间中的比重是随着矩阵规模增大而减小，如图１１所
示．因此，使用ＦＰＧＡ平台加速高精度科学应用时，
需要尽量复用数据，提高计算复杂度与通信复杂度
的比值，减少ＩＯ带宽的需求，从而提高加速性能．

图１１　ＬＵ和ＭＧＳＱＲ分解中ＰＣＩＥ通信开销相对于４ＰＥ
ＦＰＧＡ实现总时间的比重

６　结　论
本文定制了一个四精度浮点乘累加单元（ＱＰ

ＭＡＣ），采用精确定点乘法和加法操作代替浮点操
作，仅在最后规格化时进行一次舍入操作．这样能够
获得精确的向量内积结果，避免减法操作的“巨量相
消”现象．在ＱＰＭＡＣ设计中，提出两级存储策略来
存储累加和的数据，同时引入保留进位累加策略和累
加和划分策略，来最小化关键路径长度，简化进位处
理，保证流水吞吐率．最后，为了验证ＱＰＭＡＣ性能，
在ＸＣ５ＶＬＸ３３０芯片上设计一个ＬＵ分解和ＭＧＳ
ＱＲ分解加速器原型，集成４个ＱＰＭＡＣ单元，与
Ｉｎｔｅｌ四核处理器相比获得４２到９７倍的性能提升．
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