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摘　要　取向估计的主要目的是计算出图像等多维信号各点的取向信息，在图像处理和机器视觉的底层处理中具
有广泛的应用．在总结现有基于张量的取向估计方法的基础上，文中提出了基于张量的取向估计方法的理论框架，
并从取向张量的构造这一核心问题入手证明各种基于张量的取向估计方法都可以统一到这一理论框架之下，从而
有利于对这类方法进行深入研究或设计更准确的取向估计方法．
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１　引　言
一般情况下，多维信号是用矢量表示的，而矢量

是带有方向性的，对于图像信息而言，这种方向性成
为区分多维信号和一维信号的基本特征之一，本文
将多维信号所具有的方向性定义为“取向”．首先区
分一下取向（ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎ）和方向（ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ）．举例说
来，在二维情况下，一条直线有其特定的取向，但是
没有唯一确定的方向，矢量具有唯一确定的方向，但
是没有取向；在三维空间中的平面也是只有唯一确

定的取向而没有唯一确定的方向，其取向可以用矢
量表示，但是夹角为π的矢量被认为是表示同一
取向．

取向估计的主要目的是计算出图像等多维信号
各点的取向信息，在边缘提取、图像分割、纹理分析、
自适应滤波、立体视差估计、图像增强和运动分析中
都有直接应用，对位移和光流场的计算也是对信号
在三维空间中进行取向估计．如果把视觉分为三个
层次：底层视觉、中层视觉和高层视觉，那么底层视
觉的主要任务就是提取不同尺度下的边缘及其取向
信息．



根据现有的取向估计方法对取向的表示方法不
同，可以将这些方法分为基于通道表示的方法、基于
自相关函数的方法和基于张量的方法．基于通道表
示的方法［１］实际上是选择适当的核函数对信号在不
同尺度下的梯度分别作一个映射，然后通过对特定
核函数的编解码过程来进行取向估计．基于自相关
函数的方法［２］直接计算信号的自相关函数，然后用
抛物线拟合自相关函数的一小部分中心值，最后根
据所得抛物线的主曲率推导所要估计的取向．基于
张量的方法［３１０］用二阶张量表示取向，通过构造取
向张量来计算取向信息，算法简单有效，是目前应用
最为广泛的一种方法．

本文的主要工作是为基于张量的取向估计方法
建立统一的理论框架，使得各种基于张量的取向估
计方法可以在这一理论框架中得到统一的解释．由
于基于通道表示的方法和基于自相关函数的方法只
是在取向表示方法和相应的计算过程上与基于张量
的方法有所差别，因此本文的理论框架对其它两类
方法也具有借鉴意义．

２　基于张量的取向估计方法
根据取向张量的计算方法不同，基于张量的取

向估计方法可以进一步细分为梯度张量法［３６］、多项
式张量法［７］和正交张量法［８１０］．
２．１　梯度张量法

梯度张量法与以往一些文献中提到的结构张量
（ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｔｅｎｓｏｒ）的计算方法相同，主要是采用某
种微分算子计算图像的灰度梯度，然后根据梯度方
向矢量构造张量．具体计算公式如下［５］：

犜犵＝∫狑（｜狓｜）犳（狓）犳（狓）Ｔｄ狓 （１）
式中，狓为矢量空间坐标，狑（｜狓｜）为该点的高斯加
权值，犳（狓）为该点的梯度．
２．２　多项式张量法

基于多项式张量的方法［７］是采用正则化卷积
（ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ）的信号分析方法，综合考
虑信号的不确定性和信号分析函数，首先选择一组
信号分析函数构成一组基，然后通过正则化卷积获
得这组基的系数，这组系数与信号的泰勒展开式具
有对应关系，最后采用多项式近似构造取向张量．

基于多项式张量的方法对信号建立了一个多项
式近似框架：

犳（狓）～狓Ｔ犃狓＋犫Ｔ狓＋犮 （２）

式中，狓为待估计信号，犃，犫，犮分别为二次项、一次
项和零次项的系数矩阵，基于多项式张量的方法就
是通过正则化卷积针对这一信号框架进行取向
估计．

多项式张量主要针对式（２）所示的信号框架，通
过多项式近似的框架参数构造张量［７］：

犜狆＝犃犃Ｔ＋γ犫犫Ｔ （３）
式中，γ为奇偶滤波器之间的加权系数，如果令
犳ｍｏｄｅｌ表示信号框架，犳表示信号，狑犪表示加权系数，
则［犃，犫，犮］＝ａｒｇｍｉｎ‖犳ｍｏｄｅｌ－犳‖２狑犪．其中犃、犫的计
算公式分别为
犃（狓）＝１

２σ４狓狓
Ｔ狑犪（狓）－１２σ２犐·狑犪（狓［ ］）犳（狓）（４）

犫（狓）＝－１２σ２狓狑犪（狓［ ］）犳（狓） （５）
式中，狑犪（狓）为归一化的高斯加权函数，且狑犪（狓）＝
１

（２槡πσ）狀ｅ
－‖狓‖

２
２σ２．

２．３　正交张量法
基于正交张量的方法一般是设计一组频域正交

滤波器，对信号进行滤波，最后根据滤波器组的输出
结果构造张量，用于估计取向．

正交张量的构造公式如下［８］：
犜狇＝∑犽‖狇犽‖珦犖犽 （６）

式中，狇犽为第犽个方向的滤波结果，‖狇犽‖代表狇犽的
模值，如果狀犽是滤波器引导矢量，则要求｛狀犽｝张成
矢量空间的一组基或一组框架，而｛狀～犽｝则为｛狀犽｝的
对偶基或对偶框架，珦犖犽＝狀～犽狀～Ｔ犽．一般地，

狇犽＝１
（２π）狀∫犉（ω）犎犽（ω）ｄω （７）

式中，犉（ω）为信号犳（狓）的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换，犎犽（ω）为
第犽个方向的正交滤波器．

一般地，
犎犽（ω）＝ρ（）ω犱犽（ω^狀犽），ω^Ｔ狀犽＞０ （８）

式中，ρ为径向函数；犱为方向函数；ω^＝ω／‖ω‖；
狀犽是滤波器引导矢量．

３　理论框架
基于张量的取向估计方法进行取向估计的过程

可以分解为两个主要步骤：
１．构造计算取向信息的张量；
２．根据张量计算取向信息．

其中，构造计算取向信息的张量是最关键的一步，也
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是不同方法的主要区别所在．下面首先就张量的构
造建立统一的计算框架．
３．１　张量的构造

张量的构造主要是计算表示与取向张量相关的
矩阵．本文从正交张量的构造方法中获得启发，对于
信号中任一点，根据信号在该点的滤波结果来计算
其取向张量．另外，也可以从正交张量的构造中得出
取向张量和取向张量矩阵中的各分量之间的关系，
即它们的滤波结果是相同的，只是取向张量求和时
是乘上相应滤波器引导矢量的对偶矢量构成的张量
珦犖犽，而取向张量矩阵的各分量乘的是珦犖犽中相应的
分量．

在频域中，信号与滤波器的卷积可以转化为乘
积计算，于是，各种取向张量的构造方法可统一用
式（９）表示，而其分量可统一用式（１０）表示：

犜＝∫犛（ω）·犎（ω）·犇（ω）ｄω （９）

犜犻犼＝∫犛（ω）·犎（ω）·犇犻犼（ω）ｄω （１０）
上式中，犛（ω）表示信号项；犎（ω）为进行取向估计所
选用的滤波器；犇（ω）与式（６）中珦犖犽的含义相同；
犇犻犼（ω）为犇（ω）中第犻行第犼列的分量；∫（·）代表与
ω的维数相对应的积分运算．不同的取向张量计算
方法主要是滤波器犎（ω）的设计以及与滤波器的阶
数有关的信号项犛（ω）有所差别，但是滤波器均需要
具备以下性质：

（１）对称性
令ω＝（ω１，ω２，…，ω狀），则
犎（ω１，ω２，…，ω狀）＝犎（ω狀，ω狀－１，…，ω１）．
（２）Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ共轭性
令ω＝（ω１，ω２，…，ω狀），则

犎（－ω１，－ω２，…，－ω狀）＝犎（ω狀，ω狀－１，…，ω１）．
（３）张量矩阵的非负性
即犜＝∫犛（ω）·犎（ω）·犇（ω）ｄω０．
本文将在下一小节通过理论推导证明，基于张

量的取向估计方法尽管在具体计算方法上有所差
别，但均可统一到这一框架之下．
３．２　根据张量计算取向信息

完成了对图像中各点与取向信息相关的张量的
计算，就可以计算相应的取向信息．根据前面分析的
取向估计原理，如果该张量是通过梯度张量法求得
的，则可对其进行特征值分解，取最小特征值对应的
特征向量为信号的取向矢量；如果该张量是通过多

项式张量法或者正交张量法求得的，由于此时求得
的张量与梯度张量法求得的张量是正交的关系，因
而取最大特征值对应的特征向量为信号的取向矢
量．进一步，相应的取向角信息可由取向矢量求出．

如令取向张量为

犜＝犜１１犜１２
犜２１犜［ ］

２２
（１１）

张量的特征值分解如下式所示：

犜＝∑
２

犽＝１
λ犽犲^犽犲^Ｔ犽 （１２）

式中，犜为张量，｛λ犽｝表示张量矩阵的特征值，｛犲^犽｝为
相应的特征矢量，根据张量的计算方法及其特征值
分解结果，选择最小或最大特征值对应的特征矢量
作为取向矢量，假定犲^犽＝（犲２，犽，犲１，犽）为选取的取向矢
量，则相应的取向角为

ａｒｃｔａｎ（犲２，犽，犲１，犽） （１３）

４　理论框架的证明
下面就通过理论推导证明各种基于张量的取向

估计方法可以统一到本文建立的理论框架之中．
４．１　梯度张量

在实际计算过程中，梯度的计算可以转化为信
号与高斯微分函数的卷积，即

（犵犳）（狓）＝犳（狓）犵 （１４）
于是，梯度张量的计算结果为

犜犵＝∫狑（狓）［（犳犵）（狓）］·［（犳犵）（狓）］Ｔｄ狓
＝∫∫∫狑（狓）［（犳犵）（狔）］·［（犳犵）（狕）］Ｔ·
δ（狓－狔）δ（狓－狕）ｄ狓ｄ狔ｄ狕
＝∫∫∫狑（狓）［（犳犵）（狔）］·［（犳犵）（狕）］Ｔ·
∫∫ｅ－ｊω１（狓－狔）ｅｊω２（狓－狕）ｄω１ｄω［ ］２ｄ狓ｄ狔ｄ狕
＝∫∫∫狑（狓）ｅ－ｊ狓（ω１－ω２）ｄ狓∫（犳犵）（狔）ｅｊω１狔ｄ狔·
∫［（犳犵）（狕）］Ｔｅｊω２狕ｄ狕ｄω１ｄω２
＝（２π）－２狀∫∫犠（ω１－ω２）犉（ω１）犉（ω２）·
犌（ω１）犌（ω２）ω１ωＴ２ｄω１ｄω２
＝－（２π）－２狀∫∫犠（ω１＋ω２）犉（ω１）犉（ω２）·
犌（ω１）犌（ω２）ω１ωＴ２ｄω１ｄω２ （１５）

式中，犠（·）、犉（·）、犌（·）分别为狑（·）、犳（·）、犵（·）

８２７１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１１年



的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换．
一般地，

犠（·）＝ １
２槡πσ（ ）狑狀ｅ

－‖·‖
２

２σ２狑 （１６）

犌（·）＝ｅ
－‖·‖

２
２σ２Δ （１７）

式中，σ狑和σΔ分别为高斯加权函数和高斯微分函数
的方差．

由式（１５）可知，对于梯度张量，
犛（ω）＝犉（ω１）犉（ω２）犛（ω１，ω２） （１８）

犎（ω）＝－犠（ω１＋ω２）犌（ω２）犌（ω２）犎（ω１，ω２）
（１９）

犇（ω）＝ω１ωＴ２犇（ω１，ω２） （２０）
由式（２０）可知，犎（ω１，ω２）满足

犎（ω１，ω２）＝犎（ω２，ω１） （２１）
犎（－ω１，－ω２）＝犎（ω１，ω２） （２２）

即滤波器满足对称性和Ｈｅｒｍｉｔａｎ共轭性．
同时，

犜犵＝∫∫犛（ω１，ω２）·犎（ω１，ω２）·犇（ω１，ω２）ｄω１ｄω２
＝－∫∫犠（ω１＋ω２）犉（ω１）犉（ω２）·
犌（ω１）犌（ω２）ω１ωＴ２ｄω１ｄω２
＝∫∫∫狑（狓）ｅ－ｊ狓（ω１－ω２）ｄ狓·
犉（ω１）犉（ω２）犌（ω１）犌（ω２）ω１ωＴ２ｄω１ｄω２
＝∫狑（狓）∫ω１犉（ω１）犌（ω１）ｅ－ｊ狓ω１ｄω１［ ·

∫ω２犉（ω２）犌（ω２）ｅ－ｊ狓ω２ｄω］２ｄ狓 （２３）

令犪（狓）＝∫ω犉（ω）犌（ω）ｅ－ｊ狓ωｄω，则
犜犵＝∫狑（狓）犪（狓）犪（狓）ｄ狓＝∫狑（狓）‖犪（狓）‖２ｄ狓０

（２４）
由式（２４）可知，梯度张量满足非负性．
综上，梯度张量的构造方法可以统一到式（９）的

理论框架下，且满足滤波器的各项性质．
４．２　多项式张量

对多项式张量的构造而言，如果只考虑信号的
局部特性，则式（４）、式（５）可变换为
犃犻犼＝∫１

２σ４狓犻狓
Ｔ
犼狑犪（狓）－１２σ２δ犻犼·狑犪（狓［ ］）犳（狓）ｄ狓

（２５）
犫犻＝∫－１σ２狓犻狑犪（狓［ ］）犳（狓）ｄ狓 （２６）

式中，犃犻犼代表局部信号狓犻、狓犼的二次项拟合系数，犫犻
表示信号狓犻的一次项拟合系数．

根据Ｐａｒｓｅｖａｌ定理，式（２５）、式（２６）可以变换为
犃犻犼＝－１

２（２π）狀∫ω犻ω犼犠犪（ω）犉（ω）ｄω（２７）

犫犻＝ｊ
（２π）狀∫ω犻犠犪（ω）犉（ω）ｄω （２８）

式中，犠犪（·）＝ｅ－
σ２‖·‖２

２ ，为式（２５）中数据项狓犻狓Ｔ犼狑犪（狓）
的Ｆｏｕｒｉｅｒ变换．

于是，
犜犻犼＝∑犽犃犻犽犃犼犽＋γ犫犻犫犼
＝（２π）－２狀∫∫ω１，犻ω２，犼１４∑犽ω１，犽ω２，犽－［ ］γ·
犠犪（ω１）犠犪（ω２）犉（ω１）犉（ω２）ｄω１ｄω２
＝（２π）－２狀∫∫ω１，犻ω２，犼１４ωＴ１ω２－［ ］γ·
犠犪（ω１）犠犪（ω２）犉（ω１）犉（ω２）ｄω１ｄω２（２９）

由式（２９）可得，在式（１０）的统一计算框架下，计
算多项式张量的信号项、滤波器项及表示信号方向
的分量分别为

犛（ω）＝犉（ω１）犉（ω２）犛（ω１，ω２） （３０）
犎（ω）＝１

４ω
Ｔ１ω２－［ ］γ犠犪（ω１）犠犪（ω２）犎（ω１，ω２）

（３１）
犇犻犼（ω）＝ω１ω２犇犻犼（ω１，ω２） （３２）

于是，
犇（ω）＝ω１ωＴ２犇（ω１，ω２） （３３）

由式（３１）可知，犎（ω１，ω２）满足对称性和Ｈｅｒ
ｍｉｔａｎ共轭性．
犜狆＝∫∫犛（ω１，ω２）·犎（ω１，ω２）·犇（ω１，ω２）ｄω１ｄω２
＝１４∫∫ω２１ω２２犠犪（ω１）犠犪（ω２）犉（ω１）犉（ω２）ｄω１ｄω２－

γ∫∫ω１ω２犠犪（ω１）犠犪（ω２）犉（ω１）犉（ω２）ｄω１ｄω２

＝１４∫∫ω２１ω２２犠犪（ω１）犠犪（ω２）犉（ω１）犉（ω２）ｄω１ｄω２＋

γ∫∫ω１ω２犠犪（ω１）犠犪（ω２）犉（ω１）犉（ω２）ｄω１ｄω２

＝１４∫ω２１犠犪（ω１）犉（ω１）ｄω１∫ω２２犠犪（ω２）犉（ω２）ｄω２＋

γ∫ω１犠犪（ω１）犉（ω１）ｄω１∫ω２犠犪（ω２）犉（ω２）ｄω２
（３４）

令犪１＝∫ω２犠犪（ω）犉（ω）ｄω，犪２＝∫ω犠犪（ω）犉（ω）ｄω，
则式（３４）可以转化为
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犜狆＝１４犪１犪
－
１＋γ犪２犪－２＝１４‖犪１‖

２＋γ‖犪２‖２

（３５）
因而，对于γ０，犜狆０，即多项式张量满足非

负性．
４．３　正交张量

在式（９）的统一计算框架下，正交张量的计算为
信号在频域中通过一组正交滤波器进行滤波，即
犜狇＝∑犽‖狇犽‖珦犖犽
＝∑犽 １

（２π）狀∫犉（ω）犎犽（ω）ｄω珦犖犽

＝１
（２π）狀∫‖犉（ω）‖∑犽‖犎犽（ω）‖珦犖犽ｄω

＝１
（２π）狀∫‖犉（ω）‖∑犽‖ρ（ω）犱犽（ω^狀犽）‖珦犖犽ｄω

＝１
（２π）狀∫‖犉（ω）‖ρ（）ω∑犽‖犱犽ω^狀（ ）犽‖珦犖犽ｄω

（３６）
由式（３６）可得，在式（９）的统一计算框架下，对

于正交张量：
犛（ω）＝‖犉（ω）‖ （３７）

犎（ω）·犇（ω）＝ρ（ω）∑犽‖犱犽（ω^狀犽）‖珦犖犽（３８）
由式（３８）可知，犎（ω）满足对称性和Ｈｅｒｍｉｔａｎ

共轭性．另外，由于正交滤波器犎（ω）的一个重要特
点就是在半个频域上值为０，一般情况下都令正交
滤波器在负半频域上值为０，因而正交张量满足非
负性．

综上，各种基于张量的取向估计方法均可统一
在本文提出的理论框架之下．

５　正交张量法的改进及实验结果
根据前面建立的理论框架可以知道，基于张量

的取向估计方法的关键在于滤波器的设计．鉴于正
交张量法算法简单、应用广泛，我们选择对这一种方
法的滤波器进行了重新的设计，以提高其估计的准
确性和鲁棒性．

算法改进的主要思想是在正交滤波的基础上进
行非线性扩散滤波，也就是将正交滤波器和非线性
扩散滤波结合起来构成新的滤波器，由于非线性扩
散能够在抑制噪声的同时保持图像原有的特征点，
因此这两者结合之后就能够达到我们的设计目
的［１１］．

实验方法是应用上述方法对已知取向信息的测

试图像进行取向估计得到进行取向估计的平均误
差，并添加方差为０．１的高斯噪声比较了方法改进
前后对噪声的鲁棒性．这里，测试图像如图１所示，
其中图１（ａ）为原始测试图像（大小为２５６×２５６），由
各种倾角的直线组成，这里选取对各种倾角的直线
进行估计的原因是不同倾角的直线离散化的误差不
同，只有某些特定的方向（如水平、垂直和４５°方向）
不存在离散化误差；图１（ｂ）为测试图１（ａ）被添加了
方差为０．１的高斯噪声的结果．

图１　取向估计的测试图像

对不同倾角的直线分别计算平均估计误差，可
以得到改进后的方法对不同角度的直线进行取向估
计与原方法的误差比较曲线，如图２所示．从该图中
可以看出，改进措施不但减小了估计误差，而且减小
了估计误差的起伏变化幅度．实验中，正交滤波器的
参数为犅＝３，ω０＝π

槡２２，非线性滤波过程中的高斯
平滑函数的方差为σ＝０．０１，非线性滤波的参数
狋＝２０［１１］．

图２　本文方法与基于正交滤波的方法的估计误差曲线

为测试改进后的方法与原方法相比对噪声的鲁
棒性，我们对图１（ａ）依次添加方差为０～１的高斯
噪声，比较了原方法和本文方法分别进行非线性扩
散迭代２０次、１００次的平均估计误差变动曲线．从
图３中可以看出，本文的方法减小了噪声对估计精
度的影响，而且随着迭代次数狋的增加，可以进一步
减小估计误差［１１］．
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图３　对图１（ａ）添加高斯噪声情况下的估计误差变动曲线

６　结束语
本文在总结分析现有取向估计方法的基础上，

建立了基于张量的取向估计方法的理论框架，从而
使得现有的基于张量的取向估计方法在此理论框架
下得到统一的解释．建立这一理论框架既方便于比
较和分析现有的方法，也有利于设计出新的取向估
计方法．
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