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摘　要　目前曲线曲面光顺算法大都基于手工操作，自动化程度低，难以对曲线曲面进行自适应光顺．针对此问
题，文中给出一种数字化光顺性指标犛犞犪犾狌犲的定义，基于此定义，提出了一个对ＮＵＲＢＳ曲线自适应的光顺算法．
该算法通过对曲线小波分解，得到其尺度部分和细节部分．然后压缩细节部分得到光顺后的曲线，通过计算犛犞犪犾狌犲
来评定曲线的光顺效果．最后递归光顺曲线，直到满足光顺要求．与其它光顺方法相比，该方法不仅直观，而且光顺
效果更佳，算法的自动性和自适应性更好．
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１　引　言
曲线曲面的光顺处理是计算机辅助设计中的一

个重要问题，特别在汽车、船舶、航空等行业中有重
要的应用．从产品的角度来说，设计产品的几何光顺
性对产品的质量以及产品的几何美观性等会产生重
要的影响．因此光顺问题在ＣＡＧＤ中有重要的理论



和应用价值，引起人们的广泛关注，但由于光顺问题
的复杂性，直到现在仍没有得到彻底的解决，对它的
研究仍在进行之中．

曲线曲面的光顺性是一个比较难以界定的概
念．所谓的光顺准则即为判定曲线曲面光顺的依据，
从目前发表的文献来看［１６］，在光顺中经常使用的曲
线曲面光顺准则都为定性判断，通常根据曲线曲面
上的曲率变化是否均匀等来判断．这些方法作为光
顺准则时遇到了以下两个问题：（１）由于对光顺性
的判定均为定性判断，难以实现自动判定；（２）无法
在不同的曲线或曲面之间进行光顺性比较．针对以
上两个问题，本文定义了一种数字化光顺性指标
犛犞犪犾狌犲，根据犛犞犪犾狌犲的性质可以对曲线曲面的光
顺性进行定量计算，也可以对不同曲线曲面的光顺
性进行比较，从而达到了对曲线曲面光顺性进行自
动判定的功能．基于此定义本文设计出一种曲线曲
面自适应光顺算法．

传统的曲线光顺处理方法大致可以分为三类：
基于节点删除插入的光顺［１，７］、基于能量法的光
顺［８１０］和基于小波技术的光顺［１１１２］．基于节点删除
插入的光顺方法一般采用交互的方式确定“坏点”，
这类方法主要基于手工操作，自动化程度低，当坏点
较多时，光顺效果并不理想．随后出现的一些关于能
量法的光顺算法，其光顺曲线时在某些情况下会导
致曲线形状改变较大，另外当控制点较多时计算量
较大，并且在光顺时不具有自适应性．基于小波技术
的曲线曲面光顺算法是近些年出现的．早期，Ｃｈｏ等
人［１１１２］提出了如何在小波变换过程中保持边界不变
的光顺算法；Ｌｙｃｈｅ等人［１３］构造出了具有最小支撑
区间的非均匀Ｂ样条小波；赵罡［１４］提出了基于数据
压缩特性的保持边界参数连续的准均匀Ｂ样条曲
线曲面的小波变换算法；Ａｍａｔｉ［１５］提出了一种新的
基于小波技术的曲线光顺算法，但由于该算法基于手
工方法选择坏点，算法效率较低；２０１０年Ｗａｎｇ等
人［１６］提出了一种基于小波的ＮＵＲＢＳ曲线的简化和
光顺算法（本文简称为Ｗａｎｇ算法），该算法虽然提高
了计算效率，但它是一种整体光顺方法，且不具有自
适应性．

上述光顺算法大都基于手工操作，自动化程度
低，难以对曲线曲面进行自适应光顺．针对这个问
题，本文在给出数字化光顺性指标犛犞犪犾狌犲定义
的基础上，根据犛犞犪犾狌犲的性质，提出了一个对
ＮＵＲＢＳ曲线的自适应光顺算法，该算法在光顺时
达到了自动性和自适应性．

２　犛犞犪犾狌犲的定义及其性质
曲线曲面现有的光顺准则在对光顺性进行判断

时都属于定性判断，难以通过计算机来达到自动判
断曲线曲面光顺性的目的．针对这些不足，本文通过
犛犞犪犾狌犲的性质，给出了一种定量判定光顺性的方法，
并由此可以在计算机上自动判定曲线曲面的光顺性．

对ＮＵＲＢＳ曲线进行小波分解得到下式：
犆狌狉狏犲Ｏｒｉｇｉｎａｌ＝犆狌狉狏犲Ｓｃａｌｅ＋犆狌狉狏犲Ｄｅｔａｉｌ （１）

写成矩阵形式如下，
Φ犔犆犔＝Φ犔犘犔犆犔－１＋Φ犔犙犔犇犔－１ （２）

其中Φ犔表示由原Ｂ样条基函数定义的行向量，犆犔
表示原控制顶点构成的列向量，犆犔－１和犇犔－１分别对
应尺度部分和小波部分控制顶点，犘犔和犙犔为相应的
重构矩阵．我们称犘犔犆犔－１为曲线的尺度信息，称
犙犔犇犔－１为曲线的细节信息．

对于非均匀Ｂ样条小波分解需要首先选取原
节点矢量的一个子序列，在本文中选取子序列的原
则是对内节点隔一取一，如图１所示．其中，○表示
保留对应的节点；●表示移除相应的节点．

｛……○●○●○●○●……｝
图　１

犛犞犪犾狌犲相对于曲线的定义：
（１）小波分解时取子序列为原偶节点序列，计算

犛Ｅｖｅｎ＝ ∑犙犔犇犔－１

∑犘犔犆犔－１＋∑犙犔犇犔－１．

（２）小波分解时取子序列为原奇节点序列，计算

犛Ｏｄｄ＝ ∑犙犔犇犔－１

∑犘犔犆犔－１＋∑犙犔犇犔－１．

（３）犛犞犪犾狌犲＝犛
Ｏｄｄ＋犛Ｅｖｅｎ
２ ．

显然犛犞犪犾狌犲具有以下性质：
性质１．０犛犞犪犾狌犲１．
由犛犞犪犾狌犲的定义可知０犛犞犪犾狌犲１．
性质２．犛犞犪犾狌犲的值越小，曲线越光顺．
由定义可知∑犙犔犇犔－１表示曲线细节信息的

总和，∑犘犔犆犔－１表示尺度信息的总和．犛犞犪犾狌犲
越大，说明曲线包含的细节信息越多，曲线越不光
顺，犛犞犪犾狌犲越小，表示曲线细节信息相对越少，曲线
就越光顺．

同样对于曲面控制顶点进行小波分解，可以得到
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犌Φ犔狌Φ犔狏＝
　犘犔狌犌Φ犔狌－１Φ犔狏－１（犘犔狏）Ｔ＋犘犔狌犇Φ犔狌－１Ψ犔狏－１（犙犔狏）Ｔ＋
　犙犔狌犇Ψ犔狌－１Φ犔狏－１（犘犔狏）Ｔ＋犙犔狌犇Ψ犔狌－１Ψ犔狏－１（犙犔狏）Ｔ

（３）
犌Φ犔狌Φ犔狏为原曲面控制顶点构成的矩阵，犌Φ犔狌－１Φ犔狏－１
为小波分解后尺度部分对应的控制顶点矩阵，
犇Φ犔狌－１Ψ犔狏－１，犇Ψ犔狌－１Φ犔狏－１，犇Ψ犔狌－１Ψ犔狏－１为小波部分对
应的控制顶点构成的矩阵．犘犔狌，犘犔狏，犙犔狌，犙犔狏为相应
的重构矩阵．通过重构矩阵，把分解后的控制顶点插
值为原节点矢量下的形式．定义

犃＝∑犙犔狌犇Ψ犔狌－１Ψ犔狏－１（犙犔狏）Ｔ＋
１
２∑犙犔狌犇Ψ犔狌－１Φ犔狏－１（犘犔狏）Ｔ＋
１
２∑犘犔狌犇Φ犔狌－１Ψ犔狏－１（犙犔狏）Ｔ （４）

犅＝∑犘犔狌犌Φ犔狌－１Φ犔狏－１（犘犔狏）Ｔ （５）
其中犃代表曲面细节信息的总和，犅代表曲面尺度
信息的总和．
犛犞犪犾狌犲相对于曲面的定义：
（１）小波分解时取子空间由原两个参数方向中

的偶节点序列构成，计算犛Ｅｖｅｎ＝犃
犃＋犅．

（２）小波分解时取子空间由原奇节点序列构

成，计算犛Ｏｄｄ＝犃
犃＋犅．

（３）犛犞犪犾狌犲＝犛
Ｏｄｄ＋犛Ｅｖｅｎ
２ ．

与犛犞犪犾狌犲的曲线定义类似，犛犞犪犾狌犲的曲面定
义同样具有性质１和性质２．

性质１．０犛犞犪犾狌犲１．
性质２．犛犞犪犾狌犲的值越小，曲面越光顺．
在对曲线曲面进行小波分解时，曲线曲面可被

分解为尺度部分和细节部分，一般情况下细节部分
代表了不光顺信息，尺度部分代表了光顺信息，如果
细节部分的信息占的比重越大，曲线曲面就越不
光顺．

图２（ａ）、（ｂ）分别是曲线１和曲线２，图２（ｃ）、
（ｄ）分别是其对应的曲率图．由光顺准则［２］可知曲线１
没有曲线２光顺．计算得到两条曲线的犛犞犪犾狌犲值，
犛犞犪犾狌犲（１）＝０．０６６８，犛犞犪犾狌犲（２）＝０．００７０，其中
犛犞犪犾狌犲（犻）表示曲线犻的犛犞犪犾狌犲值，犛犞犪犾狌犲（１）＞
犛犞犪犾狌犲（２），由犛犞犪犾狌犲的性质可知曲线１的光顺性
没有曲线２的光顺性好，这与通过光顺准则［２］得到
的结果是一样的，但光顺准则［２］却不能自动判定，有
很大的局限性，而本文方法却可以由计算机自动判
定给出比较结果．

图２　曲线１和曲线２的比较

　　综上，由犛犞犪犾狌犲的性质可以得到：（１）定量判定
线面的光顺情况；（２）可以任意比较不同曲线曲面间

的光顺性．由此可以在计算机上自动判定曲线曲面
的光顺性，而这些都是其它光顺准则所不能达到的．
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３　基于犛犞犪犾狌犲的犖犝犚犅犛曲线
自适应光顺算法

３．１　自适应光顺算法
根据犛犞犪犾狌犲的性质，本文给出一种ＮＵＲＢＳ曲

线的自适应光顺算法．通过对曲线进行小波分解，得
到相应的尺度部分和细节部分，然后压缩细节部分，
去除了曲线的不光顺部分．对修改后的细节部分进行
重构，得到光顺后的曲线，同时计算曲线的犛犞犪犾狌犲，
由犛犞犪犾狌犲评定曲线的光顺效果，最后递归光顺曲
线，逐次提高曲线的光顺性，直到满足光顺要求．

具体步骤如下：
１．对原曲线进行非均匀Ｂ样条小波分解，分别计算

犛Ｏｄｄ，犛Ｅｖｅｎ．
２．计算犛犞犪犾狌犲＝犛Ｏｄｄ＋犛（ ）Ｅｖｅｎ／２，犛犞犪犾狌犲值越小，光

顺性就越好．
３．对细节部分进行整体或局部压缩，如果犛犞犪犾狌犲犽，

对细节部分进行整体压缩，其中犽为一设定值；如果犛犞犪犾狌犲＜
犽，对细节部分进行局部压缩，每次只对细节部分的极值元素
进行压缩．

４．对修复后的细节部分进行小波重构得到光顺后的
曲线．

５．计算光顺后曲线的犛犞犪犾狌犲，评定曲线的光顺性，如
果犛犞犪犾狌犲＜α，α为一设定值，则光顺自动结束；否则进行递
归光顺，直到达到光顺性要求或满足递归终止条件（超过误
差限或递归次数）．
３．２　误差估计

本文我们用犲狉狉狅狉＝∑犆－犔犻－犆犔犻犉来近似表示
两条曲线间的误差．设γ犔（狌）＝Φ犔犆犔是原曲线，
γ－犔（狌）＝Φ犔犆－犔是光顺后得到的曲线，则我们可以根
据光顺前后控制顶点的变化情况直接估算曲线误
差，证明如下：
ｍａｘγ犔（狌）－γ－犔（狌）＝ｍａｘΦ犔（犆犔－犆－犔）

＝ｍａｘ∑
狀

犻＝０
犱犻Φ犔

犻（狌）犿×ｍａｘ∑
狀

犻＝０
Φ犔犻（狌）犿

（６）

因为∑
狀

犻＝０
Φ犔犻（狌）＝１，Φ犔犻（狌）（ ）０，其中犆犔－犆－犔＝

［犱０，犱１，…，犱狀］Ｔ，犿＝ｍａｘ犻 犱犻０犻狀．
在两条曲线比较接近的情况下，两条曲线间的

整体误差我们可以用犲狉狉狅狉＝∑犆－犔犻－犆犔犻犉来近
似表示．

本算法通过修复细节部分，并根据犛犞犪犾狌犲的
值评定光顺效果以及选择整体或局部光顺，达到自
适应光顺曲线曲面的目的，而且用户可以利用本算
法实现对ＮＵＲＢＳ曲线的自动光顺．

４　算法实例
本节对两组曲线数据进行光顺试验．图３（ａ）是

原曲率图，图３（ｂ）～（ｆ）是本算法逐次光顺得到的
曲率图．图３（ｇ）是原曲线，该曲线是具有３５个控制
顶点的三次非均匀Ｂ样条曲线．图３（ｈ）是本算法五
次递归光顺后得到的光顺曲线．图３（ｉ）是Ｗａｎｇ算
法光顺后曲线，图３（ｊ）是其对应的曲率图．与原曲率
图３（ａ）相比较，Ｗａｎｇ算法有一定的光顺效果，如
图３（ｊ）所示，而我们的算法在递归五次后就可以
达到比Ｗａｎｇ算法更好的光顺效果，如图３（ｆ）所
示，且有更小的光顺误差（犲狉狉狅狉（Ｗａｎｇ算法）＝
２２．８５２２，犲狉狉狅狉（本算法递归五次）＝１７．１４３６）．由
图３（ｋ）和（ｌ）可知，我们算法达到了对曲线局部光顺
的效果．图３（ｍ）是用局部光顺方法对原曲线光顺的
结果［１５］，图３（ｎ）是其对应的曲率图，比较图３（ａ）和
图３（ｎ），由光顺准则［２］可知，文献［１５］方法对原曲
线有一定的光顺效果．但通过曲率图３（ｆ）和图３（ｎ）
由光顺准则［２］可知，本文方法对曲线的光顺效果要
优于文献［１５］的局部光顺方法．

由表１可知，通过本算法递归光顺，曲线的
犛犞犪犾狌犲是逐渐减小的，同时由对应的曲率图３（ｂ）～
（ｆ）可知曲线也变得越来越光顺，即通过递归光顺，
我们算法可以逐次达到更加光顺的效果．

表１　通过犛犞犪犾狌犲评价曲线的光顺性
递归次数 犛犞犪犾狌犲 误差
零次 ０．００２５ ０　　
一次 ０．００１９ ７．３４７２
二次 ０．００１５ １１．４９７１
三次 ０．００１２ １４．１５９８
四次 ０．００１１ １５．８７５９
五次 ０．００１０ １７．１４３６

对于另外一个例子，图４（ａ）是原曲率图，图４
（ｂ）、（ｃ）是本算法逐次光顺曲率图，图４（ｄ）是具有
２８个控制顶点的原三次Ｂ样条曲线．当用能量法对
其进行光顺时，如果约束条件给的不好，原曲线会被
光滑成一条直线，如图４（ｅ）所示．图４（ｆ）为经过本
算法一次递归光顺后曲线与原曲线的比较图，图４
（ｇ）是其局部放大效果．图４（ｈ）为本算法两次递归
光顺后曲线与原曲线的比较图，图４（ｉ）是其局部放
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图３　本算法对曲线的逐次递归光顺效果
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图４　本算法对曲线的自适应光顺效果

大效果．由图可知本算法只在原曲线不光顺的地方
进行光顺处理，而原曲线相对光顺的区域则保持不
变，从而本算法达到了对曲线自适应光顺的效果．

由表２可以看出，应用本文光顺算法，每次递归
光顺后曲线的犛犞犪犾狌犲值是逐渐减少的，同时由曲
率图４（ａ）～（ｃ）可知曲线的光顺性也变得越来越
好．由以上可知，根据犛犞犪犾狌犲的性质可以有效地判
定曲线的光顺性．

表２　曲线的犛犞犪犾狌犲及其误差比较
递归次数 犛犞犪犾狌犲 误差
零次 ０．０４３４ ０　　
一次 ０．０３４９ ４．８５１５
二次 ０．０３０３ ７．８３０８

本算法通过递归光顺，可以使曲线达到更好的
光顺性，通过引入犛犞犪犾狌犲，达到了自动评定曲线的
光顺性、自适应光顺曲线的目的．
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５　结　论
光顺问题在几何造型和制造加工中的重要性不

言而喻，但关于曲线曲面的光顺必须要解决以下两
个基本问题：（１）针对目前光顺算法主要基于手工
操作、自动化程度低的特点，如何对曲线的光顺达到
自动性；（２）如何对曲线进行自适应光顺，把整体光
顺方法和局部光顺方法相结合．针对这两个问题，本
文给出数字化光顺性指标犛犞犪犾狌犲的定义，根据
犛犞犪犾狌犲的性质给出一个在计算机上自动判定曲线
曲面光顺性的方法．同时依据犛犞犪犾狌犲的性质提出
了一个ＮＵＲＢＳ曲线的光顺算法，与其它光顺算法
相比，本算法光顺效果更佳，且本算法的自动性和自
适应性更好．
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ｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄ．ＰｏｓｔｄｏｃｔｏｒａｌＯｕｔｂｏｕｎｄＲｅｐｏｒｔ，
ＢｅｉｈａｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ，２００４（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（赵罡．基于多分辨率技术的自由曲线曲面造型．北京航空
航天大学博士后出站报告，北京，２００４）

［１５］ＡｍａｔｉＧｉａｎｃａｒｌｏ．Ａｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌｆｉｌｔｅｒｉｎｇａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｆａｉｒｉｎｇ
ｐｌａｎａｒｃｕｂｉｃＢｓｐｌｉｎｅｃｕｒｖｅｓ．ＣｏｍｐｕｔｅｒＡｉｄｅｄＧｅｏｍｅｔｒｉｃ
Ｄｅｓｉｇｎ，２００７，２４（１）：５３６６

［１６］ＷａｎｇＷ，ＺｈａｎｇＹ．ＷａｖｅｌｅｔｓｂａｓｅｄＮＵＲＢＳｓｉｍｐｌｉｆｉｃａｔｉｏｎ
ａｎｄｆａｉｒｉｎｇ．ＣｏｍｐｕｔｅｒＭｅｔｈｏｄｓｉｎＡｐｐｌｉｅｄＭｅｃｈａｎｉｃｓａｎｄ
Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１０，１９９（５／８）：２９０３００

犠犃犖犌犃犻犣犲狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９８２，
Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ
ｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒａｉｄｅｄｇｅｏｍｅｔｒｉｃｄｅ
ｓｉｇｎ，ｗａｖｅｌｅｔａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｃｏｍｐｕｔｅｒ
ｇｒａｐｈｉｃｓｅｔｃ．

犣犎犃犗犌犪狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９７２，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓ
ｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．ｓｕｐｅｒｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｇｅｏ
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犕犝犌狌狅犠犪狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９７０，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ
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ａｌｉｚａｔｉｏｎｅｔｃ．
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