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基于关系模型的进化算法收敛性分析与对比
黄　翰１），２）　林智勇３）　郝志峰４）　张宇山５）　李学强１）

１）（华南理工大学软件学院　广州　５１０００６）
２）（南京大学计算机软件新技术国家重点实验室　南京　２１００９３）

３）（广东技术师范学院计算机科学学院　广州　５１０６６５）
４）（广东工业大学计算机学院　广州　５１０００６）

５）（广东商学院数学与计算科学学院　广州　５１０３２０）

摘　要　研究建立了一种等态等价关系与强／弱态偏序关系模型，用于分析进化算法在收敛性上的等价性与可比
性．基于吸收态Ｍａｒｋｏｖ（马尔可夫）性，满足等态关系的进化算法具有等价的收敛性，从而在收敛性意义上实现了
进化算法的等价类划分．在等态关系基础上，建立了弱态和强态的偏序关系，提出了一种对比进化算法收敛性的数
学工具，在此基础上设计了更为强态的进化算法．文章运用所得理论分析了采用不同变异算子的（１＋１）ＥＡ算法之
间的关系，并用数值实验予以验证．文章提出的关系模型可以作为研究进化算法在收敛性上等价、对比和改进的一
种理论基础．
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１　引　言
进化算法（ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＥＡｓ）是

一类随机优化算法，其中包括遗传算法（ＧＡ）、进化
策略（ＥＳ）和进化规划（ＥＰ）等．它们利用某些启发式
规则进行优化，其思想根源来自于进化论．ＥＡｓ研
究近期被重新划分为４个分支：进化优化、进化学
习、进化设计和进化算法的理论基础［１］．收敛性分析
是理论基础研究中的一项重要内容，它是评估进化
算法正确性的一种重要手段．目前，关于ＥＡｓ收敛
性方面的研究结果已有不少，但多数是基于不可归
约马氏链而得到的，并且是针对单种算法作收敛性
分析，多种算法收敛性对比的理论研究工作则非常
缺乏．
２０世纪９０年代，进化算法的理论基础研究开

始兴起．由于ＧＡ的应用越来越广泛，并表现出原有
经典方法所没有的优势，许多学者开始思考其性能
优劣的理论解释，希望能得出有理论依据的结论，用
于指导算法设计．Ｈｏｌｌａｎｄ［２］的模式定理无疑是最早
的理论基础．但是，模式定理仅适用于二进制编码，
其结论难以运用到实际分析中，且存在着一些反例，
因此，模式定理并不能充分地揭示ＧＡ的理论意义．
Ｆｒａｎｔｚ［３］首先发现了ＧＡ欺骗问题（ＧＡＤｅｃｅｐ
ｔｉｖｅ），它能使算法偏离最优解而早熟，进而让模式
定理无效．Ｇｏｌｄｂｅｒｇ［４］和Ｂｅｔｈｋｅ［５］运用Ｗａｌｓｈ函数
和模式对ＧＡ进行了分析，并据此设计了最小骗问
题的例子．遗憾的是，Ｗａｌｓｈ方法需要计算解空间中
所有的点才能得到分析结果，因而无法用于指导实
际的算法设计．基于二进制编码和单点交叉的积木
块假设［６７］是ＧＡ性能分析中的另一种重要观点：低
阶、短距、高平均适应度的模式（积木块）在遗传算子
作用下能生成高阶、长距、高平均适应度的模式，最
终生成全局最优解．但由于只是一个假设、并没有理
论证明，而且存在着反例，因此，积木块假设并没有
得到普遍认可．

马尔可夫链（Ｍａｒｋｏｖ）数学工具的引入让ＧＡ
的理论基础研究取得了实质性的突破．Ｇｏｌｄｂｅｒｇ和
Ｓｅｇｒｅｓｔ［８］首先提出用有限齐次马氏链分析ＧＡ．
此后，Ｅｉｂｅｎ等人［９］用马氏链证明了保留最优个体
（Ｅｌｉｔｉｓｔ）的ＧＡ在概率意义上的全局收敛性．
Ｒｕｄｏｌｐｈ［１０］则用有限齐次马氏链证明了带有复制、
交换和突变操作的标准ＧＡ不能收敛到全局最优
解；据此，他认为标准ＧＡ不适应于静态函数优化问

题［１１］，并建议改变复制策略以获得全局收敛．在此
基础上，Ｂｃｋ［１２］和Ｍｕｈｌｅｎｂｅｉｎ［１３］研究了全局收敛
遗传算法的时间复杂性．

国内学者也在进化算法的收敛性方面做了不少
关键性工作．徐宗本等人［１４］证明了变异概率为０的
多种情形下ＧＡ会过早收敛，并给出了增大变异概率
等３个措施以保证新措施下的ＧＡ是全局收敛的．
张讲社等人［１５］给出了一种整体退火遗传算法，并证
明了其全局收敛性．梁艳春等人［１６］从理论上探讨了
ＧＡ的收敛条件与收敛速度等问题，给出了等价遗
传算法平均收敛速度的解析表达式．徐宗本等人［１７］

尝试运用鞅论研究ＧＡ的几乎必然强收敛性．周育
人和闵华清等人［１８］在变异算子为Ｇａｕｓｓ变异以及
目标函数为连续函数的假设下，利用概率论的基本
理论证明了多目标进化算法ＭＯＥＡｓ的强收敛性．
他们［１９］还证明了球函数上的（μ，λ）ＥＳ的线性收敛
性，并导出了相应的收敛因子和效率公式；依据效率
公式，他们从理论上分析了（μ，λ）进化策略中参数μ
和λ的最佳比值．王宇平等人分析了基于平滑技术
全局优化进化算法［２０２１］、求解ＴＳＰ的量子遗传算
法［２１］和动态多目标优化进化算法［２２］的收敛性．

多数研究结果［８２２］的局限性在于需要基于不可
归约Ｍａｒｋｏｖ性，即要求算法在无穷次迭代中能遍
历问题的解空间．另外，已有研究结论多数是只分析
单种进化算法的收敛性，较少考虑多种进化算法之
间收敛性的对比．通过在收敛性方面建立等价关系
和偏序关系数学模型，本文对生成与测试（ｇｅｎｅｒ
ａｔｅａｎｄｔｅｓｔ）［１］方法框架的进化算法进行等价划分
和对比研究，获得了无需基于不可归约Ｍａｒｋｏｖ性
的收敛性分析结论．

２　进化算法的等态关系模型
２１　进化算法的随机过程模型

进化算法的种类很多，包括了遗传算法、进化规
划与进化策略等．其中，遗传算法所采用的染色体编
码方式有多种，包括二进制、实数、字符甚至是混合
结构；进化规划和进化策略则采用实数编码．种群是
一组染色体的集合，通常各种进化算法都是利用某
种随机化的方法而获得初始种群．染色体的评估是
根据给定的适值函数计算每个染色体的适应值．染
色体的筛选主要是根据它们的适应值从当前种群中
选择出若干染色体组成新的种群，供算法的下一轮
迭代使用．在筛选方式上，遗传算法采用赌轮选择，
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进化策略采用排序选择，进化规划则是采用竞争选
择等．为了生成新的染色体，遗传算法采取交叉和变
异等算子，而进化规划和进化策略则仅采用变异算
子．综上所述，本文仅研究符合如下生成与测试
（ｇｅｎｅｒａｔｅａｎｄｔｅｓｔ）［１］方法框架的进化算法．
１．初始化，产生由狀条染色体组成的初始种群!０，狋＝０．
２．对种群!狋中的染色体逐一进行评估．
３．根据（父代）种群!狋产生一组染色体，形成（子代）种群!

～
狋．

４．对～
!狋中的染色体逐一进行评估．

５．如果满足停机条件则输出最优解并终止算法．

图１　本文研究的进化算法的基本流程
在进化算法中，染色体实质上是对所求问题的
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狋中的第犻条合法染色体!

"

，
!

狋（犻），通过解码
（形式上记为χ（! "

，
!

狋（犻）））可以得到!

的一个可行解
（为简单起见，我们总是假定染色体是合法的．事实
上，当染色体不合法时，可以通过某些方法进行修补
而令其合法［２３２４］）．进而，通过解码，种群!

"

，
!

狋将与问
题

!

的一组解相对应，形式上我们可用向量的形式
表示如下
χ（! "

，
!

狋）＝（χ（! "

，
!

狋（１）），χ（! "

，
!

狋（２）），…，χ（! "

，
!

狋（狀）））．
显然，这样的解向量和算法

"

的执行策略密切相
关，并随着种群的进化而变化．若将这样的向量视为
一个取值于某个状态空间的随机向量，则我们可以
获得一个随机过程，该过程刻画了算法

"

求解
!

的
进化过程．具体地，我们作如下定义．

定义１（狀阶状态空间）．　给定问题!

，设其可
行解集为

#$

!．定义Ω!

狀#$

!×#$

!…×#$烐烏 烑
!

狀

为由
!

的

可行解集生成的狀阶状态空间，其中×表示集合的
笛卡尔积．

定义２（算法对应的随机过程）．　设"

是符合
图１生成测试框架的用于求解问题!

的进化算法，
令ξ"

，
!

狋＝χ（! "

，
!

狋），即与"

的第狋代种群!

"

，
!

狋（通过某
种解码）相对应的问题

!

的解向量，称｛ξ"

，
!

狋｝＋∞狋＝１为算
法

"

求解
!

的随机过程．
显然，当

"

的种群规模为狀时，我们总有ξ"

，
!

狋∈
Ω!

狀（狋＝０，１，２，…），因此，Ω!

狀可以作为随机过程
｛ξ"

，
!

狋｝＋∞狋＝１的状态空间．进一步地，我们首先指出随机
过程｛ξ"

，
!

狋｝＋∞狋＝１的Ｍａｒｋｏｖ性，亦即有以下引理．
引理１．　设算法"

的种群规模为狀，则在状态
空间Ω!

狀中｛ξ"

，
!

狋｝＋∞狋＝１具有Ｍａｒｋｏｖ性．
证明．　根据图１的算法流程可知，"的第狋＋１

代种群
!

"

，
!

狋＋１是从第狋代种群!

"

，
!

狋及其生成的子代种
群

!

～"

，
!

狋中筛选出来的，所以，对于珟ΩΩ!

狀和狋＝０，
１，２，…，有
犘｛ξ"

，
!

狋＋１∈珟Ω狘ξ"

，
!

０，…，ξ"

，
!

狋｝＝犘｛ξ"

，
!

狋＋１∈珟Ω狘ξ"

，
!

狋｝．
　　这表明，｛ξ"

，
!

狋｝＋∞狋＝１具有Ｍａｒｋｏｖ性． 证毕．
引理１的结论早在学者们［１０］研究遗传算法的

收敛性时就提出，这里套用来描述进化算法（图１）
具有Ｍａｒｋｏｖ性．进化算法的主要目的是为了搜索
问题的最优解，这意味着，我们需要如下关于最优状
态空间的概念．

定义３（最优状态空间）．设Ω!

狀是｛ξ"

，
!

狋｝＋∞狋＝１的状
态空间，称Ω!

，狅狆狋狀 Ω!

狀为相应的最优状态空间，若对
于犞∈Ω!

，狅狆狋狀 其中包含一个分量是问题犘的最优解．
显然，当犘｛ξ"

，
!

狋∈Ω!

，狅狆狋狀 ｝＝１时，进化算法"

能
在有限时间内（第狋次迭代）找到问题的最优解；而
当ｌｉｍ
狋→＋∞

犘｛ξ"

，
!

狋∈Ω!

，狅狆狋狀 ｝＝１时，进化算法可以在迭代
时间趋于无穷时找到问题的最优解．在此基础上，我
们给出进化算法收敛的概念．

定义４（算法收敛）．　设｛ξ"

，
!

狋｝＋∞狋＝１为算法"

求解
!

的随机过程，相应的最优状态空间为Ω!

，狅狆狋狀 ．称进化
算法

"

是收敛的，若ｌｉｍ
狋→＋∞

犘｛ξ"

，
!

狋∈Ω!

，狅狆狋狀 ｝＝１成立．
不难发现，在前面的描述中，我们通过使用上标

来强调随机过程｛ξ"

，
!

狋｝＋∞狋＝１不仅与问题!

有关，还与
算法

"

有关．为了便于研究，我们作如下进一步的
假设．首先，假定所要求解的问题!

是一个离散优化
问题，它的可行解集为

#$

!＝｛狊犻｜犻＝１，２，…｝．其次，
假定

%"$＝｛"１，"２，…，"犽｝是用于求解问题!

的犽
个不同进化算法的集合，其中每个进化算法在实现
时对应的种群规模不超过犖．如前所述，随机过程
｛ξ"

，
!

狋｝＋∞狋＝１的状态空间Ω!

狀和算法种群规模有关，而不
同的算法可能选择不同的种群规模．因此，为了能对
多个算法进行统一研究，我们需要一个扩展的状态
空间，它能适用于所有种群规模不超过犖的进化算
法．具体地，给定问题!

，我们定义扩展的状态空间
如下：

Ω! Ω!

１∪Ω!

２∪…∪Ω!

犖．
　　显然，经过这样的处理，各个算法对应的随机过
程不仅具有相同的状态空间Ω!

狀，也具有相同的最优
状态空间，形式上可记为Ω!

，狅狆狋狀 ．此外，由于状态空间
Ω!是离散的，根据引理１可知，%"$中的每个进化算
法对应一个Ｍａｒｋｏｖ链．本文接下来的内容就是基
于这些具有相同状态空间的Ｍａｒｋｏｖ链对相应的进
化算法进行比较研究．给定问题!

，为了便于描述，
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在后文中，我们将去掉符号上标处的
!

（譬如，Ω!和
Ω!

，狅狆狋将分别简记为Ω和Ω狅狆狋）．
２２　进化算法的等态关系模型

本节将在笛卡尔积
%"$×%"$

上构造一个等态
关系，为此，先引入如下两个辅助定义．

定义５（非衰退序列）．　实序列｛σ狋｝＋∞狋＝０是非衰
退的，如果σ狋＞０且∏

＋∞

狋＝０
（１－σ狋）＝０．

定义６（α可达状态集）．　设进化算法"

对应的
Ｍａｒｋｏｖ链为｛ξ"

狋｝＋∞狋＝１，对给定的非衰退序列α＝
｛α狋｝＋∞狋＝０，称
Ξ"

狋（α）＝｛ω狘犘（ξ"

狋＝ω狘ξ"

狋－１Ω狅狆狋）α狋，ω∈Ω｝
为

"

在第狋次迭代的α可达状态集（狋＝１，２，…）．
Ξ"

狋（α）包含的状态是进化算法"

可以在第狋次
迭代以非０概率达到的，而且这个概率不衰退为０．

定义７（等态关系）．　给定进化算法集合%"$

，
对

%"$

中任意两个算法
"

和
&

（对应的随机过程分
别为｛ξ"

狋｝＋∞狋＝１和｛ξ&

狋｝＋∞狋＝１），若对于任意的非衰退序列
α都存在另一个非衰退序列β，使得Ξ"

狋（α）∩Ω狅狆狋＝
Ξ&

狋（β）∩Ω狅狆狋（狋＝１，２，…）成立，反之亦然，则称进化
算法

"

等态于
&

，记为
"&

，而称为%"$×%"$

上的一个等态关系．
如果两个进化算法满足等态关系，则两个算法

在每次迭代时，以非衰退概率产生的种群集合与最
优状态集合的交集是一样的．直观解释：算法"

能
达到的最优状态与算法

&

达到的是一致的．虽然如
此，算法

"

和
&

达到最优状态所花的时间可能不一
样，即等态关系的性质与收敛速度无关．下面证明等
态关系是

%"$×%"$

上的等价关系．
定理１．　等态关系是%"$×%"$

的一个等价
关系．

证明．　（１）自反性．显然，对任意"∈%"$

有：
""．（２）对称性．对任意"

，
&∈%"$

，根据定义７有
"&&"．（３）传递性．对任意"

，
&

，
'∈%"$

，当
"&

时，亦即对于任意非衰退序列α都存在一个
非衰退序列β使得Ξ"

狋（α）∩Ω狅狆狋＝Ξ&

狋（β）∩Ω狅狆狋（狋＝
１，２，…）成立．同理，&'

意味着存在一个非衰退
序列γ使得Ξ&

狋（β）∩Ω狅狆狋＝Ξ'

狋（γ）∩Ω狅狆狋（狋＝１，２，…）
成立．由此可知，Ξ"

狋（α）∩Ω狅狆狋＝Ξ'

狋（γ）∩Ω狅狆狋（狋＝１，
２，…）也成立，即"&

，
&'"'(

证毕．
既然等态关系也是%"$×%"$

上的一个等价
关系，那么，我们可以据此对

%"$

中的算法进行分
类，亦即得到如下等态类的概念．

定义８（等态类）．　给定进化算法集合%"$

，

是
%"$×%"$

上的等态关系，则称集合［
"

］＝｛～"｜
～
"∈%"$∧～

""

｝为进化算法
"∈%"$

在
%"$

上诱导
的等态类

(

第３节将给出等态类和进化算法收敛性的关系．

３　等态关系与进化算法收敛性
３１　基于等态关系的进化算法收敛性等价分析

等态关系实现了对进化算法的一个等价类划
分，属于同类的进化算法有可能搜索到最优状态集
（包含最优解的种群状态集）是一致的．如果允许足
够多次实验且迭代次数无限，同一等态类中的进化
算法都能达到一致的最优状态．下面证明等态类中
进化算法在收敛性上的这一特点．

首先，需要引入吸收态Ｍａｒｋｏｖ链的定义［８］．
定义９（吸收态Ｍａｒｋｏｖ链）．　给定Ｍａｒｋｏｖ链

｛ξ狋｝＋∞狋＝０，相应的最优状态空间为Ω狅狆狋，称｛ξ狋｝＋∞狋＝０是吸
收态的，若有犘｛ξ狋＋１Ω狅狆狋｜ξ狋∈Ω狅狆狋｝＝０（狋＝１，
２，…）．

吸收态Ｍａｒｋｏｖ链一旦到达最优状态空间，就会
吸附在其中永远不会出来．Ｅｉｂｅｎ等人［９］用Ｍａｒｋｏｖ
链证明了保留最优个体（Ｅｌｉｔｉｓｔ）ＧＡ的概率性全局
收敛之后，许多进化算法的设计都采用Ｅｌｉｔｉｓｔ保留
策略；这些算法都可以建模为吸收态Ｍａｒｋｏｖ链．定
义９的模型适合绝大多数的进化算法．

结合非衰退实序列，满足吸收态Ｍａｒｋｏｖ性的
进化算法

"

有引理２所描述的性质．
引理２．　给定算法"

对应的吸收态Ｍａｒｋｏｖ链
｛ξ"

狋｝＋∞狋＝１，若存在狋′０使得当狋＞狋′时有犘｛ξ"

狋∈Ω狅狆狋｜
ξ"

狋－１Ω狅狆狋｝α狋且｛α狋｝＋∞狋＝１为非衰退的，则算法"

收敛．
证明．　若存在狋′０使得当狋＞狋′时有

犘｛ξ"

狋∈Ω狅狆狋狘ξ"

狋－１Ω狅狆狋｝α狋，
则也有：犘｛ξ"

狋Ω狅狆狋｜ξ"

狋－１Ω狅狆狋｝１－α狋．
若记珚犘"

狋＝∏
狋－１

犻＝０
犘｛ξ"

犻＋１Ω狅狆狋ξ"

犻Ω狅狆狋｝，则有

ｌｉｍ
狋→∞
珚犘"

狋∏
＋∞

狋＝０
（１－α狋）．

又∏
＋∞

狋＝０
（１－α狋）＝０，所以ｌｉｍ狋→∞珚犘

"

狋＝０．这表明，"在迭
代时间趋于无穷时必能到达最优状态空间．

因为｛ξ"

狋｝＋∞狋＝１是吸收态Ｍａｒｋｏｖ链，根据定义９
有犘｛ξ"

狋Ω狅狆狋ξ"

狋－１∈Ω狅狆狋｝＝０（狋＝１，２，…），亦即
犘｛ξ"

狋∈Ω狅狆狋ξ"

狋－１∈Ω狅狆狋｝＝１（狋＝１，２，…）．据此，利用
全概率公式，可得
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犘｛ξ"

狋Ω狅狆狋｝＝
犘｛ξ"

狋Ω狅狆狋狘ξ"

狋－１Ω狅狆狋｝犘｛ξ"

狋－１Ω狅狆狋｝＋
犘｛ξ"

狋Ω狅狆狋狘ξ"

狋－１∈Ω狅狆狋｝犘｛ξ"

狋－１∈Ω狅狆狋｝＝
犘｛ξ"

狋Ω狅狆狋狘ξ"

狋－１Ω狅狆狋｝犘｛ξ"

狋－１Ω狅狆狋｝＝
犘｛ξ"

０Ω狅狆狋｝∏
狋－１

犻＝０
犘｛ξ"

犻＋１Ω狅狆狋狘ξ"

犻Ω狅狆狋｝＝
犘｛ξ"

０Ω狅狆狋｝珚犘"

狋

注意到ｌｉｍ
狋→∞
珚犘"

狋＝０，利用上式，有
ｌｉｍ
狋→∞
犘｛ξ"

狋Ω狅狆狋｝＝０．
进而，有
ｌｉｍ
狋→∞
犘｛ξ"

狋∈Ω狅狆狋｝＝１－ｌｉｍ狋→∞犘｛ξ
"

狋Ω狅狆狋｝＝１．
证毕．

引理２源自早期学者研究进化规划算法收敛性
时的类似结论［７，２３２４］，这里重新阐述主要为了说明
进化算法收敛的一个充分条件．利用引理２，我们可
得到下面定理２，它揭示了等态关系模型与进化算
法收敛性之间的联系．

定理２．　给定进化算法集合%"$

，［
"

］是由
"∈%"$

在
%"$

上诱导的等态类
(

假设有某一—
"∈

［
"

］是收敛的，对任意～
"∈［"］，若～

"

对应的随机过
程｛ξ～

"

狋｝＋∞狋＝０为吸收态Ｍａｒｋｏｖ链，则～
"

也收敛．
证明．　（１）首先指出：对于—

"

，存在狋′＞０和非
衰退序列α使得当狋＞狋′时有Ξ—

"

狋（α）∩Ω狅狆狋≠．若不
然，则对于任意狋′＞０和非衰退序列α，都存在一个
狋０＞狋′使得Ξ—

"

狋０（α）∩Ω狅狆狋＝，即有犘｛ξ
—
"

狋０∈Ω狅狆狋｝＝０，
据此，ｌｉｍ

狋→∞
犘｛ξ

—
"

狋（犘）∈Ω狅狆狋｝＝１不能成立，并导致与
—
"∈［"］的收敛事实矛盾．

（２）其次，对任意～
"∈［"］，显然有～

"—
"．根据

定义７，对于任意的非衰退序列α都存在一个非衰
退序列β使得：
Ξ—

"

狋（α）∩Ω狅狆狋＝Ξ～
"

狋（β）∩Ω狅狆狋≠（狋＞狋′）．
再根据定义６有犘｛Ξ～

"

狋（α）∩Ω狅狆狋≠｝α狋，所以，

犘｛ξ～
"

狋∈Ω狅狆狋｜ξ
～
"

狋－１Ω狅狆狋｝β狋（狋＞狋′）而且∏
＋∞

狋＝０
（１－β狋）＝

０．由于～
"

对应的随机过程｛ξ
～
"

狋｝＋∞狋＝０为吸收态Ｍａｒｋｏｖ
链，根据引理２可知～

"

收敛． 证毕．
定理２说明了在等态类中，具有吸收态Ｍａｒｋｏｖ

链性质的进化算法具有共同收敛的性质．这也说明
了：只要证明了等态类中一个进化算法的收敛性，便
得到同类其它进化算法（具有吸收态Ｍａｒｋｏｖ链性
质）的收敛性．进化算法一般都具有吸收态Ｍａｒｋｏｖ
链的性质，定理２反映了一个事实：如果要分析一个

进化算法（满足吸收态Ｍａｒｋｏｖ链性质）是否收敛，
可以通过研究其所在等态类中的其它进化算法的收
敛性达到目的．推论１从另一角度反映了这一事实．

推论１．　给定进化算法集合%"$

，［
"

］是由
"∈%"$

在
%"$

上诱导的等态类，若存在～
"∈［"］

对应的｛ξ
～
"

狋｝＋∞狋＝０为吸收态Ｍａｒｋｏｖ链且～
"

不收敛，则
任意—

"∈［"］也不收敛．
证明．　根据定理２，用反证法容易得证．
推论１体现了具有吸收态Ｍａｒｋｏｖ链性质的进

化算法与等态类中其它算法的另一个有趣关系：若
存在一个进化算法（满足吸收态Ｍａｒｋｏｖ性）不收
敛，则该算法所属等态类中的所有进化算法均不收
敛．也就是说，要证明等态类中的进化算法都不收
敛，只需要证明类中一个具有吸收态Ｍａｒｋｏｖ性的
进化算法不收敛即可．在实际中，只要采用精英保留
等改进，便可以使进化算法具有吸收态Ｍａｒｋｏｖ链
的性质，所以研究对象不难找到．
３２　基于强／弱态关系的进化算法收敛性对比

基于等态关系，可以给出相应的偏序关系，用于
进化算法收敛的对比．

定义１０（强／弱态关系）．　给定进化算法集合
%"$

，对
%"$

中任意两个算法
"

和
&

（对应的随机过
程分别为｛ξ"

狋｝＋∞狋＝１和｛ξ"

狋｝＋∞狋＝１），若对于任意的非衰退
序列α都存在另一个非衰退序列β，使得，Ξ"

狋（α）∩
Ω狅狆狋Ξ&

狋（β）∩Ω狅狆狋（狋＝１，２，…）成立，则称"

弱态于
&

，记为
"&

，或
&

强态于
"

，记为
&"．

强／弱态关系的直观解释：若
" &

，则算法
"

能找到的最优解，算法
&

也能找到；反之，算法
&

能
找到的最优解，算法

"

不一定能找到．由定义１０，
满足反自反、非对称且传递，所以，强／弱态是一种偏
序关系．下面的定理和推论刻画了满足强／弱态关系
的两个进化算法在收敛性方面的关系．

定理３．　给定进化算法集合%"$

，对
%"$

中任
意两个算法

"

和
&

，若
"&

且
"

收敛，而
&

对应的
｛ξ&

狋｝＋∞狋＝１为吸收态Ｍａｒｋｏｖ链，则&

也收敛．
证明．　（１）首先，类似定理２证明的第（１）部

分，可证得，对于
"

存在狋′＞０和非衰退序列α，当
狋＞狋′时，有Ξ"

狋（α）∩Ω狅狆狋≠．
（２）其次，根据定义１０由"&

可知，当狋＞狋′时
Ξ"

狋（α）∩Ω狅狆狋Ξ&

狋（β）∩Ω狅狆狋，其中α和β均为非衰退
序列．再根据定义７，可知犘｛Ξ&

狋（β）∩Ω狅狆狋≠｝
β狋．因此，当狋＞狋′时，有

犘｛ξ&

狋∈Ω狅狆狋狘ξ&

狋－１Ω狅狆狋｝β狋．
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　　注意到｛ξ&

狋｝＋∞狋＝１为吸收态Ｍａｒｋｏｖ链，根据引
理２，可知&

是收敛的． 证毕．
定理３的结论也表明了：只要证明了一个进化

算法的收敛性，便得到强态于该算法的其它具有吸
收态Ｍａｒｋｏｖ链性质的进化算法收敛性．与定理２
类似，定理３的一个直接作用在于：如果难以分析一
个吸收态过程进化算法是否收敛，可以转而研究弱
态于该算法其它算法的收敛性，以达到研究目的．下
面的推论２则给出了另一个方向的结论．

推论２．　给定进化算法集合%"$

，若
"∈%"$

对应的｛ξ"

狋｝＋∞狋＝１为吸收态Ｍａｒｋｏｖ链且"

不收敛，则
%"$

中弱态于
"

的算法皆不收敛．
证明．　根据定理３，用反证法容易得证．
推论２表明：具有吸收态Ｍａｒｋｏｖ链性质的进

化算法不收敛，则导致弱态于该算法的其它算法不
可能收敛．也就是说，要证明某个进化算法不收敛，
只需要证明链中强态于该算法的一个具有吸收态
Ｍａｒｋｏｖ性的进化算法不收敛即可．
３３　基于等态关系的进化算法收敛判别定理

这一小节基于等态关系模型给出进化算法的收
敛判别定理，并相应提出进化算法收敛性改进的一
个基本思想．

推论３．　给定算法"

对应的吸收态Ｍａｒｋｏｖ链
｛ξ"

狋｝＋∞狋＝１，若存在狋′０和非衰退序列α使得当狋＞狋′
时Ξ"

狋（α）∩Ω狅狆狋≠成立，则"

收敛．
证明．　根据定义５，Ξ"

狋（α）∩Ω狅狆狋≠（狋＞狋′）成
立意味着当狋＞狋′时必然存在某一状态ω狋∈Ω狅狆狋使得
犘（ξ"

狋＝ω狋｜ξ"

狋－１Ω狅狆狋）α狋，亦即，犘（ξ"

狋∈Ω狅狆狋狋｜ξ"

狋－１
Ω狅狆狋）α狋．注意到α为非衰退序列，即∏

＋∞

狋＝０
（１－α狋）＝０．

因此，由引理２可知"

是收敛的． 证毕．
推论３给出了一个进化算法收敛的判定原则．

注意，这里的证明并不要求Ｍａｒｋｏｖ链（过程）的状
态转移矩阵是不可归约的．推论３条件比以往学者
提出的收敛性证明条件［８２２，２５］要弱；以往收敛分析
条件可以简单表示为：存在狋′０和非衰退序列α，
当狋＞狋′时，Ξ"

狋（α）＝Ω狅狆狋．这个条件要求进化算法对
应的Ｍａｒｋｏｖ链在迭代时间趋于无穷时至少一次遍
历整个状态空间（不可归约性），显然比推论３条件
要苛刻．因此，本节得到了一种新型的收敛性判别条
件：满足吸收态Ｍａｒｋｏｖ链性的进化算法能否收敛，
关键取决于算法产生的可达状态集与最优状态集是
否从某次迭代开始都能有交集，亦即，存在狋′０和
非衰退序列α使得当狋＞狋′时有Ξ"

狋（α）∩Ω狅狆狋≠．

然而，在实际算法设计中，最优状态集Ω狅狆狋一般
是未知的．所以，对于满足吸收态Ｍａｒｋｏｖ链（过程）
的进化算法，直接的改进方案就是设计一个强态于
原算法的进化算法．具体分析如下：

给定两个进化算法
"

和
&

，
&

是
"

的修改版本，
满足：

&"

而且对应的随机过程具有吸收态Ｍａｒｋ
ｏｖ性．当存在序列α满足定义５，存在犞∈Ω狅狆狋∧犞∈
Ξ"

狋（α）（狋＝１，２，…）时，由& "

的性质有犞∈
Ξ&

狋（β），即此时即可以认为&

在收敛方面不亚于
"．

不仅如此，当犞∈Ω狅狆狋∧犞Ξ"

狋（α）且珟犞∈
Ω狅狆狋∧珟犞∈Ξ&

狋（β）（狋＝１，２，…）时，& 的收敛性能优
于

"．
当然，因为这种基于强态关系的改进可能增加

计算代价，所以，在设计更强态进化算法进行收敛性
改进时，需要考虑所需增加的计算量，如此才能得到
最有效的改进效果．计算量的分析属于进化算法的另
一理论主题———计算时间复杂性研究，我们在其它
研究［２６２８］中进行了讨论，本文分析主要针对收敛性．

４　满足等态和强／弱态关系的进化
算法举例

４１　采用不同变异算子的４个（１＋１）犈犃算法
本节根据经典的进化算法设计，给出满足等态

和强／弱态关系的算法例子．
（１＋１）ＥＡ算法符合图１框架，算法有两个特

点：种群规模为１，变异为１位取反，无交叉算子．因
为其算法结构简单，（１＋１）ＥＡ算法的分析曾经出
现在多位学者的理论研究文献中［２３２４，２９３０］，以极大
化问题为例，算法框架如图２所示．
１．初始化．随机产生一个０１串染色体．每个染色体记为（犫１，
犫２，…，犫犿），犫犻∈｛０，１｝，犻＝１，２，…，犿．

２．选择．如果子代染色体在适应值上优于父代染色体，则取代之
成为当前染色体；否则保留原父代染色体．如果停机条件满足
则输出最优解．

３．变异．通过变异算子产生一个子代染色体．跳转至步２选择．

图２　（１＋１）ＥＡ算法流程
本小节研究４个具有不同变异算子的（１＋１）

ＥＡ：
（１）ＥＡＩ算法在变异上采用逐位取反，即每一

个犫犻都有１／２的概率取反．
（２）ＥＡＩＩ算法同样采用逐位取反，对每一个犫犻

有１／狀的概率取反．
（３）ＥＡＩＩＩ算法则仅随机选择一个犫犻取反．
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（４）ＥＡＩＶ的变异采用插入变异，即随机选择
一个犫犻将其插入另外一个随机选择的位置犫犼之前：

４个算法在其它方面的设计一致，４种变异算子
的设计可以参考文献［２３２４］．以４种（１＋１）ＥＡ算
法为例是因为其是进化算法理论研究的经典对象，
并不代表研究提出的等态关系模型仅适用于（１＋１）
ＥＡ算法．理论上，只要满足图１生成与测试框架的
进化算法皆可以用等态关系模型进行分析．限于篇
幅，文章不再列举其它例子．
４２　满足等态关系的进化算法举例

例１．　ＥＡＩ与ＥＡＩＩ的关系．
可以证明ＥＡＩ等态于ＥＡＩＩ．由于两种算法采

用相同的初始化设置，所以，基于同样的初始状态
时，两种算法可达的状态集也是相等的．从选择策略
上，ＥＡＩ和ＥＡＩＩ对应的随机过程都是吸收态
Ｍａｒｋｏｖ链．命题１给出了这一结论．

命题１．ＥＡＩ等态于ＥＡＩＩ，即ＥＡＩＥＡＩＩ．
证明．　假设进化算法ＥＡＩ和ＥＡＩＩ对应的随

机过程分别为｛ξ"１
狋｝＋∞狋＝０和｛ξ"２

狋｝＋∞狋＝０．因为ＥＡＩ和ＥＡ
ＩＩ都是采用０１编码染色体（犫１，犫２，…，犫犿），所以ξ"１

狋

和ξ"２
狋都属于离散状态空间珟Ω，珟Ω中每一个元素都是

犿维０－１串．记珟Ω狅狆狋是最优状态空间，对于犞∈
珟Ω狅狆狋和狋＝０，１，…，假设犞与ξ"１

狋有犿１个位置不同，犞
与ξ"２

狋有犿２个位置不同．所以，根据两个算法的变异
算子，可以计算：
犘｛ξ"１

狋＋１＝犞狘ξ"１
狋珟Ω狅狆狋｝＝

犿
犿
烄
烆
烌
烎１
－１
·（）１２犿１·（）１２犿－犿１＝α（１）狋 （１）

犘｛ξ"２
狋＋１＝犞狘ξ"２

狋珟Ω狅狆狋｝＝
犿
犿
烄
烆
烌
烎２
－１
·１（）狀犿２·１－１（ ）狀犿－犿２＝α（２）狋（２）

易证｛α（１）狋｝＋∞狋＝０，｛α（２）狋｝＋∞狋＝０满足非衰退性，下面证明两
个算法的等态关系．

根据定义６，由于犞的任意性，Ξ"１
狋（α（１））∩珟Ω狅狆狋≠

和Ξ"２
狋（α（２））∩珟Ω狅狆狋≠成立．对于任意非衰退实序

列β（１）＝｛β（１）狋｝满足β（１）狋＞α（１）狋，存在非衰退实序列
β（２）＝｛β（２）狋｝满足β（２）狋＞α（２）狋，使得Ξ"１

狋（β（１））∩珟Ω狅狆狋＝
Ξ"２
狋（β（２））∩珟Ω狅狆狋＝（狋＝０，１，…）成立；类似地，对任
意γ（１）＝｛γ（１）狋｝满足γ（１）狋α（１）狋，存在γ（２）＝｛γ（２）狋｝满足
γ（２）狋α（２）狋，使得Ξ"１

狋（γ（１））∩珟Ω狅狆狋＝Ξ"２
狋（γ（２））∩珟Ω狅狆狋＝

（狋＝０，１，…）；反之亦然．由定义６，ＥＡＩ等态于
ＥＡＩＩ，即ＥＡＩＥＡＩＩ． 证毕．

命题１说明了ＥＡＩ和ＥＡＩＩ虽然有着不同的
变异算子，但是在等态意义下是相同的．根据引理２，
｛ξ"１
狋｝＋∞狋＝０和｛ξ"２

狋｝＋∞狋＝０都是Ｍａｒｋｏｖ链．由（１＋１）ＥＡ算
法的选择策略，两种进化算法一旦找到最优解（适值
最大）就会保持到永远，所以，根据定义８，｛ξ"１

狋｝＋∞狋＝０

和｛ξ"２
狋｝＋∞狋＝０都是吸收态Ｍａｒｋｏｖ链．根据定理２，若

ＥＡＩ收敛，ＥＡＩＩ也收敛；反之亦然（根据推论１）．
４３　满足强／弱态的关系进化算法举例
　　例２．　ＥＡＩＩ与ＥＡＩＩＩ的关系．

命题２．ＥＡＩＩ强态于ＥＡＩＩＩ，即ＥＡＩＩＥＡＩＩＩ．
证明．　假设进化算法ＥＡＩＩ和ＥＡＩＩＩ对应的

随机过程分别为｛ξ"２
狋｝＋∞狋＝０和｛ξ"３

狋｝＋∞狋＝０．类似定理２证
明过程，记珟Ω狅狆狋珟Ω是最优状态空间，对于犞∈珟Ω狅狆狋
和狋＝０，１，…，假设犞与ξ"２

狋有犿２个位置不同，犞与
ξ"３
狋有犿３个位置不同．犘｛ξ"２

狋＋１＝犞｜ξ"２
狋珟Ω狅狆狋｝计算如

式（２），而犘｛ξ"３
狋＋１＝犞｜ξ"３

狋珟Ω狅狆狋｝如式（３）：
犘｛ξ"３

狋＋１＝犞狘ξ"３狋珟Ω狅狆狋｝＝　　　　

　　　　
１（）犿犿３，犿３＝０，１
０， 犿３＞
烅
烄

烆 １
＝α（３）狋＋１ （３）

其中０＜α（２）狋，α（３）狋１（狋＝１，２，…）而且∏
＋∞

狋＝０
（１－α（２）狋）＝

０，但是∏
＋∞

狋＝０
（１－α（３）狋）＝０只有在犿３＝０，１时成立．

据定义６，犞∈Ξ"２
狋（α（２））成立，而犞∈Ξ"３

狋（α（３））也只
有在犿３＝０，１时成立．由于犞的任意性，对犞∈
珟Ω狅狆狋，若犞∈Ξ"３

狋（α（３））则犞∈Ξ"２
狋（α（２）），若犞∈

Ξ"２
狋（α（２））则犞∈Ξ"３

狋（α（３））只有在犿３＝０，１时成立，
即不一定成立．所以，对于任意非衰退实序列β（３）＝
｛β（３）狋｝满足β（３）狋＞α（３）狋，存在非衰退实序列β（２）＝｛β（２）狋｝
满足β（２）狋＞α（２）狋使得Ξ"２

狋（β（２））∩珟Ω狅狆狋Ξ"３
狋（β（３））∩

珟Ω狅狆狋＝对狋＝１，２，…成立．类似地，对任意γ（３）＝
｛γ（３）狋｝满足γ（３）狋α（３）狋（犿３＝０，１）和０＜γ（３）狋＜１（犿３＞
１），存在γ（２）＝｛γ（２）狋｝满足γ（２）狋α（２）狋，使得Ξ"２

狋（γ（２））∩
珟Ω狅狆狋Ξ"３

狋（γ（３））∩珟Ω狅狆狋＝．反之亦然．因此，ＥＡＩＩ
强态于ＥＡＩＩＩ，即ＥＡＩＩＥＡＩＩＩ． 证毕．

命题２说明采用随机一位变异方式的ＥＡＩＩＩ
是弱态于采用逐位变异方式的ＥＡＩＩ．根据引理１，
｛ξ"３
狋｝＋∞狋＝０也是Ｍａｒｋｏｖ链．根据（１＋１）ＥＡ算法的选
择策略，进化算法ＥＡＩＩＩ一旦找到最优解（适值最
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大）就会保持到永远，所以，由定义９，｛ξ"３狋｝＋∞狋＝０也是
吸收态Ｍａｒｋｏｖ链．根据命题２，若ＥＡＩＩＩ收敛，ＥＡ
ＩＩ也收敛；根据推论２，若ＥＡＩＩ不收敛，则ＥＡＩＩＩ
也不收敛．

例３．　ＥＡＩ、ＥＡＩＩ与ＥＡＩＶ的关系．
因为ＥＡＩ、ＥＡＩＩ和ＥＡＩＶ三个算法的初始化

设置一样，则它们的初始化可达状态集相等．当基于
相同状态时，ＥＡＩＶ能达到的最优状态，ＥＡＩ和
ＥＡＩＩ也都能达到；但是ＥＡＩ和ＥＡＩＩ达到的最优
状态，ＥＡＩＶ则不一定能达到．如基于所有基因位
取值为１的初始状态（１，…，１），ＥＡＩ和ＥＡＩＩ可以
达到含有“０”的状态，但是ＥＡＩＶ则不能．因此，可
以得出命题３结论．

命题３．　ＥＡＩＶ弱态于ＥＡＩＩ和ＥＡＩ，即
ＥＡＩＶＥＡＩＩＥＡＩ．

证明．　假设进化算法ＥＡＩＩ和ＥＡＩＶ对应的
随机过程分别为｛ξ"２

狋｝＋∞狋＝０和｛ξ"４狋｝＋∞狋＝０．类似定理４证
明过程，记珟Ω狅狆狋珟Ω是最优状态空间，对于犞∈珟Ω狅狆狋
和狋＝０，１，…，假设犞与ξ"２狋有犿２个位置不同，犞与
ξ"４
狋有犿４个位置不同．犘｛ξ"２

狋＋１＝犞｜ξ"２狋珟Ω狅狆狋｝计算如
式（２），而当ξ"４

狋可以通过一次插入变异达到犞时，
犘｛ξ"４

狋＋１＝犞｜ξ"４狋珟Ω狅狆狋｝＝１犿·
１
犿－１＝α

（４）狋＋１（４）
而当ξ"４狋无法可以通过一次插入变异达到犞时，
犘｛ξ"４

狋＋１＝犞｜ξ"４狋珟Ω狅狆狋｝＝０．其中α（２）狋，α（４）狋＞０（狋＝１，

２，…）而且∏
＋∞

狋＝０
（１－α（２）狋）＝０，但是∏

＋∞

狋＝０
（１－α（４）狋）＝０

只有在ξ"４
狋可以通过一次插入变异达到犞时才能保

证成立．根据定义６，犞∈Ξ"２狋（α（２））成立，而犞∈
Ξ"４
狋（α（４））也只有ξ"４狋可以通过一次插入变异达到犞
时成立．由于犞的任意性，对犞∈珟Ω狅狆狋，若犞∈
Ξ"４狋（α（４））则犞∈Ξ"２狋（α（２）），若犞∈Ξ"２狋（α（２））则犞∈
Ξ"４狋（α（４））不一定成立．所以，类似命题１和命题２对
应的证明，对任意非衰退序列β（４）存在一个非退序
列β（２），使得对狋＝１，２，…，都有Ξ"２狋（β（２））∩珟Ω狅狆狋
Ξ"４狋（β（４））∩珟Ω狅狆狋成立．因此，ＥＡＩＩ强态于ＥＡＩＶ，即
ＥＡＩＶＥＡＩＩＥＡＩ． 证毕．

命题３说明了采用插入变异方式的ＥＡＩＶ也
是弱态于采用逐位变异的ＥＡＩＩ．考虑ＥＡＩＶ对应
的随机过程也属于吸收态Ｍａｒｋｏｖ链，根据推论２，
如果ＥＡＩＶ收敛，ＥＡＩ和ＥＡＩＩ也必然收敛．根据
推论２，若ＥＡＩ和ＥＡＩＩ不收敛，ＥＡＩＶ也肯定不
收敛．

５　数值实验分析
为了验证研究理论分析结论的正确性，我们测

试了ＥＡＩ、ＥＡＩＩ、ＥＡＩＩＩ和ＥＡＩＶ求解线性、欺骗
性优化问题的收敛性．测试问题函数如下，求解结果
见表１与表２．

Ｆ１：犳＝∑
犕

犻＝１
狓犻，最优解（０，…，０），最优值０；

Ｆ２：犳＝狓１（ ）－１２＋∑
犕

犻＝２
狓犻－狓（ ）１２，最优解

（１，…，１），最优值０；
Ｆ３：犳＝∑犻∈犑１狓犻（ ）－１２＋∑犻∈犑２狓

２犻，最优解奇数位
为１，偶数位为０，最优值０；

Ｆ４：犳＝１００（狓１＋狓２－１）２＋（狓１－１）２＋狓２２＋∑
犕

犻＝３
狓２犻，

最优解（１，０，…，０），最优值０；

Ｆ５：犳＝∑
犕－１

犻＝１
狓犻－狓犻（ ）＋１２，最优解（１，…，１）和

（０，…，０），最优值０．
Ｆ１和Ｆ３是线性优化函数，Ｆ２、Ｆ４和Ｆ５是欺骗

性优化问题．特别地，Ｆ５欺骗性最大，除了全０和全
１的最优解之外，次优解的跳跃性很大．

表１　２０次计算的对比结果（犕＝１０）
算法 指标 Ｆ１ Ｆ２ Ｆ３ Ｆ４ Ｆ５
ＥＡＩ命中数 ２０ ２０ ２０ ２０ ２０

迭代数 １１０８ ９３２ ５２７ ６６８ ６８０
ＥＡＩＩ命中数 ２０ ２０ ２０ ２０ ２０

迭代数 ４４ ５４ ４７ ７７ ４３３
ＥＡＩＩＩ命中数 ２０ １４ ２０ １４ ４

迭代数 ２７ ２１ ２０ １９ １９
ＥＡＩＶ命中数 ０ ０ ４ ０ ０

迭代数 ＞１０４ ＞１０４ １３．５ ＞１０４ ＞１０４

表２　２０次计算的对比结果（犕＝３０）
算法 指标 Ｆ１ Ｆ２ Ｆ３ Ｆ４ Ｆ５
ＥＡＩ命中数 ２０ １４ ２０ ２０ １

迭代数 ＞１０５ ＞１０５ ＞１０５ ＞１０５ ＞１０５

ＥＡＩＩ命中数 ２０ １５ ２０ ２０ ２
迭代数 ２５９ ２００ ２４７ ６１０ ７３６８５

ＥＡＩＩＩ命中数 ２０ １５ ２０ １２ １
迭代数 ９８ ９４ ９３ １０１ ７４

ＥＡＩＶ命中数 ０ ０ ０ ０ ０
迭代数 ＞１０５ ＞１０５ ＞１０５ ＞１０５ ＞１０５

４个（１＋１）ＥＡ算法对每个问题都计算了２０
次．表１和表２中的“命中数”是２０次计算中达到最
优解的次数，“迭代数”是达到最优解迭代次数的２０
次平均．实验结果表明：
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（１）ＥＡＩ与ＥＡＩＩ在５个问题的求解“命中数”
指标上非常相近，可以认为两种算法的收敛性是相
当的．实验结果验证了命题１结论的正确性，即ＥＡＩ
等态于ＥＡＩＩ．若ＥＡＩ收敛，ＥＡＩＩ也收敛；反之
亦然．

（２）ＥＡＩＩ总体求解结果比ＥＡＩＩＩ、ＥＡＩＶ优，
可以认为ＥＡＩＩ具有较好的收敛性．实验结果验证
了命题２和３结论的正确性，即ＥＡＩＩ强态于ＥＡ
ＩＩＩ、ＥＡＩＶ．如果ＥＡＩＩＩ或ＥＡＩＶ收敛，ＥＡＩＩ也必
然收敛．反之，ＥＡＩＩ不收敛，ＥＡＩＩＩ和ＥＡＩＶ也肯
定不收敛．

（３）满足等态或强态关系的算法在“迭代数”方
面有显著差异．例如，ＥＡＩ的“迭代数”远远超过了
ＥＡＩＩ，这与研究的理论分析并没有矛盾．等态关系
仅仅说明了两个算法在收敛性上存在等价性，而收
敛性是基于迭代时间趋于无穷的假设，所以，允许算
法在收敛速度和计算时间上存在差异．ＥＡＩＩ强态
于ＥＡＩＩＩ和ＥＡＩＶ也有类似的情况出现．

本节得到的实验结果与之前理论分析的结论一
致，验证了基于等态关系模型的进化算法收敛性分
析与对比的相关结论．进一步的研究将基于收敛速
度和计算时间分析对研究模型进行改进．

６　结　论
基于进化算法的可达状态集与吸收态Ｍａｒｋｏｖ

性，建立了可用进化算法收敛性对比分析的两种关
系模型，即“等态关系”与“强／弱态关系”，并且证明
了前者是进化算法收敛性之间的一种等价关系，而
后者则是一种偏序关系．满足等态关系的若干个进
化算法具有同收敛的性质，而强态／弱态关系则可以
用于对比进化算法收敛性的强弱．基于提出的关系
模型，得到了一种新型的收敛性判别条件：满足吸收
态Ｍａｒｋｏｖ链性质的进化算法能否收敛，关键取决
于算法产生的可达状态集与最优状态集是否从某次
迭代开始都能有交集．同时，提出了一种新的用于改
进进化算法的思想：设计一个强态于原算法的进化
算法．未来研究将完善等态与强／弱态关系模型，并
用于指导具体的算法设计和改进．此外，还将针对进
化算法的计算时间，建立相应的关系模型，从而对进
化算法的计算时间复杂性进行比较研究．
致　谢　衷心感谢伯明翰大学姚新教授、北京大学苏
开乐教授、华南理工大学杨晓伟教授、周育人教授与
匿名审稿专家，他们对本文修改提出了宝贵建议！

参考文献

［１］ＹａｏＸ，ＸｕＹ．Ｒｅｃｅｎｔａｄｖａｎｃｅｓｉｎｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００６，２１（１）：
１１８

［２］ＨｏｌｌａｎｄＪＨ．ＡｄａｐｔａｔｉｏｎｉｎＮａｔｕｒａｌａｎｄＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＳｙｓｔｅｍｓ．
１ｓｔｅｄ．１９７５，２ｎｄｅｄ，Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ，ＭＡ：ＭＩＴＰｒｅｓｓ，１９９２

［３］ＦｒａｎｔｚＤＲ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓｉｎｇｅｎｅｔｉｃａｄａｐｔｉｖｅｓｅａｒｃｈ［Ｐｈ．Ｄ．
ｄｉｓｓｅｒｔａｔｉｏｎ］．ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＭｉｃｈｉｇｅｎ，Ｍｉｃｈｉｇａｎ，ＵＳＡ，
１９７２

［４］ＧｏｌｄｂｅｒｇＤＥ．Ｓｉｍｐｌｅｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄｔｈｅｍｉｎｉｍａｌｄｅ
ｃｅｐｔｉｖｅｐｒｏｂｌｅｍ／／ＤａｖｉｓＬｅｄ．ＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄＳｉｍｕ
ｌａｔｅｄＡｎｎｅａｌｉｎｇ．ＬｏｎｄｏｎＰｉｔｍａｎ，１９８７：７４７８

［５］ＢｅｔｈｋｅＡＤ．Ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｐｔｉｍｉｚｅｒｓ
［Ｐｈ．Ｄ．ｄｉｓｓｅｒｔａｔｉｏｎ］．ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＭｉｃｈｉｇａｎ，Ｍｉｃｈｉｇａｎ，
ＵＳＡ，１９８０

［６］ＧｒｅｆｅｎｓｔｅｔｔｅＪＪ．Ｄｅｃｅｐｔｉｏｎｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄｈａｒｍｆｕｌ／／ＷｈｉｔｌｅｙＬ
Ｄ．ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｓｏｆＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．ＳａｎＭａｔｅｏ，ＣＡ：
ＭｏｒｇａｎＫａｕｆｍａｎｎ，１９９３，２：７５９１

［７］ＲｕｄｏｌｐｈＧ．ＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅＰｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｓ．Ｈａｍｂｕｒｇ：ＶｅｒｌａｇＤｒ．ＫｏｖａＹｃ，１９９７

［８］ＧｏｌｄｂｅｒｇＤＥ，ＳｅｇｒｅｓｔＰ．ＦｉｎｉｔｅＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆｇｅ
ｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｏｆｔｈｅ２ｎｄＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒ
ｅｎｃｅｏｎＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ，ＭＡ，１９８７：７８

［９］ＥｉｂｅｎＡＥ，ＡａｒｔｓＥＨ，ＶａｎＨｅｅＫＭ．Ｇｌｏｂａｌｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
ｏｆｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ：ＡｎｉｎｆｉｎｉｔｅＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎａｎａｌｙｓｉｓ／／
ＳｃｈｗｅｆｅｌＨＰ．ＰａｒａｌｌｅｌＰｒｏｂｌｅｍＳｏｌｖｉｎｇｆｒｏｍＮａｔｕｒｅ．Ｈｅｉ
ｄｅｌｂｅｒｇ，Ｂｅｒｌｉｎ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，１９９１：４１２

［１０］ＲｕｄｏｌｐｈＧ．Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｃａｎｏｎｉｃａｌｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｓ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｏｎＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ，１９９４，５（１）：
９６１０１

［１１］ＤｅＪｏｎｇＫＡ．Ａｒｅｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｕｎｃｔｉｏｎｏｐｔｉｍｉｚｅｒｓ？／／
ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＳｅｃｏｎｄＰａｒａｌｌｅｌＰｒｏｂｌｅｍｓＳｏｌｖｉｎｇｆｒｏｍ
ＮａｔｕｒｅＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ．Ｂｒｕｓｓｅｌｓ，Ｂｅｌｇｉｕｍ，１９９２：３１４

［１２］ＢｃｋＴ．Ｔｈｅｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｏｆｍｕｔａｔｉｏｎｒａｔｅ，ｓｅｌｅｃｔｉｏｎａｎｄｓｅｌｆ
ａｄａｐｔａｔｉｏｎｗｉｔｈｉｎａｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ
ＰａｒａｌｌｅｌＰｒｏｂｌｅｍＳｏｌｖｉｎｇｆｒｏｍＮａｔｕｒｅ．Ｂｒｕｓｓｅｌｓ，Ｂｅｌｇｉｕｍ，
１９９２，２：８４９４

［１３］ＭｕｈｌｅｎｂｅｉｎＨ．Ｈｏｗｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｒｅａｌｌｙｗｏｒｋ．Ｉ：Ｍｕ
ｔａｔｉｏｎａｎｄｈｉｌｌｃｌｉｍｂｉｎｇ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＰａｒａｌｌｅｌＰｒｏｂｌｅｍ
ＳｏｌｖｉｎｇｆｒｏｍＮａｔｕｒｅ．Ｂｒｕｓｓｅｌｓ，Ｂｅｌｇｉｕｍ，１９９２，２：１５２５

［１４］ＸｕＺｏｎｇＢｅｎ，ＧａｏＹｏｎｇ．Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｐｒｅｖｅｎ
ｔｉｏｎｏｎｐｒｅｍａｔｕｒｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｉｎｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｓｃｉｅｎｃｅ
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３６４３７５（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（徐宗本，高勇．遗传算法过早收敛现象的特征分析及其预
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（周育人，闵华清，许孝元，李元香．多目标演化算法的收敛
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分析．电子学报，２００７，３５（６）：１１１８１１２１）
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（黄翰，郝志峰，秦勇．进化规划算法的时间复杂性分析．计
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ｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒｓ，２００７，３０（８）：１３４４１３５３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（黄翰，郝志峰，吴春国，秦勇．蚁群算法的收敛速度分析．
计算机学报，２００７，３０（８）：１３４３１３５３）

［２９］ＨｅＪ，ＲｅｅｖｅｓＣ，ＷｉｔｔＣ，ＹａｏＸ．Ａｎｏｔｅｏｎｐｒｏｂｌｅｍｄｉｆｆｉｃｕｌ
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ｔｉｏｎｓａｎｄｐｒｅｄｉｃｔａｂｉｌｉｔｙ．ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，２００７，１５
（４）：４３５４４３

［３０］ＤｒｏｓｔｅＳ，ＪａｎｓｅｎＴ，ＷｅｇｅｎｅｒＩ．Ｏｎｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅ（１＋１）
ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，
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附　录．
符号说明表

符　号 说　明　　　　　　　　　
!

待求解的优化问题，本文主要研究组合优化问题
狊犻 问题

!

的第犻个可行解
#$

! 问题
!

的可行解集，
#$

!＝｛狊１，狊２，…｝
"

，
&

求解问题
!

的进化算法
%"$

一组进化算法，
%"$＝｛"１，"２，…，"犽｝

!

"

，
!

狋 求解
!

的进化算法
"

在第狋代的种群
狀 种群规模

!

"

，
!

狋（犻） 种群
!

"

，
!

狋中的第犻条染色体（犻＝１，２，…，狀）
～
!

"

，
!

狋 由种群
!

"

，
!

狋衍生得到的子代种群
χ（!"

，
!

狋（犻）） 对染色体
!

"

，
!

狋（犻）进行解码而得的!

的一个可行解
χ（!"

，
!

狋） 由种群
!

"

，
!

狋经解码而得的
!

的一组可行解（解向量），即有，χ（）＝（χ（（１）），χ（（２）），…，χ（（狀）））
犡１×犡２×…×犡烐烏 烑狀狀

笛卡尔积，犡１×犡２×…×犡烐烏 烑狀狀
｛｛狓１，狓２，…，狓狀｝｜狓犻∈犡犻，犻＝１，…，狀｝
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（续　表）
符号 说　明　　　　　
Ω!

狀
Ω!

狀#$

!×#$

!…×#$烐烏 烑
!

狀

，由问题
!

的所有狀维解向量组成的一个空间

ξ"

，
!

狋 ξ"

，
!

狋χ（!"

，
!

狋）被视为一个随机向量，相应地，｛ξ"

，
!

狋｝＋∞狋＝１被视为一个在状态空间Ω!

狀上的随机过程
Ω! Ω!Ω!

１∪Ω!

２∪…∪Ω!

犖，一个扩展的状态空间，适于所有种群规模不超过犖的求解!

的进化算法
 进化算法之间的（二元）等态关系

犎犝犃犖犌犎犪狀，ｂｏｒｎｉｎ１９８０，Ｐｈ．Ｄ．，
ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒ
ｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｔｈｅｆｉｅｌｄｓｏｆｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄｓ，ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ａｎｄ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，
ｅｔｃ．

犔犐犖犣犺犻犢狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９７７，Ｐｈ．Ｄ．，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓ
ｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｄｅｓｉｇｎ＆ａｎａｌ
ｙｓｉｓ，ｍａｃｈｉｎｅｌｅａｒｎｉｎｇａｎｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，ｅｔｃ．

犎犃犗犣犺犻犉犲狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６８，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，
Ｐｈ．Ｄ．ｓｕｐｅｒｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｔｈｅｆｉｅｌｄｓ
ｏｆａｌｇｅｂｒａｇｒｏｕｐ，ａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｄｅｓｉｇｎｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＳＡＴ，
ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎｄｄａｔａｍｉｎｉｎｇ．

犣犎犃犖犌犢狌犛犺犪狀，ｂｏｒｎｉｎ１９７５，Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ，
ｌｅｃｔｕｒｅｒ．Ｈｉｓｍａｉｎｌｙｉｎｔｅｒｅｓｔｓｆｏｃｕｓｏｎｔｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ
ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆｂｉｏｉｎｓｐｉｒｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｉｎｃｌｕｄｉｎｇａｎａｌｙｓｉｓｏｆ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎｄｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ．

犔犐犡狌犲犙犻犪狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９８３，Ｐｈ．Ｄ．ｃａｎｄｉｄａｔｅ．Ｈｉｓ
ｍａｉｎｌｙｉｎｔｅｒｅｓｔｓｆｏｃｕｓｏｎｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
　　Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｒｅｓｅａｒｃｈｗｈｉｃｈｉｎｃｌｕｄｅｓａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｍｏｄｅｌｉｎｇ，ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｒｕｎｔｉｍｅａｎａｌｙｓｉｓｉｓ
ｏｎｅｏｆｔｈｅｍｏｓｔｉｍｐｏｒｔａｎｔｔｏｐｉｃｓｏｆｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｃｏｍｐｕｔａ
ｔｉｏｎ．Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｈａｓｂｅｅｎｓｔｕｄｉｅｄｆｏｒｓｅｖｅｒａｌｙｅａｒｓｓｉｎｃｅｉｔ
ｗａｓａｈｏｔｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｔｏｐｉｃ．Ａｓａｒｅｓｕｌｔ，ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓｐａｉｄ
ｍｏｒｅａｔｔｅｎｔｉｏｎｔｏｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆｒｕｎｔｉｍｅａｎａｌｙｓｉｓ．Ｔｈｅ
ａｕｔｈｏｒｓ’ｒｅｃｅｎｔｗｏｒｋａｌｓｏｆｏｃｕｓｅｓｏｎｒｕｎｔｉｍｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｎｔ
ｃｏｌｏｎｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇａｎｄｐａｒｔｉｃｌｅ
ｓｗａｒｍｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｉｔｄｏｅｓｎ’ｔｍｅａｎｔｈｅｓｔｕｄｙｏｆ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｉｓｎｏｔｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔ．Ａｓｗｅｋｎｏｗ，ｍｏｓｔｏｆ
ｔｈｅｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｏｆｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｉｓｂａｓｅｄｏｎａｎｉｒｒｅｄｕｃ
ｉｂｌｅＭａｒｋｏｖｃｈａｉｎｍｏｄｅｌｗｈｉｃｈｉｓｓｉｍｉｌａｒｔｏａｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｏｆａｎ
ｅｘｈａｕｓｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｒａｓｔｏｃｈａｓｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｆｕｒｔｈｅｒ
ｍｏｒｅ，ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｓｏｎｌｙｆｏｒｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｉｎｇｌｅａｌ
ｇｏｒｉｔｈｍ，ｂｕｔｎｏｔｆｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｉｎ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ．Ｉｔｓｔａｇｎａｔｅｄｒｅｓｅａｒｃｈｅｓｉｎｔｏｔｈｅ
ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．

Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｅｓｅｎｔｓａｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｗｏｒｋｆｏｃｕｓｉｎｇｏｎｔｈｅ
ｐｒａｃｔｉｃａｌａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｈｏｗｐｏｗｅｒ
ｆｕｌｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｓ，ｈｏｗｔｏｃｏｍｐａｒｅａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈｏｔｈ
ｅｒｓａｎｄｈｏｗｔｏｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｒｅｉｎ

ｔｅｒｅｓｔｉｎｇｑｕｅｓｔｉｏｎｓｉｎｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ａｒｅｌａｔｉｏｎ
ｂａｓｅｄｍｏｄｅｌｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄｔｏａｎａｌｙｚｅｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅａｎｄｏｒｄｅ
ｒｉｎｇｏｆｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ＥＡ）ｉｎｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ．Ａｃｃｏｒｄ
ｉｎｇｔｏｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅｉｎｓｔａｔｕｓｒｅｌａｔｉｏｎ，ａｎｏｒｄｅｒｉｎｇｏｆｓｔｒｏｎｇｅｒ／
ｗｅａｋｅｒｉｎｓｔａｔｕｓｒｅｌａｔｉｏｎｉｓｐｒｏｐｏｓｅｄａｓａｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｔｏｏｌ
ｆｏｒｃｏｍｐａｒｉｎｇｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｏｆｅｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ．

ＴｈｉｓｗｏｒｋｗａｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ
ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ（６１００３０６６，６０８７３０７８，６１０７００３３），
ＤｏｃｔｏｒａｌＰｒｏｇｒａｍｏｆｔｈｅＭｉｎｉｓｔｒｙｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎ
（２００９０１７２１２００３５），ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＧｕａｎｇ
ｄｏｎｇＰｒｏｖｉｎｃｅ（９１５１００８９０１０００１６５），ＫｅｙＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙＲｅ
ｓｅａｒｃｈａｎｄＤｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔＰｒｏｇｒａｍｓｏｆＧｕａｎｇｄｏｎｇＰｒｏｖｉｎｃｅ
（２００９Ｂ０１０８０００２６，１０１５１６０１５０１００００１５）ａｎｄｔｈｅＦｕｎｄａｍｅｎ
ｔａｌＲｅｓｅａｒｃｈＦｕｎｄｓｆｏｒｔｈｅＣｅｎｔｒａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｉｅｓ，ＳＣＵＴ
（２００９ＺＭ００５２）．

Ｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｍｏｄｅｌａｎｄｔｈｅｏｒｅｍｃａｎｂｅａｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｔｏ
ｓｔｕｄｙｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ，ｏｒｄｅｒｉｎｇａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｏｆｅｖｏｌｕ
ｔｉｏｎａｒｙａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｉｎｔｈｅｆｕｔｕｒｅｓｔｕｄｙ，ｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｄｒｅｌａｔｉｏｎ
ｍｏｄｅｌｗｉｌｌｂｅｓｔｕｄｉｅｄｔｏｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎｄｃｏｍｐｕ
ｔａｔｉｏｎａｌｔｉｍｅｉｎｏｒｄｅｒｔｏｍａｋｅｍｏｒｅｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔ
ｏｆＥＡｓ．

１１８５期 黄　翰等：基于关系模型的进化算法收敛性分析与对比


