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摘　要　ＣＯＲＤＩＣ算法常用于高效地用硬件实现向量旋转操作，如何减少迭代次数并保持扩展因子计算与补偿的
简单性是算法的难点．文中提出一种表驱动的２ＳＰＣＳ算法，其流水线较短且扩展因子可预先计算并优化编码．算
法首先将［－π，π］内的旋转角映射到［０，π／４］内，并产生初值调整和旋转方向控制信号．之后的旋转过程分为两阶
段，步１进行扩展因子可变的大角度旋转，使剩余旋转角进入步２的收敛域．步１的迭代系数和扩展因子均由映射
后旋转角的高字段作为地址查表获得．步２扩展因子恒为１，迭代系数直接由旋转角的二进制编码决定．整个过程
不需狕通道和扩展因子计算通道，节省了面积开销．２ＳＰＣＳ利用角度分解算法生成步１的迭代系数，约束非零系
数的位置，并对扩展因子进行基４Ｂｏｏｔｈ编码，同时合并相邻的计算量小的迭代，以减少流水线级数．２ＳＰＣＳ算法
利用ＣＳＡ实现三数累加，同时忽略超出精度表示范围的表达式，以减少延迟、降低复杂性．短流水线还可减少计算
通路的圆整（ｒｏｕｎｄｉｎｇ）误差，提高精度．２ＳＰＣＳ算法克服了全字段查表可扩展性差的问题，入口数随数据精度的增
加而缓慢增长，可扩展性好．当采用２８位数据通路时，与常规ＣＯＲＤＩＣ算法相比，２ＳＰＣＳ算法的流水线级数减少
约３８％，面积减少约２７．９％，精度提高３位左右，具有明显的性能优势．
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１　引　言
向量旋转是数字信号处理和科学计算等领域的

常用操作，ＣＯＲＤＩＣ（ＣＯｏｒｄｉｎａｔｅＲｏｔａｔｉｏｎａｌＤＩｇｉｔａｌ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒ）算法［１］因计算简单、结构规整而被用于
硬件实现向量旋转．向量旋转可分为两类，一类是旋
转角取值随机性强、选取范围较广且不可预知的情
况，本文称其为Ｉ类应用；另一类是旋转角数目有限
且可预知的旋转操作，称为ＩＩ类应用．ＩＩ类应用算
法优化空间较大，可利用搜索算法［２５］预先计算迭代
系数，求得扩展因子并对其进行优化编码，以较少的
迭代次数达到精度要求．但对于Ｉ类应用，较少的迭
代次数与简单的扩展因子计算和补偿操作相矛盾，
算法较难优化．

常规ＣＯＲＤＩＣ算法的旋转因子只与精度狀有
关，易计算与补偿，但迭代次数较多，计算延迟较大．
为减少迭代次数，一些优化策略被采用，如合并两次
基本旋转［６］，利用冗余算术、采用ＣＳＡ（ＣａｒｒｙＳａｖｅ
Ａｄｄｅｒ）减少加法延迟［７８］；允许迭代系数为０，旁路
不必要的迭代；采用高基ＣＯＲＤＩＣ算法［７］等．但这
些算法多以增加扩展因子的计算复杂性为代价．例
如：允许迭代系数取０，使得扩展因子不固定，必须
伴随旋转操作更新扩展因子，增加了计算开销．目前
面向Ｉ类应用的改进型向量旋转ＣＯＲＤＩＣ算法大
多需动态计算扩展因子，ＭＶＳＦ算法［９］虽支持固定
旋转因子（±１或±１／槡２），但仅适用于中低精度（位
宽狀１７）．随着狀的增加，迭代次数呈指数规律剧
增．文献［１３］采用分段符号预测加校正的方式提高
了系统的并行性，但计算模式不规整．

本文提出的２ＳＰＣＳ算法面向Ｉ类应用，兼顾

了迭代次数与扩展因子的计算复杂性．旋转过程分
为两个阶段，通过步１的有限几次大角度旋转，使剩
余旋转角进入步２的收敛域．步１利用旋转角的高
位进行查表，获得迭代系数（旋转方向）和扩展因子．
其迭代表达式与常规ＣＯＲＤＩＣ算法相同，但迭代系
数可取｛０，－１，１｝，以旁路不必要的旋转．步２采用
扩展因子恒为１的迭代算法，且直接将旋转角的二
进制编码作为迭代系数．整个过程不需扩展因子与
迭代系数计算通路．扩展因子采用基４Ｂｏｏｔｈ编码，
每两位组成的位片至多含一个非零位，以减少扩展
因子补偿操作的流水线级数．这些方法有效地减少
了流水线级数、计算延迟和电路的面积开销．

本文第２节介绍常规ＣＯＲＤＩＣ算法；第３节介
绍ＳＦＣＯＲＤＩＣ算法与Ｓｔｅｐ２的实现；第４节阐述
Ｓｔｅｐ１的实现思路，包括旋转角区间压缩、角度分解
以及查找表的生成；第５节描述算法实现电路的系
统结构；第６节对算法性能进行模拟与分析；最后一
节总结全文．

２　常规犆犗犚犇犐犆算法
ＣＯＲＤＩＣ是一种通用迭代算法，可在线性、圆坐

标和双曲坐标模式下进行定向与旋转操作，用于各类
初等函数求值．其中向量旋转操作应用最为广泛．
ＣＯＲＤＩＣ算法将旋转角分解为若干基本旋转角α（犻），
每次旋转仅由移位和加法操作完成．设向量犈（犻）（狓（犻），
狔（犻））逆时针旋转角度α（犻）得到向量犈（犻＋１）（狓（犻＋１），
狔（犻＋１）），则两向量的端点坐标间存在如下对应关系
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　　用变量狕记录向量当前位置到目标位置的转
角，狕（犻＋１）＝狕（犻）－α（犻）（逆时针旋转为正），狕（０）表示初
始向量到目标位置的转角．经过若干次迭代，当
狕（犻＋１）→０时，向量便旋转到目标位置．

多数ＣＯＲＤＩＣ算法在迭代过程中忽略ｃｏｓα（犻）
因子，令ｔａｎα（犻）＝犱犻２－犻（犱犻∈｛－１，１｝），利用式（１）
简化迭代，故迭代结束时需对终值狓（狀）狔（狀（ ））Ｔ进行
校正，狓犳狔（ ）犳Ｔ＝犓狓（狀）狔（狀（ ））Ｔ．扩展因子犓＝
∏犻ｃｏｓα（犻）＝１／∏犻 １＋犱２犻·２－２槡 犻＝１／∏犻 １＋２－２槡 犻．
由于扩展因子只取决于迭代次数狀（数据表示精度），
因此不需在旋转过程中临时计算．常规ＣＯＲＤＩＣ算
法的收敛域约为［－９９．８８°，９９．８８°］．
狓（犻＋１）
狔（犻＋１
烄
烆

烌
烎）＝

１ －ｔａｎα（犻）
ｔａｎα（犻）
烄
烆

烌
烎１
狓（犻）
狔（犻
烄
烆

烌
烎）

＝ １ －犱犻·２－犻
犱犻·２－犻
烄
烆

烌
烎１
狓（犻）
狔（犻
烄
烆

烌
烎）

（１）

狕（犻＋１）＝狕（犻）－α（犻）＝狕（犻）－犱犻ｔａｎ－１２－犻，
　　　　　　　　　　０犻狀－１

犱犻＝ｓｉｇｎ（狕（犻））＝１，狕（犻）０
－１，狕（犻）＜｛ ０

３　犛犉算法（犛犮犪犾犻狀犵犳狉犲犲犆犗犚犇犐犆）［１０］

与常规ＣＯＲＤＩＣ算法不同，ＳＦ算法取α（犻）＝
２－犻，直接将ｃｏｓα（犻）和ｓｉｎα（犻）表示为易于迭代的形
式．因此，每次迭代过程与真正的旋转操作等价，向
量长度不变，不需进行扩展因子补偿．

假设变量狓，狔均用犿位补码表示，角度狕含狀
位小数，则受操作数表示精度限制，当α（犻）－ｓｉｎα（犻）＜
２－狀时，ｓｉｎα（犻）≈α（犻）＝２－犻，ｓｉｎ（α（犻）／２）≈α（犻）／２＝
２－（犻＋１）．故

ｃｏｓ（犱犻α（犻））＝１－２ｓｉｎ２（犱犻α（犻）／２）
≈１－犱２犻×２×２－２（犻＋１）
＝１－狘犱犻狘２－（２犻＋１）．

　　利用麦克劳林（Ｍａｃｌａｕｒｉｎ）公式［１１］将ｓｉｎ狓展成
级数，利用误差项表达式可求得满足α（犻）－ｓｉｎα（犻）＜
２－狀的犻值下界（非下确界）：!（狀－ｌｏｇ６２）／３"．实际应
用中可验证是否可取

#

（狀－ｌｏｇ６２）／３$．为简化描述，
记犻的最小值为狋．故算法迭代范围为狋犻狀－１．
图１显示了狀与狋的对应关系．

本文步２采用单向旋转，犱犻的符号由步１的余
角狉的符号位狊狉与控制信号狊１（取决于旋转角所在
区间，详见第４节）共同决定，初始旋转角取狕（０）＝
｜狉｜，其二进制编码决定相应的｜犱犻｜，狕通路可省．

图１　狀与狋的对应关系
算法迭代公式表示如下
狓（犻＋１）
狔（犻＋１
烄
烆

烌
烎）＝

１－狘犱犻狘２－（２犻＋１） －犱犻·２－犻
犱犻·２－犻 １－狘犱犻狘２－（２犻＋１

烄
烆

烌
烎）
狓（犻）
狔（犻
烄
烆

烌
烎）

狕（犻＋１）＝狕（犻）－狘犱犻狘·２－犻，犱犻∈｛０，犛｝，

犛＝１
，狊１狊狉＝０
－１，｛ 否则 ．

　　当２犻＋１犿，即犻（犿－１）／２时，２－（２犻＋１）为机
器０，上式可简化为与常规ＣＯＲＤＩＣ算法相同的迭
代表达式：

狓（犻＋１）
狔（犻＋１
烄
烆

烌
烎）＝

１ －犱犻·２－犻
犱犻·２－犻
烄
烆

烌
烎１
狓（犻）
狔（犻
烄
烆

烌
烎）．

　　ＳＦ算法的收敛域较小，仅为［－犳（狀），犳（狀）］，

犳（狀）＝∑
狀－１

犻＝狋
２－犻，故需先通过若干次迭代将旋转角调

整至ＳＦ算法收敛域内．ＭＶＳＦ算法［９］通过重复执
行多次犻＝狋的ＳＦ迭代实现该过程，但随狀的增加，
迭代次数呈指数增加．２ＳＰＣＳ算法则在步１借助
查找表实现扩展因子可变的旋转操作，迅速将旋转
角调整至ＳＦ算法收敛域内．

４　迭代系数与扩展因子预编码
４１　旋转角区间压缩（狉犪狀犵犲狉犲犱狌犮狋犻狅狀）

向量旋转算法一般需处理周期为２π的旋转角．
若使用常规ＣＯＲＤＩＣ算法，需增加两次犻＝０（π／４）
的旋转，才能将其收敛域扩展至［－π，π］．２ＳＰＣＳ
算法为减少第一阶段的查找表入口数，首先通过区
间压缩将初始旋转角θ∈［－π，π］映射到［０，π／４）
内．图２将旋转角θ∈［－π，π］划分为犃０，π［ ］（ ）４、

犅π
４，
π［ ］（ ）２、犆π

２，
３π［ ］（ ）４、犇３π

４，［ ］（ ）π、（［犈－π，

－３π］）４ 、犉 －３π４，－
π［ ］（ ）２、犌 －π２，－

π［ ］（ ）４、

犎－π４，［ ］（ ）０８个区间（临界角可属于两区间任
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一），利用映射函数犳将θ映射至∈［０，π／４］．

图２　区间划分与映射

＝犳（θ）＝

θ， θ∈犃
π／２－θ，θ∈犅
θ－π／２，θ∈犆
π－θ， θ∈犇
π＋θ， θ∈犈
－θ－π／２，θ∈犉
π／２＋θ，θ∈犌
－θ， θ∈

烅

烄

烆 犎
记初始向量为（狓（０），狔（０）），旋转角θ位于区间

犻（犻∈｛犃，犅，犆，犇，犈，犉，犌，犎｝）时的目标向量为
（狓犻，狔犻），则
狓犃
狔
烄
烆
烌
烎犃＝

ｃｏｓ－ｓｉｎ
ｓｉｎｃｏｓ
烄
烆

烌
烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）犚

狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）
，

狓犎
狔
烄
烆
烌
烎犎＝

ｃｏｓ（－）－ｓｉｎ（－）
ｓｉｎ（－）ｃｏｓ（－
烄
烆

烌
烎）
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）

＝ｃｏｓｓｉｎ
－ｓｉｎｃｏｓ
烄
烆

烌
烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）犚－

狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）
，

狓犅
狔
烄
烆
烌
烎犅＝

ｃｏｓπ２－（ ）－ｓｉｎπ２－（ ）
ｓｉｎπ２－（ ） ｃｏｓπ２－（ ）
烄

烆

烌

烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）

＝ｓｉｎ－ｃｏｓ
ｃｏｓｓｉｎ
烄
烆

烌
烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）＝犚－

－狔（０）
狓（０

烄
烆

烌
烎）
，

狓犆
狔
烄
烆
烌
烎犆＝

ｃｏｓπ２＋（ ）－ｓｉｎπ２＋（ ）
ｓｉｎπ２＋（ ） ｃｏｓπ２＋（ ）
烄

烆

烌

烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）

＝－ｓｉｎ－ｃｏｓ
ｃｏｓ－ｓｉｎ

烄
烆

烌
烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）＝犚

－狔（０）
狓（０

烄
烆

烌
烎）
，

狓犇
狔
烄
烆
烌
烎犇＝

ｃｏｓ（π－）－ｓｉｎ（π－）
ｓｉｎ（π－）ｃｏｓ（π－
烄
烆

烌
烎）
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）

＝－ｃｏｓ－ｓｉｎ
ｓｉｎ－ｃｏｓ

烄
烆

烌
烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）＝犚－

－狓（０）
－狔（０
烄
烆

烌
烎）
，

狓犈
狔
烄
烆
烌
烎犈＝

ｃｏｓ（－π＋）－ｓｉｎ（－π＋）
ｓｉｎ（－π＋）ｃｏｓ（－π＋
烄
烆

烌
烎）
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）

＝－ｃｏｓｓｉｎ
－ｓｉｎ－ｃｏｓ
烄
烆

烌
烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）＝犚

－狓（０）
－狔（０
烄
烆

烌
烎）
，

狓犉
狔
烄
烆
烌
烎犉＝

ｃｏｓ－π２－（ ）－ｓｉｎ－π２－（ ）
ｓｉｎ－π２－（ ） ｃｏｓ－π２－（ ）
烄

烆

烌

烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）

＝－ｓｉｎｃｏｓ
－ｃｏｓ－ｓｉｎ
烄
烆

烌
烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）＝犚－

狔（０）
－狓（０
烄
烆

烌
烎）
，

狓犌
狔
烄
烆
烌
烎犌＝

ｃｏｓ－π（ ）２ －ｓｉｎ－π（ ）２
ｓｉｎ－π（ ）２ ｃｏｓ－π（ ）
烄

烆

烌

烎２

狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）

＝ｓｉｎｃｏｓ
－ｃｏｓｓｉｎ
烄
烆

烌
烎
狓（０）
狔（０
烄
烆

烌
烎）＝犚

狔（０）
－狓（０
烄
烆

烌
烎）．

　　上述各式表明，旋转角θ位于区间犃、犆、犈、犌
时，实际旋转角取，位于区间犅、犇、犉、犎时，实际
旋转角取－，狓，狔的初始值作相应的交换与符号变
换．因此，要计算旋转θ后的目标向量，需先判断θ
所在区间，产生控制信号狊１狊２狊３狊４调整狓，狔的初值，
并计算映射后的值．狊１＝１则旋转角取－，即查表
所得迭代系数取相反数；狊２＝１则狓取相反数，狊３＝
１则狔取相反数，狊４＝１则交换狓，狔值．θ所在区间
与控制信号的对应关系如表１所示．狊２狊３狊４既可用于
调整狓，狔的初始值，也可待步１与步２全部结束且
进行扩展因子补偿后再调整狓，狔的终值，二者等
价，但将狊２狊３狊４的控制作用前移，可省掉寄存狊２狊３狊４信
号的开销．

表１　θ所在区间与控制信号的对应关系
区间 狊１ 狊２ 狊３ 狊４
犃 ０ ０ ０ ０
犅 １ ０ １ １
犆 ０ ０ １ １
犇 １ １ １ ０
犈 ０ １ １ ０
犉 １ １ ０ １
犌 ０ １ ０ １
犎 １ ０ ０ ０

图３　区间压缩模块

　　初始旋转角位于［－π，π］时，区间压缩过程需３
次减法操作（减数为常数）和若干次符号判断，比初
始旋转角位于［０，２π］时少用一次减法操作．区间压
缩模块的结构如图３所示．
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４２　角度分解算法犆犎犃犚
旋转角映射到∈［０，π／４］后，需通过若干次迭

代将调整至ＳＦ算法的收敛域内．２ＳＰＣＳ算法预
先通过角度分解求得步１的迭代系数及剩余角，保
存在查找表中．角度分解属搜索带约束的最优组合
问题，贪婪算法［２］可获得局部最优组合，求得的系数

序列｛犱犻｝满足∑
狀－１

犻＝０
狘犱犻狘狀／２，但非零位置不固定，

流水实现时不能有效地减少流水线级数．本文提出
一种带约束的高位角度分解算法ＣＨＡＲ（Ｃｏｎ
ｓｔｒａｉｎｅｄＨｉｇｈｂｉｔｓＡｎｇｌｅＲｅｃｏｄｉｎｇＡｌｇｏｒｉｔｈｍ），将
迭代系数两两分组，每组至多含一个非零值，流水实
现时每级处理两个系数，至多进行一次迭代．

问题描述如下：给定用狋位无符号定点表示的
旋转角犎∈［０，π／４）和无穷精度的基本旋转角
｛α（犻）＝犪ｔａｎ２－犻，犻＝０，…，狋－１｝，狋狀，寻找迭代系
数序列｛犱犻，犻＝０，…，狋－１｝，犱犻∈｛０，±１｝，使得：
（１）犎＝∑

狋－１

犻＝０
犱犻α（犻）＋ε，｜ε｜＜α（狋）；（２）迭代系数按位

置顺序两两分组，每组至多含一个非零值（若狋为奇
数，则最后一个系数单独成组）；（３）｜ε｜最小．

现给出一满足上述条件（１）、（２）的迭代系数构
造算法，但求得的迭代系数未必最优，即｜ε｜未必最
小．狋较小时可通过穷举搜索确定最优解，狋较大时
利用ＣＨＡＲ算法求解．
犆犎犃犚算法．
初始值：（０）＝犎，｛犱犻＝０，犻＝０，…，狋－１｝；

Ｆｏｒ（犽＝０；犽狋
２－１；犽＋＋）｛

Ｉｆ｜（犽）｜＜α（狋）ｂｒｅａｋ；
｜（犽＋１）２｜＝｜｜（犽）｜－α（２犽）｜；
｜（犽＋１）１｜＝｜｜（犽）｜－α（２犽＋１）｜；
｜（犽＋１）｜＝ｍｉｎ（｜（犽＋１）２｜，｜（犽＋１）１｜，｜（犽）｜）；
Ｉｆ｜（犽＋１）｜＝｜（犽＋１）２｜｛
犱２犽＝ｓｉｇｎ（（犽））；
（犽＋１）＝（犽）－犱２犽α（２犽）；｝
Ｅｌｓｅｉｆ｜（犽＋１）｜＝｜（犽＋１）１｜｛
犱２犽＋１＝ｓｉｇｎ（（犽））；
（犽＋１）＝（犽）－犱２犽＋１α（２犽＋１）；｝

ｅｌｓｅ（犽＋１）＝（犽）；
｝

Ｉｆ（犗犱犱（狋）＆＆（｜（犽）｜α（狋）））

Ｉｆ狋－１（）２ －α（狋－１）＜狋－１（）２ ｛

犱狋－１＝ｓｉｇｎ狋－１（）（ ）２ ；

狋＋１（）２＝狋－１（）２－犱狋－１α（狋－１）；｝

Ｅｌｓｅ狋＋１（）２＝狋－１（）２；

表２　基４犅狅狅狋犺编码前后位片值对应关系
犃２犻＋１ 犃２犻 犃２犻－１ 犃′２犻＋１ 犃′２犻
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ １
０ １ ０ ０ １
０ １ １ １ ０
１ ０ ０ －１ ０
１ ０ １ ０ －１
１ １ ０ ０ －１
１ １ １ ０ ０

表３　存储量与表示精度关系示例
犿＝狀 狋 存储量／ｂｉｔ
１６ ５ １４０４
２０ ６ ３４１７
２４ ８ １６３６２
２８ ９ ３７８８２
３２ １０ ８６１３５
３６ １２ ３８９２５７
４０ １３ ８６２１５６

对于狀位无符号表示的旋转角∈［０，π／４］，其
高狋位便是犎，记犔＝－犎，则犔＜２－狋．又因
ＣＨＡＲ算法满足｜ε｜＜α（狋）＜２－狋，故｜ε＋犔｜｜ε｜＋
｜犔｜＜２－（狋－１），即｜ε狉｜＝犎－∑

狋－１

犻＝０
犱犻α（犻）＋犔＜

２－（狋－１），已进入ＳＦ算法的收敛域．由于搜索只需针对
狋位表示的犎进行，每个角度需３狋次穷举搜索，故高狋
位全局最优搜索算法的总开销为（

#２狋×π／４$＋１）×
３狋，而狀位全局最优搜索算法的总开销为（#２狀×
π／４$＋１）×３狋，前者仅为后者的２－（狀－狋）．

利用搜索得到的系数组合可计算扩展因子犓＝
１∏

狋－１

犻＝０
（１＋犱２犻２－２犻）１／２，并对其进行基４Ｂｏｏｔｈ编码，

转化为ＳＤ（ＳｉｇｎｅｄＤｉｇｉｔ）格式，每２位组成的位片
至多只含一个非零值．表２列出了编码前后位片值
的对应关系．
４３　查找表

步１的查找表包含π
４·２

狋＋１个表项入口（记
为犜），以映射后旋转角的高狋位犎作为查表地
址，每个表项保存狋个ＳＤ编码的迭代系数、犿位ＳＤ
编码的扩展因子（由基４Ｂｏｏｔｈ编码转化而得）和

狀－狋＋１位补码表示的ε＝犎－∑
狋－１

犻＝０
犱犻α（犻）．每个ＳＤ

数需用两位表示，可用两个位串组合表示迭代系数
和扩展因子，每次迭代时提取两位串中的相应位进
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行译码即可．因此查找表的总存储开销为犕＝
犜（２犿＋狀＋狋＋１）位．步１的剩余旋转角狉＝犔＋ε．
表３列举了数据表示精度与存储量开销的对应关系．

５　系统结构与流水线划分
２ＳＰＣＳ算法实现电路的流水线级数取决于狀

以及由狀决定的狋．算法的硬件实现电路大致分为区
间压缩、查表、步１、步２和扩展因子补偿５个模块，
步２又根据犻的取值细分为两个流水组．整条流水线
被划分为６个流水组，每组内各级流水线结构相同．

模块１：区间压缩，产生、狊１～狊４，含１级流
水线；

模块２：用犎查表获取｛犱犻｝、ε和犓，计算狉，并
对狓、狔初值进行变换，含１级流水线；

模块３（步１）：用系数｛犱犻｝控制旋转，每级处理２
数（至多１个非零），含!狋／２"级流水线；

模块４１（步２ｐｈａｓｅ１）：犻＜（犿－１）／２，用狉控
制旋转，含犿－３２－狋＋１级流水线；

模块４２（步２ｐｈａｓｅ２）：犻（犿－１）／２，合并相
邻的两次迭代，用狉控制旋转，含!

（狀＋１－!

（犿－
１）／２"）／２"级流水线；

　　模块５：扩展因子补偿，含!犿／４"级流水线．
扩展因子补偿操作既可针对迭代初值，也可针

对迭代终值，前者寄存狉的开销较大，后者寄存｛犱犻｝
与犓的开销较大，二者性能相当，本文将扩展因子
补偿操作置于最后．２ＳＰＣＳ算法的实现流程如图４
所示．

图４　２ＳＰＣＳ算法的实现流程图
步２ｐｈａｓｅ２每级流水线处理２个迭代系数，合

并相邻的两次迭代，并利用ＣＳＡ优化累加操作．合
并后迭代表达式如下

狓（犻＋２）
狔（犻＋２（ ））＝ １ －犱犻＋１·２－（犻＋１）

犱犻＋１·２－（犻＋１）
烄
烆

烌
烎１
狓（犻＋１）
狔（犻＋１（ ））

＝ １ －犱犻＋１·２－（犻＋１）
犱犻＋１·２－（犻＋１）
烄
烆

烌
烎１

１ －犱犻·２－犻
犱犻·２－犻
烄
烆

烌
烎１
狓（犻）
狔（犻（））

＝１－犱犻·犱犻＋１·２－（２犻＋１） －犱犻·２－犻－犱犻＋１·２－（犻＋１）
犱犻·２－犻＋犱犻＋１·２－（犻＋１） １－犱犻·犱犻＋１·２－（２犻＋１
烄
烆

烌
烎）
狓（犻）
狔（犻（））．

　　当犻（犿－１）／２时，２－（２犻＋１）＝０，故上式可简化为
狓（犻＋２）
狔（犻＋２
烄
烆

烌
烎）＝

　 １ －（２犱犻＋犱犻＋１）２－（犻＋１）
（２犱犻＋犱犻＋１）２－（犻＋１）
烄
烆

烌
烎１
狓（犻）
狔（犻
烄
烆

烌
烎）．

　　狓、狔通路各对应３个加数，可利用一级ＣＳＡ和
一级全加器实现，比常规ＣＯＲＤＩＣ的两级全加延迟
减小了近一半．

扩展因子补偿操作对应的流水线每级处理４
位，至多含２个非零位．这样可保证整条流水线每级
至多累加３个操作数．为降低复杂性，模块３（步１）
每级仅处理２个迭代系数，而未将相邻的两次旋转
合并．若使其每级处理４个迭代系数，则控制复杂，
会使步１成为瓶颈．

６　性能分析与误差模拟
２ＳＰＣＳ算法步１通过查表获取迭代系数，步２

则直接将旋转角的二进制编码作为迭代系数，故整
个过程不需要狕通道．对于Ｉ类应用，目前可省略狕
通道的算法只有ＭＶＳＦ算法，但其迭代次数随数据
表示精度的增加呈指数增加．当落在ＳＦ算法收
敛域外时，ＭＶＳＦ算法约需增加#·２狋$＋１次旋转
角为２－狋的迭代．以＝π／８为例，当狀＝１８时，
#·２狋$＝２５；当狀＝２１时，#·２狋$＝５０；当狀＝３０时，
#·２狋$＝４０２．而２ＳＰＣＳ算法步１阶段的迭代次数
仅为

!狋／２"

，可扩展性好．
另外２ＳＰＣＳ算法通过约束步１非零系数的位

置、对扩展因子进行基４Ｂｏｏｔｈ编码、合并部分相邻
的运算级等措施减少流水线级数．以犿＝狀＝２８为
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例，常规ＣＯＲＤＩＣ算法需２＋２８＋１４＝４４级流水线
（包含为扩展收敛域而增加的２次π／４旋转，并利用
基４Ｂｏｏｔｈ编码将扩展因子补偿操作转化为１４级
加法流水线），每级流水线延迟约为１个２８位加法
器延迟．而２ＳＰＣＳ算法仅需２＋!狋／２"＋犿－３２－
狋＋１＋!

（狀＋１－!

（犿－１）／２"

）／２"＋!犿／４"＝２７级
流水线．整条流水线每级至多累加３个操作数，ＣＳＡ
的使用使每级流水线延迟仅略大于常规ＣＯＲＤＩＣ
算法，约为１位全加器和１个犿位加法器延迟之
和，再加上简单的判断和选择逻辑的延迟．狓、狔通路
利用固定连线＋简单的选择逻辑实现移位功能，充
分利用了零迭代系数，又不需复杂的桶式移位器
（ＢａｒｒｅｌＳｈｉｆｔ）．这些方法使得２ＳＰＣＳ算法相对于
其他向量旋转算法具有明显的面积优势，若用加法
器来衡量，则２ＳＰＣＳ算法所需加法器数目为：３个
狀＋３位常数加法器，１个狀－狋＋１位加法器，犛１个犿
位加法器和犛２个ＣＳＡ（１位全加器）．其中
犛１＝２×!狋／２"＋２×　犿－３２－狋（ ）＋１＋

２×!

（狀＋１－!

（犿－１）／２"）／２"＋２×!犿／４"，
犛２＝犿×　犿－３２－狋（ ＋１＋

!

（狀＋１－!

（犿－１）／２"）／２"＋!犿／４）" ．
当犿＝狀＝２８时，总的加法器数目约为５４个２８

位加法器和５８８个１位加法器（约合２１个２８位加
法器），合７５个２８位加法器．而常规ＣＯＲＤＩＣ算法
的旋转过程需（２＋狀）×３＝９０（含为扩展收敛域而增
加的２次π／４旋转）个犿位加法器，扩展因子补偿
过程需２个犿位乘法器，若用基４Ｂｏｏｔｈ乘法器，需
犿／２个犿位加法器，整个常规ＣＯＲＤＩＣ算法约需
９０＋１４＝１０４个２８位加法器．故２ＳＰＣＳ算法可节
省约２７．９％的面积开销．基于ＸｉｌｉｎｘＶｉｒｔｅｘ系列
ＦＰＧＡ以全流水方式分别实现了传统ＣＯＲＤＩＣ旋
转算法和２ＳＰＣＳ算法，综合后发现：利用ＩＰ核实
现ＣＯＲＤＩＣ需２１６０个ｓｌｉｃｅ，而２ＳＰＣＳ算法仅需
１６１１个ｓｌｉｃｅ，二者均用加法代替乘法实现扩展因子

补偿．由理论分析可知，２ＳＰＣＳ算法的面积优势主
要得益于狕通路的省略和流水线级数的压缩．
２ＳＰＣＳ算法的误差主要分为角度误差和狓、狔

通路误差．步１过程的ε因超出精度表示范围而产
生圆整误差狉１，犎相同的角对应的狉１相同，步２过
程不产生剩余角误差．区间压缩过程会产生圆整误
差狉０，狀＝２８（区间压缩前：１位符号＋２位整数＋２８
位小数，区间压缩后：２８位无符号小数）时的剩余角
误差分布如图５所示，纵坐标犅＝#－ｌｏｇ２（｜狉狉｜）$，
狉狉＝狉０＋狉１．可见，区间压缩会影响剩余角，但不总
是副作用．当输入角θ∈（－π／４，π／４）时，狉０＝０；
｜θ｜∈（π／４，π／２）时，狉０与狉１同号概率较大，误差增
大，而｜θ｜∈（π／２，π）时，狉０与狉１异号概率较大，误差
减小．

图５　狀＝２８时的角度误差

狓、狔通路的误差主要由剩余角和计算过程的圆
整操作引起．犿＝狀＝２８时，对单位向量的旋转进行
模拟，用１位符号位＋１位整数＋２６位小数表示狓，
狔，扩展因子也用１位符号（扩展因子恒正，符号位
恒为０，用补码表示便于Ｂｏｏｔｈ编码）＋１位整数＋
２６位小数表示．设初始向量为（１，０），则狓通路的误
差曲线如图６所示．纵坐标表示犅＝#－ｌｏｇ２（｜狓犳－
狓狉｜）$，狓犳为计算值，狓狉为准确值．图６（ａ）对应狋＝
!

（２８－ｌｏｇ６２）／３"＝９，图６（ｂ）对应狋＝#

（２８－ｌｏｇ６２）／
３$＝８．图７为狔通路误差．通过对比可发现，狋＝７
或９时误差分布类似，最坏情况下的计算精度均可达
到２２位，因此实际应用中可取狋＝#

（狀－ｌｏｇ６２）／３$

，以
减少查找表的入口数和流水线级数．

图６　犿＝狀＝２８（２６位小数）时狓通路的误差
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图７　犿＝狀＝２８（２６位小数）时狔通路的误差

　　实验表明：２ＳＰＣＳ算法具有较高的计算精度．
常规ＣＯＲＤＩＣ算法需使用（狀＋ｌｏｇ２狀＋２）位数据通
路［１２］才能达到狀位精度，用２８位数据通路，只能达
到约２１位精度，去掉小数点前两位，精度只能达到
小数点后１９位，比２ＳＰＣＳ算法的精度（２２位小
数）低３位．２ＳＰＣＳ算法的高精度主要得益于短流
水线，且利用ＣＳＡ将３个加数化为２个，每级流水
线只引发一次圆整误差．本例中，整条２７级流水线
的误差限约为１２×２７×２

－２６，精度降低４位左右．另
外，犱犻为０的级不存在圆整误差，故２ＳＰＣＳ算法的
平均精度要比最低精度高１～２位．

７　总　结
本文提出一种新的ＣＯＲＤＩＣ算法和体系结构，

减少迭代次数的同时保持了常规ＣＯＲＤＩＣ算法扩
展因子易计算与补偿的特点，实现了旋转角位于
［－π，π］的向量旋转操作．２ＳＰＣＳ算法根据数据通
路狓，狔以及旋转角的表示精度确定流水线级数和
组织方式．步１的迭代系数和扩展因子由查表获得，
步２迭代系数直接取目标转角的二进制编码，扩展
因子恒为１，因此整个旋转过程不需狕通路和扩展
因子计算通路，大大减小了电路的面积开销．通过带
约束的角度分解算法、基４Ｂｏｏｔｈ编码和迭代合并
等措施，有效减少了流水线级数．２ＳＰＣＳ算法在迭
代过程中对超出计算精度的表达式预先进行化简，
并采用ＣＳＡ累加多个操作数，有效地减少了流水线
延迟．算法克服了传统全字段查表法可扩展性差的
问题，随着数据表示精度的增加，查找表入口数增加
缓慢，可扩展性好．理论分析与误差模拟表明，２Ｓ
ＰＣＳ算法在保持高精度的同时具有明显的面积和
延时优势，实用性强．采用２８位数据通路时，与常规
ＣＯＲＤＩＣ算法相比，２ＳＰＣＳ算法的流水线级数减
少约３８％，面积减少约２７．９％，精度提高３位左右，
显示了算法的优良性能．
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附录．ＣＨＡＲ算法证明．
　　显见算法满足约束条件２），只需证明｜ε｜＜α（狋）即可．首
先用归纳法证明｜（犼）｜＜α（２犼），１犼狋

２．已知｜（０）｜α
（０），即犼＝０时｜（犼）｜α（２犼）成立．设犼＝犽时｜（犽）｜
α（２犽），则

（１）α（２犽）＋α（２犽＋１）２ ｜（犽）｜＜α（２犽）时，考虑到α（犻）＜
２α（犻＋１）（三角函数性质），有
　０α（２犽）－｜（犽）｜α（２犽）－α（２犽＋１）２ ＜α（２犽＋１）２ ＜
α（２犽＋２），

　｜（犽＋１）｜＝｜（犽＋１）２｜＝｜α（２犽）－｜（犽）｜＜α（２犽＋２）．
　　（２）α（２犽＋１）２ ｜（犽）｜＜α（２犽）＋α（２犽＋１）２ 时，

－α（２犽＋１）２ 狘（犽）狘－α（２犽＋１）＜
α（２犽）－α（２犽＋１）

２ ＜α（２犽＋１）２ ，

　　故｜（犽＋１）｜＝｜（犽＋１）１｜α（２犽＋１）２ ＜α（２犽＋２）．

（３）｜（犽）｜＜α（２犽＋１）２ 时，｜（犽＋１）｜＝｜（犽）｜＜

α（２犽＋１）
２ ＜α（２犽＋２）．
综合上述３种情况，可得｜（犽＋１）｜＜α（２犽＋２）．由推导

过程可知１犼狋
２时，｜（犼）｜与α（２犼）为真小于关系，不

可能相等．故原式得证．
Ｆｏｒ循环结束后，若狋为偶数定有｜ε｜＝狋（）２ ＜

α（狋）；若狋为奇数定有狋－１（）２ ＜α（狋－１）．当狋为奇数且

狋－１（）２ α（狋）时，需继续计算最后一个独立成组的系
数．此时

若狋－１（）２ ＜α（狋－１）２，则｜ε｜＝狋＋１（）２ ＝

狋－１（）２ ＜α（狋－１）２＜α（狋）；

若α（狋－１）２ 狋－１（）２ ＜α（狋－１），则｜ε｜＝

狋＋１（）２ ＝α（狋－１）－狋－１（）２ ＜α（狋－１）２＜α（狋）．
故无论狋为奇数或偶数，算法均可保证误差｜ε｜＜α（狋）．
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ｐｏｓｉｔｉｏｎｓ．

Ｓｔｕｃｋｉｎｓｕｃｈｄｉｌｅｍｍａ，ｉｌｌｕｍｉｎａｔｅｄｂｙｓｃａｌｉｎｇｆｒｅｅ
ＣＯＲＤＩＣａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｐｒｏｐｏｓｅ２ＳＰＣＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ．
ＩｔｉｎｔｅｇｒａｔｅｓｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌＣＯＲＤＩＣｗｉｔｈｓｃａｌｉｎｇｆｒｅｅ
ＣＯＲＤＩＣ，ｗｈｉｃｈｍａｋｅｓｉｔｐｏｓｓｅｓｓｐｒｅｄｉｃｔａｂｌｅｓｃａｌｅｆａｃｔｏｒｓａｓ
ｃｏｎｖｅｎｔｉｏｎａｌＣＯＲＤＩＣ，ｅａｓｉｌｙｇｏｔｔｅｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ，ａｎｄｒｅ
ｄｕｃｅｄｎｏｎｚｅｒｏｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｎｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｐｏｓｉｔｉｏｎｓ．Ｉｔ’ｓａ
ｇｒｅａｔｄｅａｌｏｆａｒｅａｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｗｉｔｈｏｕｔｔｈｅｃｏｓｔｏｆｃｏｍｐｕｔｉｎｇ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｎｄｓｃａｌｅｆａｃｔｏｒｓ．Ｔｈｅｓｈｏｒｔｐｉｐｅｌｉｎｅｉｓａｌｓｏｂｅｎｅ
ｆｉｃｉａｌｔｏｈｉｇｈａｃｃｕｒａｃｙ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓａｎｄｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓ
ｔｅｓｔｉｆｙｔｈａｔ２ＳＰＣＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｅｘｃｅｌｓｉｎｖｅｃｔｏｒｒｏｔａｔｉｏｎｗｉｔｈ
ｌｅｓｓａｒｅａｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎ，ｓｈｏｒｔｌａｔｅｎｃｙａｎｄｈｉｇｈａｃｃｕｒａｃｙ．
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