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摘　要　文章旨在研究数据分布未知的高维、小样本问题的特征抽取算法．基于支持向量机原理和特征统计不相关
思想，提出基于散度支持向量机（ＳＳＶＭ）的递归统计不相关特征抽取算法，解决现有算法抽取特征之间存在相关性、
算法受到样本分布影响等问题．针对高维小样本问题，使用ＰＣＡ把ＳＳＶＭ优化问题变换到同构低维空间；给出边界
鉴别向量集的递归求取方法，把模式高维特征投影到边界鉴别向量集，实现了统计不相关特征的抽取；分析了算法的
收敛性和终止条件．文中使用核方法把线性ＳＳＶＭ推广到非线性ＳＳＶＭ，通过ＫＰＣＡ方法把非线性ＳＳＶＭ优化问题
转换到低维空间中的等价优化问题，在低维空间抽取不相关非线性特征．仿真结果证明了文中算法的有效性．

关键词　散度支持向量机（ＳＳＶＭ）；分类；特征抽取；统计不相关边界鉴别向量；主元分析（ＰＣＡ）
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１　引　言
特征抽取方法能够降低数据存储空间以及消除

样本中冗余信息和噪声，便于人们对数据进行分析
和理解，解决了因样本维数过高而导致分类器训练
代价过大、泛化性能低等问题［１３］．常见的特征抽取
算法有主元分析（ＰＣＡ）、线性鉴别分析（ＬＤＡ）、独
立主元分析（ＩＣＡ）和基于支持向量机（ＳＶＭ）方法
等［２６］，其中，ＬＤＡ和ＳＶＭ在机器学习领域中引起
了人们极大关注．ＬＤＡ能够求取反映样本集全局信
息的鉴别向量，具有较高的分类性能，被认为是目前
最为有效的特征抽取算法，ＬＤＡ及其改进算法的基
本思想就是根据Ｆｉｓｈｅｒ鉴别准则求取多个最佳鉴别
向量，然后再将模式高维特征向量投影到该最佳鉴别
向量集上，构成低维鉴别特征空间［６］．鉴于ＬＤＡ算法
不支持高维小样本数据以及ＦＳＬＤＡ算法抽取的特
征分量之间存在统计相关等问题，人们提出了很多改
进算法，如广义ＬＤＡ、零子空间（Ｎｕｌｌｓｕｂｓｐａｃｅ）
ＬＤＡ、基于广义ＳＶＤ的ＬＤＡ、统计不相关ＬＤＡ等［６９］．
然而ＬＤＡ存在单类样本为高斯分布时才能取得最
优解、不能准确区分线性可分样本等问题［１０１１］．
ＳＶＭ是基于结构风险最小化原理的有监督分

类方法，具有支持小样本数据、无需假定样本分布、
计算量与维数无关等优点［５，１２］．然而ＳＶＭ只能抽
取样本集局部信息，存在超平面法线方向与样本分
布不一致的问题，影响了泛化性能的提高［１１］．对二
分类问题，ＳＶＭ超平面法向量与ＬＤＡ最佳鉴别向
量具有相同的物理意义．基于上述考虑，文献［４］通
过把样本高维特征投影到ＳＶＭ分类超平面法线方
向上，构成一维特征空间，取得了较好的分类性能；
类似ＦＳＬＤＡ算法［６］，文献［５］提出基于ＳＶＭ的递
归提取正交边界鉴别向量方法，其性能优于ＳＶＭ
算法．然而上述算法性能受到ＳＶＭ性能和抽取特
征之间存在相关性的影响．其原因是：（１）ＳＶＭ只
利用了样本集的局部信息，影响了其泛化性能，因此
与常见的特征抽取算法相比，文献［４］算法性能并没
有显著的提高．理论分析和实验证明，利用样本集全
局信息能够有效提高ＳＶＭ的性能［１１，１３］；（２）基于统
计不相关的鉴别向量集优于正交鉴别向量集的模式
识别理论［６７，１４］，文献［５］抽取的特征之间存在相关
性，影响了算法性能的提高．

基于上述分析，本文提出基于散度支持向量机
（ＳｃａｔｔｅｒＳｕｐｐｏｒｔＶｅｃｔｏｒＭａｃｈｉｎｅ，ＳＳＶＭ）的统计

不相关特征抽取算法．首先提出了ＳＳＶＭ，该方法实
现了ＳＶＭ与ＬＤＡ之间的折中，保证了ＳＳＶＭ性能
的优越性；给出基于ＳＳＶＭ的递归抽取统计不相关
边界鉴别向量集算法，证明了算法的收敛性结论以及
算法终止条件；并通过核方法把线性抽取算法推广到
非线性抽取算法．本文算法继承了ＳＶＭ和ＬＤＡ的
优点，通过使用ＰＣＡ／ＫＰＣＡ把高维空间的ＳＳＶＭ
优化问题变换到同构低维空间中等价优化问题，解
决了小样本情况下ＳＳＶＭ优化问题求解的问题，有
效地克服现有算法的缺点．使用ＵＣＩ数据集和
ＸＭ２ＶＴＳ人脸图像进行了仿真实验，结果说明本文
算法是可行有效的．下面首先介绍ＳＳＶＭ原理．

２　散度支持向量机（犛犛犞犕）
ＬＤＡ通过如下形式的Ｆｉｓｈｅｒ准则求取鉴别向

量，即

ｍａｘ
狑
狑Ｔ犛ｂ狑
狑Ｔ犛ｗ狑 （１）

其中，犛ｂ和犛ｗ分别为类间、类内散度矩阵．设样本总
体散度矩阵为犛ｔ，满足关系：犛ｔ＝犛ｂ＋犛ｗ；狑为鉴别
向量．上面优化问题具有如下等价形式［１５］：

ｍａｘ
狑，犫
狑Ｔ犛ｂ狑
狑Ｔ犛ｔ狑 （２）

由于ＬＤＡ充分利用样本集全局信息以及类别
信息，鉴别向量方向与样本分布一致．受ＬＤＡ和文
献［１６］启发，文献［１１］提出ＭＣＳＶＭ（Ｍｉｎｉｍｕｍ
Ｃｌａｓｓｖａｒｉａｎｃｅ，ＳＶＭ），其优化问题通过狑Ｔ犛ｗ狑代替
ＳＶＭ优化问题狑Ｔ狑项得到．ＭＣＳＶＭ考虑了样本
集局部和全局信息，实现ＦＬＤＡ与ＳＶＭ之间的
折衷，具有更优的分类性能［１１］．对两类样本集
｛（狓犼，狔犼）｝犖犼＝１，狓犼＝［狓犼１，狓犼２，…，狓犼犱］Ｔ；狔犼∈｛－１，
＋１｝，假设分类超平面模型具有如下形式：

狔＝狑Ｔ狓＋犫．
受文献［１１，１３］的启发，本文通过求解如下改进

ＳＶＭ优化问题Ｐ１得到狑和犫的最优解，即

Ｐ１：ｍｉｎ狑，犫，ξ犼

１
２狑

Ｔ犛ｔ狑＋犆∑
犖

犼＝１
ξ犼

ｓ．ｔ．狔犼（狑
Ｔ狓犼＋犫）１－ξ犼

ξ犼０，犼＝１，２，…，烅烄烆 犖

（３）

这里，ξ１，ξ２，…，ξ犖是非负松弛变量；犆为误差惩罚因
子；犛ｔ＝１犖∑

犖

犼＝１
狓犼－（ ）犿狓犼－（ ）犿Ｔ为样本总体散度矩

阵，需要满足狑Ｔ犛ｔ狑＞０．从上式可以看出，优化问题
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Ｐ１就是使用狑Ｔ犛ｔ狑代替传统ＳＶＭ优化问题的狑Ｔ狑，
且满足约束条件狑Ｔ犛ｔ狑＞０．由于式（１）和（２）所示优
化问题的等价关系，优化问题Ｐ１表示的改进ＳＶＭ
具有与ＭＣＳＶＭ类似特性，因而在理论上保证
ＳＳＶＭ具有更优的分类性能．由于犛ｔ为样本集的总
体散度矩阵，代表样本的全局信息，因此，本文把这
种改进的ＳＶＭ称作散度支持向量机（ＳＳＶＭ）．

根据式（３）所示优化问题Ｐ１的目标函数和约束
条件构造Ｌａｇｒａｎｇｅ方程，即
犔＝ｍｉｎ

狑，犫，α犼，β犼

１
２狑

Ｔ犛ｔ狑＋犆∑
犖

犼＝１
ξ犼－

∑
犖

犼＝１
α犼（狔犼（狑Ｔ犻狓犼＋犫犻）－１＋ξ犼）－∑

犖

犻＝１
β犼ξ犼（４）

其中，α犼和β犼（犼＝１，２，…，犖）是Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子．
式（４）对狑，犫，α犼，β犼求导并等于０得

犔
狑＝犛ｔ狑－∑

犖

犼＝１
α犼狔犼狓犼＝０ （５）

犔
犫＝∑

犖

犼＝１
α犼狔犼＝０ （６）

犔
ξ犼＝犆－α犼－β犼＝０ （７）

把式（５）～（７）代入优化问题Ｐ１，根据ＫＫＴ条件，优
化问题Ｐ１转换为如下形式，即

Ｐ２：ｍａｘα犼犔＝∑
犖

犼＝１
α犼－１２∑

犖

犼＝１∑
犖

犓＝１
狔犼狔犓α犼α犽狓Ｔ犼犛－１

ｔ狓犽

ｓ．ｔ．
０α犼犆，犼＝１，２，…，犖

∑
犖

犼＝１
α犼狔犼烅

烄

烆 ＝０

（８）

对于ＳＳＶＭ，其决策函数为
犵（狓）＝狊犻犵狀（狑Ｔ狓＋犫）＝狊犻犵狀１

２∑
犖

犼＝１
犪犼狔犼狓Ｔ犼犛－１

ｔ狓＋（ ）犫．
根据ＫＫＴ条件，支持向量狓犽其对应的犪犽≠０，

ξ犽＝０．设支持向量集为犛犞，对支持向量狓犽∈犛犞有
下式成立：

狔犽１２∑
犖

犼＝１
狔犼犪犼狓Ｔ犼犛－１

ｔ狓犽＋（ ）犫＝１，
那么犫的最优值可由下式求取，即
犫＝１

犛犞　∑狓犽∈犛犞狔犽－
１
２∑

犖

犼＝１
狔犼犪犼狓Ｔ犼犛－１

ｔ狓（ ）犽．
需要注意的是，对于高维小样本数据集，即样本

数据维数犱犖，犛ｔ是往往是奇异的，这样就不能直
接通过优化问题Ｐ１求取向量狑犻的最优解．然而，对
于高维小样本数据集，在第３节将证明，通过ＰＣＡ
对数据集进行维数约简，把优化问题Ｐ１转换为低维
空间上等价的优化问题，从而求取ＳＳＶＭ的最优

解．下面讨论小样本情况下的ＳＳＶＭ优化问题求解
问题．

３　小样本情况下犛犛犞犕的求解
由函数分析理论可知，犛ｔ在空间犚犱是有界、紧

的、正定的算子，根据ＨｉｌｂｅｒｔＳｃｈｍｉｄｔ定理，矩阵犛ｔ
的特征向量是犚犱上的正交基［１７］．令犇表示犛ｔ非零
特征值对应特征向量张成的空间，犇⊥表示犛ｔ的零特
征值对应特征向量张成的空间，则空间犇⊥表示空间
犇的补空间．因此，对任意向量狑∈犚犱可以表示为［１６］

狑＝狏＋!

，狏∈犇，!∈犇⊥ （９）
定义映射犔：犚犱→犇，对任意的狑∈犚犱，均存在

唯一的映射狏使得下式成立，即
狏＝犔（）狑 （１０）

这样，映射犔把优化问题Ｐ１从空间犚犱转换为低维
空间犇的优化问题Ｐ３．很显然，如果优化问题Ｐ１和
Ｐ３等价，那么对高维空间Ｐ１的求解就转化为对低维
空间犇上Ｐ３进行求解，解决了小样本情况下因犛ｔ奇
异而导致的ＳＳＶＭ难以求解的问题．定理１给出优
化问题Ｐ１等价于Ｐ３的结论．

定理１．　设犛ｔ为奇异散度矩阵，设犇和犇⊥分
别表示犛ｔ非零、零特征值对应特征向量张成的空
间，那么空间犚犱上的优化问题Ｐ１等价于如下所示
空间犇上的优化问题Ｐ３，即

Ｐ３：ｍｉｎ狏，犫，ζ犼

１
２狏

Ｔ犛ｔ狏＋犆∑
犖

犼＝１
ξ犼

ｓ．ｔ．
狔犼（狏Ｔ狓犼＋犫）１－ξ犼
ξ犼０，犼＝１，２，…，犖
狏犻∈
烅
烄

烆犇

（１１）

其中，狏Ｔ犛ｔ狏＞０．
证明．　根据式（９），对任意狑∈犚犱可以表示为

狑＝狏＋!

，狏∈犇，!∈犇⊥．
根据函数理论［１７］，显然有下式成立，即
狏Ｔ犛ｔ狏＞０，!

Ｔ犛ｔ!＝０，狏Ｔ犛ｔ!＝０．
因此有

狑Ｔ犛ｔ狑＝狏＋（ ）! Ｔ犛ｔ狏＋（ ）! ＝狏Ｔ犛ｔ狏 （１２）
则式（４）所示的Ｌａｇｒａｎｇｅ方程转化为
犔＝ｍｉｎ

狑犻，犫，α犼，β犼

１
２狑

Ｔ犛ｔ狑＋犆∑
犖

犼＝１
ξ犼－

∑
犖

犼＝１
α犼狔犼狑Ｔ狓犼＋（ ）犫－１＋ξ（ ）犼－∑

犖

犼＝１
β犼ξ犼

＝狏Ｔ犛ｔ狏＋犆∑
犖

犼＝１
ξ犼－∑

犖

犼＝１
β犼ξ犼－
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∑
犖

犼＝１
α犼狔犼狏Ｔ狓犼＋!

Ｔ
犻狓犼＋（ ）犫－１＋ξ（ ）犼 （１３）

如果对
!∈犚犱有!

Ｔ犛ｔ!＝０成立，那么对任意不
同样本狓犼，狓犽均有!

Ｔ狓犼＝!

Ｔ狓犽成立，即所有样本在!

上的投影均为常数．令犮＝!

Ｔ狓犼，犼，则有下式成立：

∑
犖

犼＝１
α犼狔犼!Ｔ狓犼＝犮∑

犖

犼＝１
α犼狔犼＝０ （１４）

根据上式，式（１３）可以写为
犔＝ｍｉｎ

狑，犫，α犼，β犼

１
２狏

Ｔ犛ｔ狏＋犆∑
犖

犼＝１
ξ犼－

∑
犖

犼＝１
α犼（狔犼（狏Ｔ狓犼＋犫）－１＋ξ犼）－∑

犖

犼＝１
β犼ξ犼（１５）

从式（１４）可以看出，上式与优化问题Ｐ３对应的
Ｌａｇｒａｎｇｅ方程完全一致，而式（１４）表示的Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程又与优化问题Ｐ１等价．因此，优化问题Ｐ３与优
化问题Ｐ１是等价的． 证毕．

令犛ｔ非零特征值对应的特征向量作为变换矩
阵犘，且特征向量的数目犓犱－１．在很多情况下，
可以假定训练样本是独立、同分布的，此时犓＝犱－
１．由于犘的列向量是空间犚犱的正交基，变换矩阵犘
就是空间犇到犚犓的一对一映射，根据函数分析理
论，在ＰＣＡ变换矩阵犘下空间犇与犚犓同构［１７］，
即　　

狏＝犘狌，狌∈犚犓 （１６）
根据式（１６）、式（１１）所示的优化问题Ｐ３可以转

换为如下所示的等价优化问题Ｐ４，即

Ｐ４：ｍｉｎ狏，犫，ζ
１
２狌

Ｔ珘犛ｔ狌＋犆∑
犖

犼＝１
ξ犼，狌Ｔ珘犛ｔ狌＞０

ｓ．ｔ．
狔犼（狌Ｔ狓～犼＋犫）１－ξ犼
ξ犼０，犼＝１，２，…，犖
狌∈犚犱
烅
烄

烆 －１

（１７）

其中，珘犛ｔ＝犘Ｔ犛ｔ犘；狓～犼＝犘Ｔ狓犼为样本狓犼在ＰＣＡ变换
矩阵上的投影，且狓～犼∈犚犖－１．

类似第３节，优化问题Ｐ４的对偶问题为

Ｐ５：ｍａｘ犪犼－
１
２∑

犖

犼＝１∑
犖

犽＝１
犪犼犪犽狔犼狔犽狓～Ｔ犼珘犛－１

ｔ狓～犽＋∑
犖

犼＝１
犪犼

ｓ．ｔ．∑
犖

犼＝１
犪犼狔犼＝０

０犪犼犆，犼＝１，２，…，
烅
烄

烆 犖

（１８）

根据上面的讨论，对小样本问题，为求出优化问
题Ｐ１的最优解，首先把样本通过ＰＣＡ变换矩阵犘
映射到空间犚犓上，然后在低维特征空间犚犓中求取
优化问题的最优解．然而，如何在空间犚犓求取统计

不相关的边界鉴别向量集以及算法是否收敛，是本
文需要研究的关键问题．下节给出算法实现以及收
敛性分析．

４　递归统计不相关特征抽取算法分析
４．１　算法的实现

设训练样本集｛（狓犻，狔犻）｝犖犻＝１，狓犻∈犚犱，狔犻∈｛－１，
１｝，ＳＳＶＭ的分类超平面为狔＝狑Ｔ１狓＋犫１．分类超平
面法向量狑１包含了样本类别边界信息，具有区分不
同类别数据的能力．对二分类样本，狑１与ＬＤＡ鉴别
向量具有相同的物理意义，因此，本文把狑１称作边
界鉴别向量．设狑１为规格化向量，即狑１＝１，样本
（狓犻，狔犻）在向量狑１方向上的投影为

狔^犻＝狑Ｔ１狓犻 （１９）
对上式左边同乘狑１可得

狔^犻狑１狔^犻＝狑１狑Ｔ１狓犻 （２０）
很显然，狑１狑Ｔ１狓犻为在向量狑１方向上对狓犻的逼

近．根据ＰＣＡ理论，假设在向量狑１方向上样本集犡
的逼近^犡构成空间犛犠１，样本集犡与逼近^犡之间的
误差珟犡构成残差空间犛狉，满足下面等式：

犡＝^犡＋珟犡，
它们之间的几何关系如图１所示．

图１　犡、逼近^犡和残差珟犡的几何关系
令狑１狑Ｔ１＝犐＋犐狑１，犐是犱×犱单位矩阵，犐狑１是非

零矩阵，那么式（２０）可写为
狓^犻＝狑１狑Ｔ１狓犻＝狓犻＋犐Ｔ狑１狓犻 （２１）

根据图１所示，样本狓犻与逼近狓^犻及其误差狓～犻之
间满足如下关系，即

狓犻＝狓^犻＋狓～犻 （２２）
根据式（２１）、（２２），狓～犻重新写为如下形式：

狓～犻＝犐－狑１狑Ｔ（ ）１狓犻 （２３）
根据训练样本｛（狓～犻，狔犻）｝犖犻＝１，使用ＳＳＶＭ算法

可求取边界鉴别向量狑２；然后根据式（２３）递归求取
边界鉴别向量狑３，狑４，…，狑犾；最后把空间犚犱模式高
维特征投影到边界鉴别向量集｛狑１，狑２，…，狑犾｝上，构
成低维特征空间犚犾．在定理２给出低维空间中的特
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征之间是否存在相关性的结论．
定理２．　对训练样本集｛（狓犽，狔犽）｝犖犽＝１，狓犽∈犚犱，

狔犽∈｛－１，１｝，基于上述方法使用ＳＳＶＭ递归求取
边界鉴别向量狑１，狑２，…，狑犾，且狑犻＝１，犻＝１，
２，…，犾．对任意两个边界鉴别向量狑犻，狑犼，样本犡＝
［狓１，狓２，…，狓犖］在狑犻，狑犼方向上投影得到的特征是
不相关的，即
犮狅狏狑Ｔ犻犡，狑Ｔ犼（ ）犡＝狑Ｔ犻犛ｔ狑犼＝０，犻，犼＝１，２，…，犾，犻≠犼

（２４）
证明．　根据训练样本集，由ＳＳＶＭ算法求取

的狑１作为第１个边界鉴别向量．根据式（２３），狓犽在
狑１方向上逼近残差为

狓～１犽＝犐－狑１狑Ｔ（ ）１狓犽 （２５）
对残差样本集｛（狓～１犽，狔犽）｝犖犽＝１，使用ＳＳＶＭ算法

求取狑２作为第２个边界鉴别向量．然后基于式（２５）
递归求取边界鉴别向量狑１，狑２，…，狑犾，狑犻＝１，犻＝
１，２，…，犾．对式（２５）左边乘以狑Ｔ１，有下面等式成立：

狑Ｔ１狓～１犽＝狑Ｔ１犐－狑１狑Ｔ（ ）１狓犽＝０ （２６）
即狑１正交于样本残差空间．根据式（５）可知，狑２＝
犛－１
ｔ∑

犖

犽＝１
α犽狔犽狓～１犽，对狑２上式左边乘以狑Ｔ１犛ｔ并根据式（２６）

可得

狑Ｔ１犛ｔ狑２＝狑Ｔ１犛ｔ犛－１
ｔ∑

犖

犽＝１
犪～２犽狓～１犽＝０．

对任意的狑犻，狑犼，犻≠犼，犻，犼＝１，２，…，犾，同理可证
明有下式成立：

狑Ｔ犻犛ｔ狑犼＝０． 证毕．
定理２证明了本文算法能够从样本集抽取统计

不相关的特征，
综合以上所述，本文给出如下递归统计不相关

特征抽取算法实现步骤：
假设有犖个训练样本｛（狓犼，狔犼）｝犖犼＝１∈犚犱×犚，

其中犱是输入数据的维数，根据ＳＳＶＭ原理，本文
提出的算法实现步骤如下：

１．初始化．给出算法终止条件，迭代次数狉＝１，令狑狉表
示迭代计算得到的边界鉴别向量．

２．确定本文ＳＳＶＭ模型参数．基于第２节ＳＳＶＭ算
法，使用交叉校验方法确定ＳＳＶＭ的模型参数，根据上述样
本训练ＳＳＶＭ，并把求取得到的超平面法向量狑作为第１个
边界鉴别向量狑狉；狉←狉＋１．

３．求取边界鉴别向量狑狉．使用式狓～狉犻＝（犐－狑１狑Ｔ１）狓～狉－１犻

计算逼近残差样本集｛（狓～狉犼，狔犼）｝犖犼＝１，根据残差样本集对
ＳＳＶＭ优化问题求解，把求取的超平面法向量作为第狉个边
界鉴别向量狑狉．

４．结束判断．判断是否满足算法结束条件，如果不满

足，则狉←狉＋１，转到步３继续递归求取统计不相关边界鉴
别向量；否则，狉←狉－１，转入步５．

５．抽取特征．把样本投影到边界鉴别向量变量集
｛狑１，狑２，…，狑狉｝，构成狉维特征空间，即抽取狉个统计不相关
特征．

６．分类器训练：在低维特征空间建立分类器模型．
７．算法结束．
本文递归统计不相关特征抽取算法比较简单，

易于实现．
算法实现的关键是确定合适的终止条件，而算

法的收敛性决定算法终止条件的存在，下面分析算
法的收敛性．
４．２　算法的收敛性分析

ＳＳＶＭ基于结构风险最小化原理，其结构风险
越小表示边界向量狑犾包含的分类信息越多．如果
ＳＳＶＭ的结构风险随着犾的递增而增大，则边界鉴
别向量狑犾包含的分类信息越少，即算法收敛．基于
以上分析，定理３给出算法收敛的结论．

定理３．　令｛狑犾－１，犫犾－１，ξ犾－１１，ξ犾－１２，…，ξ犾－１犖｝和
｛狑犾，犫犾，ξ犾１，ξ犾２，…，ξ犾犖｝是对应ＳＳＶＭ优化问题的解，
如果
１
２狑

Ｔ
犾－１犛ｔ狑犾－１＋犆∑

犖

犼＝１
ξ犾－１犼１２狑

Ｔ
犾犛ｔ狑犾＋犆∑

犖

犼＝１
ξ犾犼
（２７）

成立，那么算法是收敛的．
证明．　由式（２４）可知，狓犾犻和狓犾－１犻 满足下面关系：

狓犾犻＝犐－狑犾－１狑Ｔ犾（ ）－１狓犾－１犻 （２８）
对上式左边乘以狑Ｔ犾犛ｔ得到如下形式：

狑Ｔ犾犛ｔ狓犾犻＝狑Ｔ犾犛ｔ狓犾－１犻 ．
对式（２８）进行迭代计算得到如下等式，即
狑Ｔ犾犛ｔ狓犾犻＝狑Ｔ犾犛ｔ狓犾－１犻 ＝…＝狑Ｔ犾犛ｔ狓犻．

由于犛ｔ是已知正定矩阵，显然下式成立：
狑Ｔ犾狓犾犻＝狑Ｔ犾狓犾－１犻 ＝…＝狑Ｔ犾狓犻 （２９）

根据式（２９），有下面等式成立：
狔犻（狑Ｔ犾狓犾犻＋犫犾）＝狔犻（狑Ｔ犾狓犾－１犻 ＋犫犾）＝…＝
狔犻（狑Ｔ犾狓犻＋犫犾）１－ξ犾犻，ξ犾犻０，犻＝１，２，…，犖（３０）
由ＳＳＶＭ算法可知，｛狑犾，犫犾，ξ犾１，ξ犾２，…，ξ犾犖｝必须

满足以下约束条件：
ξ犾犼０，狔犻（狑Ｔ犾狓犾犻＋犫犾）１－ξ犾犻，犻＝１，２，…，犖．
根据式（３０），ＳＳＶＭ的最优解｛狑犾，犫犾，ξ犾１，ξ犾２，…，

ξ犾犖｝对样本集｛（狓狋犻，狔犻）｝狋＝１，２，…，犾犻＝１，２，…，犖均满足如式（２９）所
示的约束条件，狋＝１，２，…，犾．同理，｛狑犾－１，犫犾－１，ξ犾－１１，
ξ犾－１２，…，ξ犾－１犖｝对｛（狓狋犻，狔犻）｝狋＝１，２，…，犾－１犻＝１，２，…，犖满足约束条件，
而对样本集｛（狓犾犻，狔犻）｝犖犻＝１不满足约束条件，因此下式
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成立：
１
２狑

Ｔ
犾－１犛ｔ狑犾－１＋犆∑

犖

犼＝１
ξ犾－１犼１２狑

Ｔ
犾犛ｔ狑犾＋犆∑

犖

犼＝１
ξ犾犼．

上式表明，随着抽取特征数量犾的递增，结构风
险也随之增加，边界鉴别向量狑犾包含的分类信息也
减少，算法逐渐收敛． 证毕．

定理３虽然给出了算法的收敛性结论，但不能
直接作为算法终止条件．定理４给出算法终止的
条件．

定理４．　对本文递归不相关特征抽取算法，设
每次使用的训练样本集为｛（狓犾犻，狔犻）｝犖犻＝１，其中，犾＝１，
２，…，犿为抽取特征的数量，有如下关系成立：

狓犾犻２＜狓犾－１犻 ２ （３１）
对ε＞０，必存在一个正整数犿使得下式成立：

ｍａｘ
犻
狓犿犻ε （３２）

证明．　根据式（２８）有下式成立：
狓犾－１犻 ２－狓犾犻２＝狑Ｔ犾－１狓犾－１（ ）犻 ２＞０，

即狓犾犻２＜狓犾－１犻 ２，可以看出狓犾犻随着犾的增大而
单调递减．

注意到狓犻＝狓１犻，根据ＳＳＶＭ算法可知

狑１＝犛－１
ｔ∑

犖

犼＝１
α犼狔犼狓犼．

由于犛－１
ｔ是常数矩阵，那么狑１∈犛＝狊狆犪狀｛狓１１，

狓１２，…，狓１犖｝．从式（２８）可知：
狓２犻＝犐－狑１狑Ｔ（ ）１狓犻，

很显然狓２犻∈犛，犻＝１，２，…，犖．同理可以证明狑２∈犛．
由于犛是有限维空间，一定存在一个正整数犿

使得下式成立：

狓犿犻２＝狓犻２－∑
犿－１

犼＝１
狑Ｔ犼狓（ ）犻２＝０．

显然，上式等价于式（３２）．很明显，式（３２）成立
时，根据本节的分析可知，算法是收敛的． 证毕．

本文提出３种算法终止条件：（１）确定抽取的
特征数量．该方法难以确定合适的特征数量；（２）根
据定理４，设定阈值ε＞０，当ｍａｘ

犻＝１，２，…，犖
狓～犾犻＜ε时算法

终止，其中，狓～犾犻为第犾－１次递归计算后求取的样本
残差；（３）基于分类精度不会随着统计不相关特征
增加而下降的原理［５］，首先设定分类精度变化阈值
θ狊狆犲，分类精度变换小于阈值θ狊狆犲时算法终止，避免了
抽取太多特征付出计算代价太大的问题．

５　非线性特征抽取算法
对大量的非线性模式数据，需要把上述线性特

征抽取算法推广到非线性特征抽取算法．本文首先通
过核方法把上面线性ＳＳＶＭ推广到非线性ＳＳＶＭ，
然后基于非线性ＳＳＶＭ递归抽取特征．首先把上面
训练样本｛（狓犻，狔犻）｝犖犻＝１映射到Ｈｉｌｂｅｒｔ空间｛（（狓犻），
狔犻）｝犖犻＝１，其中（·）：犚犱→犎为高维非线性映射，犎
空间表示Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，满足关系（狓犻）Ｔ（狓犼）＝
犓犎（狓犻，狓犼），犓犎（狓犻，狓犼）为满足Ｍｅｒｃｅｒ条件的核函
数．在Η空间内散度函数定义为

犛ｔ＝１犖∑
犖

犻＝１
（（狓犻）－犿）（（狓犻）－犿）Ｔ，

其中，犿＝１犖∑
犖

犼＝１
狓（）犼是总体样本的均值．

在犎空间内，ＳＳＶＭ的优化问题具有如下形
式，即

Ｐ６：ｍｉｎ狑犻，犫犻，ξ犼

１
２狑

Ｔ犛ｔ狑＋犆∑
犖

犼＝１
ξ犼，狑Ｔ犛ｔ狑＞０

ｓ．ｔ．狔犼（狑
Ｔ（狓犼）＋犫）１－ξ犼

ξ犼０，犼＝１，２，…，烅烄烆 犖
（３３）

众所周知，Η空间的维数很高，犛ｔ几乎总是奇异
的，不能满足条件狑Ｔ犻犛ｔ狑犻＞０，因此无法由优化问题
Ｐ６直接求取狑的最优解．由于犛ｔ是犎空间中的有
界、正定紧的自伴算子，根据ＨｉｌｂｅｒｔＳｃｈｍｉｄｔ定
理［１７］，犛ｔ的特征向量组成犎空间的正交基．令犇、
犇⊥分别为犛ｔ非零、零特征值对应特征向量张成的
互补空间，那么Η空间的向量狑可以表示为

狑＝狌＋狏，狌∈犇，狏∈犇⊥ （３４）
类似定理２，可以证明，线性ＳＳＶＭ优化问题

Ｐ６可以转化为空间犇的等价优化问题．设犛ｔ的非零
特征向量的数目为犓，且犓犖－１，那么犇的维数
也为犓．根据函数分析理论，犇与欧氏空间犚犓同
构，存在同构映射

狌犻＝犘狇犻，狇犻∈犚犖－１ （３５）
其中，变换矩阵犘的列向量由犛ｔ的非零特征向量组
成．优化问题Ｐ６转化到犚犓等价优化问题Ｐ７，即

Ｐ７：ｍｉｎ狑，犫，ξ犼

１
２狇

Ｔ犛

）

ｔ狇＋犆∑
犖

犼＝１
ξ犼，狇Ｔ犛

）

ｔ狇＞０，狇∈犚犓

ｓ．ｔ．狔犼狇
Ｔ狕犼＋（ ）犫１－ξ犼

ξ犼０，犼＝１，２，…，烅烄烆 犖
（３６）

这里，犛

）

ｔ＝犘Ｔ犛ｔ犘；狕犼＝犘Ｔ狓（）犼是通过ＫＰＣＡ变换
矩阵把狓（）犼投影到犚犓，有关ＫＰＣＡ的详细介绍可
参考文献［１８］．这样对非线性ＳＳＶＭ优化问题Ｐ６的
求解问题可转化为如式（３６）所示犚犓中优化问题Ｐ７
进行求解．由于犛

）

ｔ非奇异，最优分类超平面法向量为

８４４ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１１年



狇＝∑
犖

犼＝１
α犼狔犼犛　

）

－１
ｔ犘Ｔ狓（）犼．

非线性特征抽取方法为，首先把样本｛（狓犼，
狔犼）｝犖犼＝１映射到高维特征空间｛（（狓犼），狔犼）｝犖犼＝１；然后
通过ＫＰＣＡ非零特征向量组成的变换矩阵犘把
Η空间样本投影到犓维特征空间｛（狕犼＝犘Ｔ（狓犼），
狔犼）｝犖犼＝１．类似４．１节，在犓维特征空间中通过优化
问题Ｐ７递归求取统计不相关边界鉴别向量狇犻，
犻＝１，２，…，犔．算法终止条件可与４．２节提出的方法
类似．

根据以上分析，可以通过核方法把线性特征抽
取算法推广到非线性特征抽取问题．

６　仿真实验
为说明本文算法的有效性，首先以ＵＣＩ中Ｈｅａｒｔ

ｄｉｓｅａｓｅ和Ｂｒｅａｓｔｃａｎｃｅｒ数据集为例，研究算法抽取
特征数量与分类精度之间关系．Ｈｅａｒｔｄｉｓｅａｓｅ数据
集包含２７０个样本，每个样本有１３个属性；Ｂｒｅａｓｔ
ｃａｎｃｅｒ数据集包括２７７个样本，每个样本有９个属
性．由于ＳＶＭ与递归支持向量集维数约简算法
（ＲＳＶＭ）在文献［５］做了详细的比较，因此，本文算
法只与ＲＳＶＭ进行比较，在低维特征空间中使用最
近邻分类器对测试样本分类．本文ＳＳＶＭ算法使用
高斯核函数，使用５ｆｏｌｄ交叉校验方法确定模型参
数σ和犆．在仿真实验中，从所有的数据集随机选取
５０％作为训练样本，其余作为测试样本，此过程重复
１０次，计算分类精度的平均值作为最终分类精度．
仿真程序在ｍａｔｌａｂ７．０环境下运行，并使用其自带
的优化工具包，仿真结果如图２、图３所示．从图中
可以看出，（１）ＲＳＶＭ分类精度随着抽取特征数量
的增加会出现下降的现象，给确定最佳特征数量带
来了困难．本文算法分类精度在开始时会随着抽取
特征数量递增快速增加，当达到或接近最佳特征数
时分类精度增加得非常缓慢，甚至是不变，从而说明
本文提出的判断算法终止条件的合理性；（２）本文
算法优于ＲＳＳＶＭ算法．

为进一步说明算法的有效性，本文算法与
ＫＦＤＡ［２］、ＫＲＤＡ［１９］、ＳＶＭ和ＲＳＳＶＭ算法对比．实
验选用ＵＣＩ数据集Ｂｒｅａｓｔｃａｎｃｅｒ、Ｈｅａｒｔｄｉｓｅａｓｅ、
Ｓｏｎａｒ、Ｃａｎｃｅｒ、Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ、Ｗａｓｔｅｐｌａｎｔ和Ｗａｖｅ
ｆｏｒｍ以及ＸＭ２ＶＴＳ人脸数据库进行镜片检测［１９］．
Ｗａｓｔｅｐｌａｎｔ数据集有１３个类别．为简便起见，将其
合并成正常情况和非正常情况两类，正常情况有

图２　Ｈｅａｒｔｄｉｓｅａｓｅ抽取特征数量与分类精度

图３　Ｂｒｅａｓｔｃａｎｃｅｒ抽取特征数量与分类精度

３３２个样本，非正常情况包括性能超过平均值的正
常情况、低输入的正常情况、二沉池故、暴雨以及固
体溶度过负荷，分别对应的样本数量为１１６、６５、７、
３、４．ＵＣＩ数据集统计特性如表１所示．ＸＭ２ＶＴＳ
数据库共有２３６０幅图像，其中１５１８幅人脸图像有
镜片，８４２幅无镜片．人脸图像的分辨率７２０×５７６，
每个图像被旋转和缩放，使得所有眼睛中心放置在
特定像素上，然后修剪为８５×１５６，通过直方图均衡
化技术把图像强度规格化到均值为０、方差为１，部分
图像如图４所示．实验中，如果某个人出现在训练样
本集中，则从测试数据中剔除此人图片．所有算法采
用高斯核函数，使用交叉验证法确定ＳＶＭ、ＲＳＳＶＭ
以及ＳＳＶＭ正则化参数σ和犆，ＫＲＤＡ与ＫＦＤＡ参
数确定方法参考文献［２０］．实验中，ＵＣＩ数据集所
有的数据属性被规格化为［－１，１］，在低维特征空间
中使用最近邻分类器估计精度．样本选取方法同上，
测试样本的平均精度如表２所示．

表１　数据集的统计
数据集 样本数 维数
Ｓｏｎａｒ ２０８ ６０

Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ ３５１ ３４
Ｗａｓｔｅｐｌａｎｔ ５２７ ３８
Ｃａｎｃｅｒ ６８３ １０
Ｗａｖｅｆｏｒｍ ３００ ４０
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图４　ＸＭ２ＶＴＳ数据库部分人脸图像
表２　分类器测试精度率比较

数据集 精度／％
ＳＶＭ ＲＳＶＭ ＫＦＤＡ ＫＲＤＡ 本文算法

Ｂｒｅａｓｔｃａｎｃｅｒ ７３．３±４．７ ７４．０±４．２ ７１．２±４．６ ７４．５±４．２ ７５．７±４．３
Ｈｅａｒｔｄｉｓｅａｓｅ ８２．８±３．３ ８３．２±３．４ ８２．５±３．４ ８３．３±３．１ ８６．５±３．２
Ｓｏｎａｒ ８３．５±４．４ ８４．９±６．１ ８３．３±４．３ ８３．５±４．２ ８５．９±４．３

Ｗａｓｔｅｐｌａｎｔ ７４．８±３．５ ７６．３±３．２ ７１．６±４．７ ７５．１±３．１ ７８．２±３．２
Ｃａｎｃｅｒ ９５．７±１．８ ９６．２±２．０ ９５．２±２．８ ９６．１±１．３ ９６．８±１．９
Ｗａｖｅｆｏｒｍ ７９．９±２．４ ８１．２±２．５ ７７．１±３．１ ９２．３±２．２ ８９．３±２．３
Ｉｏｎｏｓｐｈｅｒｅ ９２．７±２．４ ９３．３±２．３ ９２．７±４．５ ９４．４±２．１ ９５．２±２．６
ＸＭ２ＶＴＳ ９７．２±２．８ ９７．６±２．６ ９３．０±５．１ ９７．４±２．３ ９８．６±２．５

从表２可以看出，本文算法明显优于ＳＶＭ、
ＲＳＶＭ和ＫＦＤＡ算法，对绝大部分数据集优于
ＫＲＤＡ算法，只有个别数据集分类精度低于ＫＲＤＡ
算法．出现上述现象的原因是，一方面ＳＳＶＭ具有
类似ＭＣＳＶＭ的特点，因而具有更高的分类性能；
其次，本文算法抽取的特征之间不存在冗余信息，可
以有效提高分类样本精度．

７　结　语
本文提出了一种基于ＳＳＶＭ的递归统计不相

关特征抽取算法，基于核方法把线性特征抽取方法
推广到非线性特征抽取，通过ＰＣＡ／ＫＰＣＡ变换解
决了高维特征空间中因散度矩阵奇异性导致ＳＳＶＭ
优化问题无法求解的问题，证明了算法的收敛性以
及抽取的特征具有统计不相关性，给出了算法终止
条件．文中还给出了递归非线性特征抽取算法的实
现方法．本文给出的线性、非线性特征抽取方法能够
抽取不相关特征，有效地提高分类器的性能，克服了
现有算法存在的问题，具有重要的理论和应用价值．
需要指出的是，本文算法计算代价较大，如何使用现
有的快捷优化算法，提高算法的速度，对于算法的实
际应用具有重要的意义．
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