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摘　要　为了研究Ｐｉ演算模型的表达能力，作者用它来表达Ｐｅｔｒｉ网系统，证明了Ｐｅｔｒｉ网的某些子类，如自由选择
网等，可以直接用Ｐｉ演算表达．然而对于一般的Ｐｅｔｒｉ网，表达却遇到了困难．文中提出了一种对Ｐｉ演算的扩展，称
为Ｐｉ＋演算，在原有Ｐｉ演算的通信机制中增加了多原语同步通信机制．证明了所有一般Ｐｅｔｒｉ网系统均可以用Ｐｉ＋
演算表达．
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１　引　言
众所周知，Ｐｅｔｒｉ网［１３］和Ｐｉ演算（πｃａｌｃｕｌｕｓ）［４５］

是两个很好的描写并行系统的形式化模型．随着面
向服务的计算（ＳＯＣ，ＳＯＡ）和业务流程管理（ＢＰＭ）
技术的发展和广泛应用以及对软件可信性要求的提
高，不少学者用它们作为服务组合和业务流程技术
的理论基础［６１１］．但是究竟哪个模型更合适、更好，
存在着很大的争论［１２１３］．比较多的学者认为这两个

模型各有所长各有所短，各有各的适用领域．这就引
起学术界对它们表达能力（ｅｘｐｒｅｓｓｉｖｅｎｅｓｓ）的探讨
和研究，因为只有研究清楚了模型的表达能力，才能
更准确地确定它们的适用范围．

本文用对Ｐｅｔｒｉ网系统的表达来研究Ｐｉ演算模
型的表达能力．首先严格定义了“表达”，并证明了
Ｐｅｔｒｉ网的某些子类，如自由选择网等，可以直接用
Ｐｉ演算表达．ｖａｎｄｅｒＡａｌｓｔＷｉｌ曾向力主使用Ｐｉ演
算的学者提出了７个挑战［１３］，其中第４个挑战就是
具体给出了一个例子，问它是否能用Ｐｉ演算方便地



表达．显然，挑战并不成功，因为这个例子属自由选
择网系统，根据本文的证明，可以很容易地用Ｐｉ演
算将其直接表达出来．本文提出了另一个例子，是一
个非自由选择网系统，用它解释了一般的Ｐｅｔｒｉ网
系统在Ｐｉ演算中表达的困难．

接着提出了一种对Ｐｉ演算的扩展，称为Ｐｉ＋演
算，在原有Ｐｉ演算的通信机制中增加了多原语同步
通信机制．本文对Ｐｉ＋演算的进程表达式形成规则、
结构等价规则、归约规则以及强表达等给了严格的
定义，并且证明了一般Ｐｅｔｒｉ网系统能在Ｐｉ＋演算中
强表达．指出Ｐｉ＋演算的不同表示还能描述Ｐｅｔｒｉ网
系统更加细致的动态语义．

２　犘犲狋狉犻网的某些子类可以用
犘犻演算直接表达

　　首先对“表达”给以严格的定义．设有Ｐｅｔｒｉ网
系统犖＝（犘，犜，犉，犿０），用犕＝｛犿｜犿：犘→!

｝表示
其所有标识组成的集合，其中

!＝｛０，１，２，…｝是自
然数集合．为讨论方便，在本节中假定Ｐｅｔｒｉ网中位
置的容量不受限制，弧的权值均等于１．

定义１（表达）．　我们说Ｐｅｔｒｉ网系统犖能被
Ｐｉ演算表达，是指在Ｐｉ演算的表达式集合犈中能
定义一个关于归约封闭的子集犛犈犈，称为状态表
达式集合，并且能定义一个犛犈的结构等价类犛犈≡

到犕上的映射φ：犛犈≡→犕，使得下述两个条件成
立（注：能定义一个犛犈的结构等价类犛犈≡到犕上
的映射φ：犛犈≡→犕，也可以等同地说成是定义一个
犛犈到犕上的映射φ：犛犈→犕，使得如果狊结构等价
于狊′∈犛犈，即狊≡狊′，则φ（狊）＝φ（狊′））：

（１）如果在Ｐｉ演算中有状态表达式狊，狊′∈犛犈，
使得狊→狊′，则或者φ（狊）＝φ（狊′），或者令φ（狊）＝犿，
φ（狊′）＝犿′，在Ｐｅｔｒｉ网系统犖中有转移狋使得
犿［狋〉犿′．

（２）对于Ｐｉ演算中任何状态表达式狊∈犛犈，令
φ（狊）＝犿，如果有狋∈犘·使犿［狋〉犿′成立，则在Ｐｉ演
算中有状态表达式序列狊＝狊１，…，狊犽∈犛犈，使演算的
归约式狊１→…→狊犽－１→狊犽成立，且φ（狊１）＝…＝
φ（狊犽－１）＝犿，φ（狊犽）＝犿′．

定义２（Ｐｉ演算状态表达式）．　我们在Ｐｉ演算
中为Ｐｅｔｒｉ网系统犖中每个位置和每个转移分别定
义一系列带状态的位置表达式和带状态的转移表达
式．对每个位置取一个带状态的位置表达式，对每个
转移取一个带状态的转移表达式，然后把这些表达
式用并行算子“｜”连起来所构成的表达式称为状态

表达式．犛犈定义为所有状态表达式的集合的结构
等价关系闭包，显然它是Ｐｉ演算的表达式集合犈的
子集：犛犈犈，而且从下述具体定义可知犛犈关于归
约是封闭的．

具体说，我们为犖中每个位置犘犻定义分别带状
态０，１，２，…的位置表达式如下：

（犘犻，０）＝！犳犻·犵－犻·０，
（犘犻，１）＝！犳犻·犵－犻·０｜犵－犻·０，
（犘犻，２）＝！犳犻·犵－犻·０｜犵－犻·０｜犵－犻·０，
（犘犻，３）＝！犳犻·犵－犻·０｜犵－犻·０｜犵－犻·０｜犵－犻·０，
　…
也就是说，位置表达式的状态等于表达式中含

有的以犵－犻为第一前缀的子表达式的个数．
显然，根据Ｐｉ演算的归约规则，有下述归约式

成立（犽＝０，１，２，…）：
（犘犻，犽）犳－→犻 （犘犻，犽＋１），
（犘犻，犽＋１）犵→犻 （犘犻，犽）．

我们为犖中每个转移狋定义带状态的转移表
达式如下．假定·狋＝｛犘犻１，犘犻２，…，犘犻狊｝，狋·＝｛犘犼１，
犘犼２，…，犘犼狉｝，

犜＝ｄｅｆ犵犻１·…·犵犻狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜；
（狋，｛｝）＝犜＝犵犻１·…·犵犻狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜，
（狋，｛犵犻１｝）＝犵犻２·…·犵犻狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜，
（狋，｛犵犼１，犵犻２｝）＝犵犼３·…·犵犼狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜，
　…
（狋，｛犵犻１，…，犵犻狊－１｝）＝犵犻狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜，
（狋，｛犳－犼１，…，犳－犼狉｝）＝犳－犼１·…·犳－犼狉·犜，
（狋，｛犳－犼２，…，犳－犼狉｝）＝犳－犼２·…·犳－犼狉·犜，
　…
（狋，｛犳－犼狉｝）＝犳－犼狉·犜．
从上述定义可知，转移表达式的状态是个集合，

它可以是空集，也可以含有若干犵犻或若干犳－犼．如果
转移表达式以犵犼为前缀，则转移表达式的状态是已
经执行过的犵犼的集合．如果转移表达式以犳－犼为前
缀，则状态是尚未执行的犳－犼的集合．

显然，根据Ｐｉ演算的归约规则，有下述归约式
成立：
（狋，｛｝）犵

－
犻→１（狋，｛犵犻１｝）犵

－
犻→２（狋，｛犵犻１，犵犻２｝）…

犵－犻狊→－１（狋，｛犵犻１，…，犵犻狊－１｝）犵
－

→犻狊（狋，｛犳－犼１，…，犳－犼狉｝）
犳犼→１（狋，｛犳－犼２…，犳－犼狉｝）…犳犼狉→－１（狋，｛犳－犼狉｝）犳犼→狉（狋，｛｝）．
我们把从（狋，｛犵犻１，…，犵犻狊－１｝）＝犵犻狊·犳－犼１·…·
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犳－犼狉·犜到（狋，｛犳－犼１，…，犳－犼狉｝）＝犳－犼１·…·犳－犼狉·犜的归约，
即转移表达式中的最后一个犵犻狊的归约，称为狋的激
发归约．

在上述定义和后面的论述中，用到进程名的定
义以及递归定义（如犜，可以在表达式中出现）．虽然
这些机制没有在Ｐｉ演算的原本定义中出现，但是已
经证明，它们完全可以运用Ｐｉ演算的重复算子等表
达［５］．注意文中引入的（犘，犽），（狋，犺）只是为了论证
而引入的代表某类表达式的记号，并不是新定义的
带参数的进程名，归约时它们并不在表达式中出现．

定义３（映射φ）．　犛犈到犕上的映射φ定义如
下．假设Ｐｅｔｒｉ网系统犖中有犿个位置和狀个转移，
是任意状态表达式，按照定义２，狊可以表达为狊＝
（犘１，犽１）｜…｜（犘犿，犽犿）｜（狋１，犺１）｜…｜（狋狀，犺狀），其中犽犻
是相应位置表达式的状态（犻＝１，２，…，犿），是非负
整数；犺犼是相应转移表达式的状态（犼＝１，２，…，狀），
是个集合．
犿＝φ（狊）定义为

犿（犘犻）＝犽犻＋∑
狀

犼＝１
犆（犵犻，犺犼）＋∑

狀

犼＝１
犆（犳－犻，犺犼），

犻＝１，２，…，犿，
其中犆（犵犻，犺犼），犆（犳－犻，犺犼）分别表示犵犻和犳－犻在犺犼中出
现的次数（０或１）．

假设有一个标识犿，我们可以构造一个状态表
达式狊＝（犘１，犿（犘１））｜…｜（犘犿，犿（犘１））｜（狋１，｛｝）｜…｜
（狋狀，｛｝），即所有的位置表达式的状态就等于标识犿
中相应位置的ｔｏｋｅｎ数，而所有的转移表达式的状
态都是空集，我们称它为标准状态表达式．显然有
φ（狊）＝犿，可见φ是犛犈到犕上的映射（也称满射）．
另外从Ｐｉ演算的结构等价规则不难验证此映射φ
满足条件：如果狊≡狊′∈犛犈，则φ（狊）＝φ（狊′）．

例如，设有Ｐｅｔｒｉ网系统如图１．

图１　例子

犿＝（１，１，０），犿′＝（０，０，１），犿［狋〉犿′，
（犘犻，０）＝！犳犻·犵－犻·０，犻＝１，２，３，
（犘犻，１）＝！犳犻·犵－犻·０｜犵－犻·０，犻＝１，２，３，
犜＝ｄｅｆ犵１·犵２·犳－３·犜，
（狋，｛｝）＝犜＝犵１·犵２·犳－３·犜，
（狋，｛犵１｝）＝犵２·犳－３·犜，

（狋，｛犳－３｝）＝犳－３·犜，
狊１＝（犘１，１）｜（犘２，１）｜（犘３，０）｜（狋，｛｝），是标准状

态表达式，
狊２＝（犘１，０）｜（犘２，１）｜（犘３，０）｜（狋，｛犵１｝），
狊３＝（犘１，０）｜（犘２，０）｜（犘３，０）｜（狋，｛犳－３｝），
狊４＝（犘１，０）｜（犘２，０）｜（犘３，１）｜（狋，｛｝），是标准状

态表达式，
狊１→狊２→狊３→狊４，
φ（狊１）＝φ（狊２）＝犿，狊２→狊３是狋的激发归约，
φ（狊３）＝φ（狊４）＝犿′．
引理１（映射φ满足条件１）．　如果在Ｐｉ演算

中有状态表达式狊，狊′∈犛犈，使得狊→狊′，令φ（狊）＝犿，
φ（狊′）＝犿′，则或者犿＝犿′，或者在Ｐｅｔｒｉ网系统犖
中有转移狋使得犿［狋〉犿′．

证明．　假定在Ｐｉ演算中有状态表达式狊，狊′∈
犛犈，使得归约式狊→狊′成立，且令φ（狊）＝犿，φ（狊′）＝
犿′．由上面的定义和分析可知，狊到狊′的归约只能是
某转移表达式的前缀犳同某位置表达式的前缀犳－
的通信，或者是某位置表达式的前缀犵－同某转移表
达式的前缀犵的通信．

如果是前者．假定此转移表达式是（狋，｛犳－犼狊，
犳－犼狊＋１，…，犳－犼狉｝）＝犳－犼狊·犳－犼狊＋１·…·犳－犼狉·犜，犳－犼狊在其状
态中出现，位置表达式是（犘犼狊，犽）．归约后转移表达
式成为（狋，｛犳－犼狊＋１，…，犳－犼狉｝），犳－犼狊从其状态中删掉，位
置表达式是（犘犼狊，犽＋１），其状态加１．所以按照φ的
定义：

犿（犘犼狊）＝犽犼狊＋∑
狀

犼＝１
犆（犵犼狊犻，犺犼）＋∑

狀

犼＝１
犆（犳－犼狊，犺犼）．

归约后第１项加１，第２项不变和第３项减１，
归约前后犿（犘犼狊）的总值保持不变，于是有φ（狊）＝
φ（狊′）．

如果是后一种情况．假定此时转移表达式具有
形式：（狋，｛犵１，…，犵犻－１｝）＝犵犻·…·犵狊·犳－犼１·…·
犳－犼狉·犜，其中１犻狊．当犻＝１时状态为空集，即它是
（狋，｛｝）．

我们来考察它的第一个前缀犵犻，肯定与它对应
的位置表达式的状态犽犻＞０：

（犘犻，犽犻）＝！犳犻·犵－犻·０｜犵－犻·０｜…｜犵－犻·０．
对于犻≠狊的情况，归约后对应的位置表达式的

状态犽犻减１，而犵犻却在转移表达式的状态中新增出
现，具有形式：
（狋，｛犵１，…，犵犻｝）＝犵犻＋１·…·犵狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜．
所以按照φ的定义，归约后犿（犘犻）的第１项减

５９１２期 郝克刚等：Ｐｉ＋演算及其对Ｐｅｔｒｉ网的表达



１，第２项加１和第３项不变，犿（犘犻）的总值保持不
变，于是有φ（狊）＝φ（狊′）．

对于犻＝狊的情况，转移表达式具有形式：
（狋，｛犵１，…，犵狊－１｝）＝犵狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜．
归约后对应的位置表达式的状态犽狊减１，而且

犵１，…，犵狊－１都不在转移表达式的状态中出现，具有
形式：
　（狋，｛犳－犼狊，犳－犼狊＋１，…，犳－犼狉｝）＝犳－犼狊·犳－犼狊＋１·…·犳－犼狉·犜．

也就是说，在φ（狊′）＝犿中对于所有的犘犻∈·狋，
按φ（狊′）的定义犿（犘犻）减１，而对于所有的犘犼∈狋·，
按φ（狊′）的定义犿（犘犼）加１．根据Ｐｅｔｒｉ网的定义
φ（狊′）＝犿′正是狋激发后的标识，也就是犿［狋〉犿′．

证毕．
定义４（Ｐｅｔｒｉ网的若干子类）．　Ｐｅｔｒｉ网的若干

类型的子类定义如下：
（１）一个Ｐｅｔｒｉ网犖＝（犘，犜，犉）称为是犛网（也

称状态机网ｓｔａｔｅｍａｃｈｉｎｅ），如果对于所有的狋∈犜，
有｜·狋｜＝｜狋·｜＝１成立．

（２）一个Ｐｅｔｒｉ网犖＝（犘，犜，犉）称为是无同步
网，如果对于所有的狋∈犜，有｜·狋｜＝１成立．显然，
犛网是无同步网．

（３）一个Ｐｅｔｒｉ网犖＝（犘，犜，犉）称为是犜网，如
果对于所有的狆∈犘，有｜·狆｜１而且｜狆·｜１成立．

（４）一个Ｐｅｔｒｉ网犖＝（犘，犜，犉）称为是无竞争
网，如果对于所有的狆∈犘，有｜狆·｜１成立．显然，
犜网是无竞争网．

（５）一个Ｐｅｔｒｉ网犖＝（犘，犜，犉）称为是自由选
择网（ｆｒｅｅｃｈｏｉｃｅｎｅｔ），如果对于所有不同的狆１，狆２∈
犘，当狆·１∩狆·２≠Λ时，有｜狆·１｜＝｜狆·２｜＝１成立．显然，
无同步网和无竞争网都是自由选择网．自由选择网
允许有竞争和同步，但是不允许连在一起出现．自由
选择网还有多种形式的等价定义．例如：

①一个Ｐｅｔｒｉ网犖＝（犘，犜，犉）称为是自由选择
网，如果对于所有的狋∈犜，当｜·狋｜＞１时，对于所有
的狆∈·狋，有｜狆·｜＝１成立．

②一个Ｐｅｔｒｉ网犖＝（犘，犜，犉）称为是自由选择
网，如果对于所有的狆∈犘，｜狆·｜１∨对于所有的
狋∈狆·，有｜·狋｜＝１成立．也就是说在自由选择网中，
每个弧或者是从某位置唯一引出的弧，或者是唯一
引入某转移的弧．

引理２．　对于自由选择网，映射φ满足条件２．
证明．　即要证明限制在自由选择网的条件下，

对于Ｐｉ演算中任何状态表达式狊∈犛犈，如果有

狋∈犘·且φ（狊）［狋〉，则在Ｐｉ演算中有状态表达式序列
狊＝狊１，…，狊犽∈犛犈，使狊１→…→狊犽－１→狊犽，φ（狊）＝
φ（狊１）＝…＝φ（狊犽－１）和φ（狊）［狋〉φ（狊犽）成立．

在自由选择网的条件下，仅有两种情况（如
图２）：｜狆·｜１，或者对于所有的狋∈狆·有｜·狋｜＝１．

图２　自由选择网的两种情况

第１种情况，如果有｜狆·｜１．因为有狋∈犘·

且φ（狊）［狋〉，则｜狆·｜＝１，即狆·＝｛狋｝．由于｜·狋｜１，设
狆∈·狋＝｛狆１，狆２，…，狆狊｝，狊１．根据自由选择网的特
性有｜狆·１｜＝｜狆·２｜＝…＝｜狆·狊｜＝１，即狆·１＝狆·２＝…＝
狆·狊＝｛狋｝．我们来考察狊中与转移狋相应的状态表
达式．

如果它的状态含有若干犳－，不失一般可以假定
它是

（狋，｛犳－犼１，…，犳－犼狉｝）＝犳－犼１·…·犳－犼狉·犜．
　　于是从狊出发经过它同与位置狆犼１，…，狆犼狉相应
的状态表达式的通信，最后归约为（狋，｛｝），而且在归
约中φ（狊）保持不变．所以我们说，狊本身或经过若干
次的保持φ（狊）不变的归约，可以使其中与转移狋相
应的状态表达式的状态或者为空集，或者只含有若
干犵．不失一般性，可以假定它是下式中之一．

（狋，｛｝）＝犵１·…·犵狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜，
（狋，｛犵１｝）＝犵２·…·犵狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜，
（狋，｛犵１，犵２｝）＝犵３·…·犵狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜，
　…
（狋，｛犵１，…，犵狊－１｝）＝犵狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜．
或者假定它具有形式：（狋，｛犵１，…，犵犻－１｝）＝

犵犻·…·犵狊·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜，其中１犻狊，当犻＝１时
状态为空集，即它是（狋，｛｝）．我们来考察它的第一个
前缀犵犻，与它对应的位置是狆犻．假设此时φ（狊）＝犿，
由于犿［狋〉，有犿（狆犻）１．根据φ的定义犿（狆犻）由三
项的和组成，即

犿（犘犻）＝犽犻＋∑
狀

犼＝１
犆（犵犻，犺犼）＋∑

狀

犼＝１
犆（犳－犻，犺犼）１．

　　由于犵犻｛犵１，…，犵犻－１｝，即犵犻不在（狋，｛犵１，…，
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犵犻－１｝）的状态中出现以及狆·犻＝｛狋｝，犵犻不可能在狋以
外的任何转移表达式的状态中出现（注：对于非自由
选择网这个论断不一定成立），所以可知上式第２项

∑
狀

犼＝１
犆（犵犻，犺犼）＝０．如果有某狋犼，在其状态中含有犳－犻，显

然可以进行保持φ（狊）不变的归约使犆（犳－犻，犺犼）＝０．
于是如果需要可以进行若干次保持φ（狊）不变的归
约使第３项∑

狀

犼＝１
犆（犳－犻，犺犼）＝０．综上所述，如果与犘犻

相应的位置表达式的状态犽犻＝０，则可以进行若干次
保持φ（狊）不变的归约使犽犻１．

当与犘犻相应的位置表达式的状态犽犻１时，按
照定义位置表达式中就有形如犵－犻·０的并行子表达
式可以同与转移狋相应的状态表达式进行归约．归
约后转移表达式的第一个前缀成为犵犻＋１．同理可以
依次归约，直至表达式的第一个前缀成为犵狊，而且
这些归约都保持φ（狊）不变．但是接下来的对于前缀
犵狊的归约则是激发归约，归约后的状态表达式狊′正
好满足φ（狊）［狋〉φ（狊′）．

第２种情况，假定狆·＝｛狋＝狋１，狋２，…，狋狊｝，则
｜·狋｜＝｜·狋１｜＝…＝｜·狋狊｜＝１．我们知道与这些转移狋犻相
应的状态表达式的状态或者为空集，或者只含有若
干犵，或者只含有若干犳－．对于只含有若干犳－的情
况，我们已经在前面证明过状态表达式狊可以经过
若干次的保持φ（狊）不变的归约，使其中与转移狋相
应的状态表达式的状态成为空集．又由于｜·狋犻｜＝１，狋犻
相应的状态表达式的前缀中最多只能有一个犵，所
以状态只能是空集（注：对于非自由选择网这个论断
不一定成立），因而转移狋犻相应的状态表达式只能具
有形式

（狋，｛｝）＝犵·犳－犼１·…·犳－犼狉·犜．
我们考虑位置狆对应的状态表达式．假设此时

φ（狊）＝犿，由于犿［狋〉，有犿（狆）１．根据φ的定义，

犿（犘）＝犽＋∑
狀

犼＝１
犆（犵，犺犼）＋∑

狀

犼＝１
犆（犳－，犺犼）１．

　　由于转移狋相应的状态表达式的状态是空集，
因而第２项∑

狀

犼＝１
犆（犵，犺犼）＝０．又由于前面已经证明，

如果需要可以进行若干次保持φ（狊）不变的归约使
第３项∑

狀

犼＝１
犆（犳－犻，犺犼）＝０．也就是说，如果需要可以进

行若干次保持φ（狊）不变的归约使犽１，于是位置表
达式中就有形如犵－犻·０的并行子表达式能同转移狋
相应的状态表达式进行激发归约，从而归约后的状
态表达式狊′满足φ（狊）［狋〉φ（狊′）． 证毕．

定理１．　自由选择网系统可以用Ｐｉ演算表达．
证明．　设有一任意自由选择网系统犖＝

（犘，犜，犉，犿０）．按照定义２，在Ｐｉ演算中定义关于归
约封闭的状态表达式集合犛犈犈．再按照定义３定
义一个犛犈到犕上的映射φ：犛犈→犕．由引理１可
知φ满足条件１．再根据引理２，对于自由选择网，映
射φ满足条件２．从而根据定义１可知犖可在Ｐｉ演
算中表达． 证毕．

由于犛网是无同步网的子类，犜网是无竞争网
的子类，而无同步网和无竞争网都是自由选择网的
子类，所以由定理１可以推出下述定理．

定理２．　犛网、无同步网、犜网和无竞争网系
统都可以用Ｐｉ演算表达．

在以上讨论中都限定Ｐｅｔｒｉ网中弧的权值等于１．
当弧的权值允许大于１时，有下述定理，证明从略．

定理３．　当允许弧的权值大于１时，犜网和无
竞争网系统可以用Ｐｉ演算表达．

３　用犘犻演算直接表达犘犲狋狉犻网子类的
应用例子
ｖａｎｄｅｒＡａｌｓｔＷｉｌ向力主使用Ｐｉ演算的学者

提出了７个挑战［１３］，其中第４个挑战就是问对于
图３具体给出的例子，是否能方便地用Ｐｉ演算表达．

图３　第４个挑战
根据Ｐｅｔｒｉ网的定义，图３是一个犜网系统，因

此由定理２可知，它能方便地直接用Ｐｉ演算表达．
与图中的每一位置犘犻对应的位置状态表达式可以
表示为

（犘１，１）＝！犳１·犵－１·０｜犵－１·０，
（犘犻，０）＝！犳犻·犵－犻·０，犻＝２，…，１１．

这里犳犻，犵犻是Ｐｉ演算中的通信通道名，分别表示相
应位置的输入边和输出边．与图中的转移犪，…，犺对
应的转移状态表达式分别表达如下：

（犃，｛｝）＝犜犃＝ｄｅｆ犵１·犳－２·犳－３·犜犃，
（犅，｛｝）＝犜犅＝ｄｅｆ犵２·犳－４·犜犅，
（犆，｛｝）＝犜犆＝ｄｅｆ犵３·犳－６·犳－７·犜犆，
（犇，｛｝）＝犜犇＝ｄｅｆ犵７·犳－９·犜犇，
（犈，｛｝）＝犜犈＝ｄｅｆ犵３·犳－５·犜犈，

７９１２期 郝克刚等：Ｐｉ＋演算及其对Ｐｅｔｒｉ网的表达



（犉，｛｝）＝犜犉＝ｄｅｆ犵５·犵６·犳－８·犜犉，
（犌，｛｝）＝犜犌＝ｄｅｆ犵８·犳－１０·犜犌，
（犎，｛｝）＝犜犎＝ｄｅｆ犵９·犵１０·犳－１１·犜犎．

于是整个Ｐｅｔｒｉ网系统可以表达为进程表达式
（犘１，１）｜（犘２，０）｜…｜（犘１１，０）｜（犃，｛｝）｜…｜（犎，｛｝）．
按照上述定义根据Ｐｉ演算归约规则不难看出，Ｐｅｔｒｉ
网中转移的每一次激发，从前趋位置中取ｔｏｋｅｎ，向
后连位置中送ｔｏｋｅｎ，都可以看作是Ｐｉ演算中相对
于转移的进程同相对于前趋位置以及后连位置的进
程间的若干次通信归约．

显然，Ａａｌｓｔ的挑战用图３作为例子并不成功．
因为这个例子是个犜网系统（属于自由选择网系
统），根据上面所述的定理，用Ｐｉ演算可以很容易地
将其直接表达出来．要想选个很难用Ｐｉ演算表达的
例子至少必须是个非自由选择网系统．例如下节
图４所示的例子，就很难用Ｐｉ演算表达．不过后面
将证明，只要将Ｐｉ演算加以扩充就能表达．

图４　一个非自由选择网

４　用犘犻演算表达一般的犘犲狋狉犻网时
遇到的困难
下面我们来解释，为什么对于一般的Ｐｅｔｒｉ网，

不能用上述方法在Ｐｉ演算中表达．例如这样一个实
际例子：有两个不同的任务，可以分别由两个单位单
独处理完成，也可以由第三单位将其合起来同时处
理完成．此例可以表达为一个Ｐｅｔｒｉ网系统（非自由
选择网），如图４，其中犿０（犘１）＝１，犿０（犘２）＝１，
犿０（犘３）＝犿０（犘４）＝犿０（犘５）＝０．相应的Ｐｉ演算进
程犘可表示如下：
犘＝（犘１，１）｜（犘２，１）｜（犘３，０）｜（犘４，０）｜（犘５，０）｜

（犜１，｛｝）｜（犜２，｛｝）｜（犜３，｛｝），
（犘１，１）＝！犳１·犵－１·０｜犵－１·０，
（犘２，１）＝！犳２·犵－２·０｜犵－２·０，
（犘３，０）＝！犳３·犵－３·０，
（犘４，０）＝！犳４·犵－４·０，
（犘５，０）＝！犳５·犵－５·０，

（犜１，｛｝）＝犜１＝ｄｅｆ犵１·犳－３·犜１，
（犜２，｛｝）＝犜２＝ｄｅｆ犵１·犵２·犳－４·犜２，
（犜３，｛｝）＝犜３＝ｄｅｆ犵２·犳－５·犜３．
知犿０＝（１１０００）．设犿１＝（０１１００），
狊１＝（犘１，１）｜（犘２，１）｜（犘３，０）｜（犘４，０）｜（犘５，０）｜

（犜１，｛｝）｜（犜２，｛｝）｜（犜３，｛｝）．根据φ的定义和Ｐｉ演
算的归约规则，显然有可能（犘１，１）中的犵－１同
（犜１，｛｝）中的犵１通信：狊１→狊２→狊３，而且φ（狊１）＝犿０，
φ（狊２）＝φ（狊３）＝犿１，犿０［犜１〉犿１，其中狊２＝（犘１，０）｜
（犘２，１）｜（犘３，０）｜（犘４，０）｜（犘５，０）｜（犜１，｛犳－３｝）｜
（犜２，｛｝）｜（犜３，｛｝），狊３＝（犘１，０）｜（犘２，１）｜（犘３，１）｜
（犘４，０）｜（犘５，０）｜（犜１，｛｝）｜（犜２，｛｝）｜（犜３，｛｝）．

如果此时（犘２，１）中的犵－１同（犜２，｛｝）中的犵１通
信，有归约：狊３→狊４，而且φ（狊３）＝φ（狊４）＝犿１．其中
狊４＝（犘１，０）｜（犘２，０）｜（犘３，１）｜（犘４，０）｜（犘５，０）｜
（犜１，｛｝）｜（犜２，｛犵１｝）｜（犜３，｛｝），显然此时犿１［犜３〉，
但是狊４已经再无法归约，出现了阻塞，违背了表达的
条件２．直观地讲，问题出在Ｐｉ演算的通信是一个
一个串行执行的，而不是一次性同步执行．上例中
犜２不是一次性地从犘１与犘２同时取出ｔｏｋｅｎ，而是一
个一个地去取．犜２与犘２进行通信时，犜１已经与犘１进
行了通信，从而犜２已无法再与犘１进行通信，而且犜３
也已无法与犘２进行通信出现了阻塞．

为了表达一般的Ｐｅｔｒｉ网系统（包括位置的容
量受限制，弧的权值大于１的情形），本文在原有Ｐｉ
演算的通信机制中增加了多原语同步通信机制，提
出了一种对Ｐｉ演算的扩展，称为Ｐｉ＋演算．并且证
明了用Ｐｉ＋演算的归约可以较准确地表达一般Ｐｅｔｒｉ
网系统的动态行为，而且能更加细致地描述它丰富
的动态语义．

５　犘犻＋演算
Ｐｉ＋演算是在传统的Ｐｉ演算的基础上，增加多

原语同步通信机制（ｍｕｌｔｉｐｒｉｍｉｔｉｖｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚｅｄ
ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｍｅｃｈａｎｉｓｍ）．语法作如下改动．

定义５（Ｐｉ＋演算进程表达式）．　Ｐｉ＋演算的进
程表达式语法（用巴科斯范式ＢＮＦ表达）：

犘∷＝犕｜犘｜犘｜ν狕犘｜！犘，
犕∷＝０｜π·犘｜τ·犘｜犕＋犕，
π∷＝狓－〈狔〉｜狓（狕）｜ππ．

我们称狓－〈狔〉为发送原语（ｓｅｎｄｐｒｉｍｉｔｉｖｅ），
狓（狕）为接收原语（ｒｅｃｅｉｖｅｐｒｉｍｉｔｉｖｅ），狓是通道名，狔
是沿通道发送的数据，狕是接收变量．在π的语法表
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达式中，π的并置ππ称为同步组合，在结构等价的
意义上它满足结合率和交换率，所以实际上π是一
个由若干个发送原语和接收原语组成的同步通信原
语组合．在传统的Ｐｉ演算中，π仅仅是一个发送原
语或接收原语．π的归约仅相当于一对通信原语执
行的一次通信．而在我们增加了多原语同步通信机
制的Ｐｉ＋演算中，π是由一系列发送原语和接收原
语组成的同步通信原语组合．Ｐｉ＋演算中π的归约
相当于多个进程的前缀π中所含有的多个通信原语
成对地同步执行．另外，对狓－〈狔〉和狓（狕），在Ｐｉ演算
中规定，如果参数为空（不带参数的通信），可以省略
写为狓－和狓．在Ｐｉ＋演算中也做同样规定．

定义６（Ｐｉ＋演算结构等价规则）．　Ｐｉ＋演算的
结构等价规则和Ｐｉ演算基本相同，在其中增加：

（１）π１π２≡π２π１；
（２）（π１π２）π３≡π１（π２π３）；
（３）如果π１≡π２，则π１·犘≡π２·犘．
定义７（Ｐｉ＋演算前缀集合完全匹配）．　设!

是
由若干个前缀π组成的集合!＝｛π１，π２，…，π狀｝，我
们考虑其中所有π含的发送原语和接收原语，如果
满足下述条件则称

!

是完全匹配的（ｆｕｌｌｙｃｏｍｐｌｅ
ｍｅｎｔａｒｙ）．

（１）对何任通道狓，! 中以狓为通道的发送原语
的个数和以狓为通道的接收原语的个数相同；

（２）! 中所有通道名相同的发送和接收原语或
者都带参数，或者都不带参数；

（３）! 中所有通道名相同的带参数的发送原语，
其发送的数据必须相同；

（４）在!

的任何π犻中，如果π犻中带参数的接收原
语有多个，则其接收变量不得相同．

定义８（Ｐｉ＋演算归约规则）．　Ｐｉ＋演算归约规
则以Ｐｉ演算的归约规则为基础，把Ｐｉ演算中的
Ｒｒｅａｃｔ：
（狓（狔）·犘＋犕狘狓－〈狕〉·犙＋犖）→犘［狕／狔］狘犙

替换成归约规则（π）．设!＝｛π１，…，π狊｝是完全匹配
的，则

（π１·犘１＋犕１｜…｜π狊·犘狊＋犕狊）→犘′１｜…｜犘′狊．
其中犘′犻（犻＝１，２，…，狊）定义如下：如果π犻中的接收原
语全不带参数，则犘′犻＝犘犻；否则，设π犻中带参数的接
收原语有狓１（狔１），…，狓犽（狔犽），! 的所有π中所有沿
通道狓犼（犼＝１，２，…，犽）的发送原语发送的数据分别
是狕犼，则犘′犻是由犘犻将其中狔１，狔２，…，狔犽的自由出现
分别替换为狕１，狕２，…，狕犽而得到的，表示为犘′犻＝
犘犻［狕１／狔１，狕２／狔２，…，狕犽／狔犽］．由于!

是完全匹配的，
上述完全匹配的定义３、４保证了这里的替换不会出

现混乱．
例如：

狓－〈狔〉狑（狌）·犘＋犙｜狓（狕）珡狑〈狏〉·犚→犘［狏／狌］｜犚［狔／狕］，
狓－〈狔〉狓－〈狔〉·犘｜狓（狕）·犙｜狓（狕）·犚→犘｜犙［狔／狕］｜犚［狔／狕］．
但是，下面的例子由于不满足完全匹配的条件，从而
不能归约
狓－〈狔〉狓－〈狔〉·犘｜狓（狕）·犙（以狓为通道的发送原

语的个数是２，同接收原语的个数１不同）；
　　狓－〈狔〉·犘｜狓·犙（发送原语带参数，接收原语不
带参数）；
　　狓－〈狔〉狓－〈狏〉·犘｜狓（狕）·犙｜狓（狕）·犚（发送原语发送
的数据不同）；
　　狓－〈狔〉珡狑〈狏〉·犘｜狓（狕）狑（狕）·犙（在第２个进程中
接收原语接收变量相同）．
这里要说明的是，原Ｐｉ演算中归约规则Ｒｒｅａｃｔ是
这里Ｐｉ＋演算中归约规则（π）的特例（狊＝２，π１，π２都
只含一个通信原语），所以，把Ｒｒｅａｃｔ换成归约规
则（π），实际上是对原Ｐｉ演算中归约的扩展．也就是
说，原Ｐｉ演算中的归约关系也是Ｐｉ＋演算中归约
关系．

６　用犘犻＋演算表达一般的犘犲狋狉犻网
假设有一个具有边的权重和位置容量限制的

Ｐｅｔｒｉ网（犘／犜网）系统
犖＝（犘，犜，犉，犠，犓，犿０），

其中犘＝｛犘１，…，犘犿｝（位置集），
犜＝｛犜１，…，犜狀｝（转移集），满足犘∩犜＝∧，
犉（犘×犜）∪（犜×犘）（边集），
犠：犉→!

＋（边的权重），
!

＋＝｛１，２，…｝是大
于零的自然数集合，

犓：犘→!

＋∪｛∝｝（位置的容量），
犿０：犘→!

（初始标识），
!＝｛０，１，２，…｝是自

然数集合．
为了后面论述方便，我们用犉和犠定义扩展

的权重映射犃：（犘×犜）∪（犜×犘）→!

，如果犲∈犉，
则犃（犲）＝犠（犲），否则犃（犲）＝０．

定义９（强表达）．　我们说Ｐｅｔｒｉ网系统犖能
在Ｐｉ＋演算中强表达，是指在Ｐｉ＋演算的表达式集
合犈中能定义一个关于归约封闭的子集犛犈犈，称
为状态表达式集合，并且能定义一个犛犈的结构等
价类犛犈≡到所有标识组成的集合犕上的一一映射
ψ：犛犈≡犕，使得下述两个条件成立，

（１）如果在Ｐｉ＋演算中有状态表达式狊，狊′∈犛犈，
使得狊→狊′，则在Ｐｅｔｒｉ网系统犖中有由转移组成的
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多重集犜犫，使得犿［犜犫〉犿′，其中犿＝ψ（狊），犿′＝
ψ（狊′）．

（２）对于Ｐｉ＋演算中任何状态表达式狊∈犛犈，令
ψ（狊）＝犿，如果在Ｐｅｔｒｉ网系统犖中有转移的多重集
犜犫，使得犿［犜犫〉犿′，则在Ｐｉ＋演算中有状态表达式
狊′∈犛犈，使狊→狊′，ψ（狊′）＝犿′成立．

注．多重集（Ｍｕｌｔｓｅｔ，也称袋子Ｂａｇ）是集合概
念的一种扩展，允许其中元素重复出现并标记重复
的次数（重数）．多重集通常用和式犜犫＝犫１犜１＋…＋
犫犿犜犿来表示，其中犫犼是重数．Ｐｅｔｒｉ网系统的执行
中，在不互斥可激发的条件下允许一个转移的多重
集的所有成员一步同时激发．

定义１０（Ｐｉ＋演算状态表达式）．　我们为Ｐｅｔｒｉ
网系统犖中每个位置在Ｐｉ＋演算中定义一系列带
状态的位置表达式，为每个转移定义一个转移表达
式．我们对每个位置取一个带状态的位置表达式
（犘犻，狌犻），同所有的转移表达式犜犼用并行算子“｜”连
起来，把所构成的表达式犘＝（犘１，狌１）｜…｜（犘犿，狌犿）｜
犜１｜…｜犜狀称为状态表达式．犛犈定义为所有状态表
达式的集合的结构等价关系闭包，显然它是Ｐｉ＋演
算的表达式集合犈的子集：犛犈犈，而且从下述具
体定义可知犛犈关于归约是封闭的．

具体说，我们为犖中每个位置犘犻，分别针对
犓（犘犻）＝∝和犓（犘犻）＝犽两种情况，定义带状态０，
１，２，…的位置表达式如下：

如果犓（犘犻）＝∝，则
（犘犻，０）＝！犳犻·犵－犻·０，
（犘犻，１）＝！犳犻·犵－犻·０｜犵－犻·０，
（犘犻，２）＝！犳犻·犵－犻·０｜犵－犻·０｜犵－犻·０，
…，（犘犻，狉）＝！犳犻·犵－犻·０｜狉犵－犻·０，…

可以看出，位置表达式的状态等于表达式中含有的
以犵－犻为第一前缀的子表达式的个数．显然，根据Ｐｉ
演算的归约规则，有下述归约式成立（狉＝０，１，
２，…）：

（犘犻，狉）犳
－狏

→犻（犘犻，狉＋狏），
（犘犻，狉＋狌）犵

狌

→犻（犘犻，狉）．
如果犓（犘犻）＝犽，则令犙犻＝ｄｅｆ犳犻·犚犻，犚犻＝ｄｅｆ犵－犻·犙犻＋

犵－犻犳犻·犚犻，带状态０，１，２，…，犽的位置表达式定义为
（犘犻，０）＝｜犽犙犻，即（犘犻，０）＝犙犻｜…｜犙犻（共犽个犙犻并行），
（犘犻，１）＝｜犽－１犙犻｜犚犻，（犘犻，２）＝｜犽－２犙犻｜犚犻｜犚犻，…，
（犘犻，狉）＝｜犽－狉犙犻｜狉犚犻，…，（犘犻，犽）＝｜犽犚犻．
可以看出，表达式的状态等于表达式中含有犚犻的个
数，即以犵－犻或犵－犻犳犻为第一前缀的子表达式的个数．在

位置容量为犓（犘犻）＝犽的情况下，如果表达式中含
有狉个犚犻，则表达式中含有犽－狉个犙犻，以犳犻为第一
前缀的子表达式．根据Ｐｉ演算的归约规则，在狉狌
和狉－狌＋狏犽的条件下，有下述归约式成立：

（犘犻，狉）犵
狌
犻犳－狏→犻（犘犻，狉－狌＋狏）．

为了定义与转移犜犼（犼＝１，２，…，狀）对应的表达式，
我们令狌犻犼＝犃（犘犻，犜犼），狏犼犻＝犃（犜犼，犘犻）（犻＝１，
２，…，犿，犼＝１，２，…，狀）．与转移犜犼对应的转移表达
式定义如下

犜犼＝！犵狌１犼１…犵狌犿犼犿犳－狏犼１１…犳－狏犼犿犿·０．
注．狓狌表示狌个相同的原语狓构成的同步通信

原语组合，若狌＝０，则狓不在组合中出现．从犜犼的
结构可以看出，在机构等价的意义下犜犼在归约中保
持不变，即犜犼犵－…犵－犳…→犳犜犼．

在上述表达式中使用了进程的标志符（表达式
名）和递归（表达式中出现表达式名）．正如Ｍｉｌｎｅｒ
在他的著作中指出的，我们没有必要在基本的Ｐｉ演
算中引入进程标志符和递归，因为它们可以从Ｐｉ演
算中导出［５］．对于Ｐｉ＋演算也同样．

定义１１（映射ψ）．　犛犈的结构等价类犛犈≡到
犕上的一一映射ψ：犛犈≡犕，定义如下．

假设Ｐｅｔｒｉ网系统犖中有犿个位置和狀个转
移，狊是任意状态表达式，按照定义１０，狊可以表达为
狊＝（犘１，狌１）｜…｜（犘犿，狌犿）｜犜１｜…｜犜狀，其中狌犻是相
应位置表达式的状态．犿＝ψ（狊）定义为犿（犘犻）＝
狌犻（犻＝１，２，…，犿）．反之，对犖中任意标识犿可以令
与其对应的状态表达式中的狌犻＝犿（犘犻）（犻＝１，
２，…，犿）．显然，如果狊结构等价于狊′，则有ψ（狊）＝
ψ（狊′）．ψ是犛犈的结构等价类犛犈≡到犕上的一一
映射．

引理３（映射ψ满足强表达条件１）．　如果在
Ｐｉ＋演算中有状态表达式狊，狊′∈犛犈，使得狊→狊′，则在
Ｐｅｔｒｉ网系统犖中有转移的多重集犜犫，使得犿［犜犫〉犿′，
其中犿＝ψ（狊），犿′＝ψ（狊′）．

证明．　按照Ｐｉ＋演算的归约规则和犛犈的定
义，如果有归约狊→狊′必然是应用了归约规则（π）．设
完全匹配的

!＝｛π１，π２，…，π狊｝是归约中应用的狊子
表达式的前缀集合．按照犛犈的定义，这些π１，…，π狊
均来自某些转移表达式和与其相应转移的前驱位置
对应的位置表达式的子表达式．从转移表达式的定
义可知，转移表达式具有形式犜犼＝！τ犼，其中τ犼＝
犵狌１犼１…犵狌犿犼犿犳－狏犼１１…犳－狏犼犿犿·０．同犜犼通信实际上是同它的
结构等价的表达式
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犜犼≡！τ犼｜τ犼｜…｜τ犼，
中的子表达式τ犼的通信．假定犜犼参与通信的子表达
式的个数等于犫犼，即在!

中有犫犼个τ犼的前缀．我们要
证的是对于转移的多重集

犜犫＝犫１犜１＋…＋犫犿犜犿，
有ψ（狊）［犜犫＞ψ（狊′）．由于!

是完全匹配的，
!

中发送
原语犵－犻的个数和接收原语犵犻的个数相同，发送原语
犳－犻的个数和接收原语犳犻的个数相同从而可知，对于
任何位置表达式犘犻，设它在狊中的状态值是狉犻，它在
狊′中的状态值是狉′犻，有

狉犻∑
犿

犼＝１
犫犼狌犻犼，

如果犓（犘犻）＝犽，还有

狉犻－∑
犿

犼＝１
犫犼狌犻犼＋∑

犿

犼＝１
犫犼狏犼犻犽，

狉′犻＝狉犻－∑
犿

犼＝１
犫犼狌犻犼＋∑

犿

犼＝１
犫犼狏犼犻．

按照Ｐｅｔｒｉ网系统的激发规则可见，犜犫在标识
ψ（狊）中是不互斥可激发的，而且激发的结果标识是
ψ（狊′），即ψ（狊）［犜犫＞ψ（狊′）． 证毕．

引理４（映射ψ满足强表达条件２）．　对于Ｐｉ＋
演算中任何状态表达式狊∈犛犈，令ψ（狊）＝犿，如果在
Ｐｅｔｒｉ网系统犖中有转移的多重集犜犫，使得犿［犜犫〉犿′，
则在Ｐｉ＋演算中有状态表达式狊′∈犛犈，使狊→狊′，
ψ（狊′）＝犿′成立．

证明．　设在Ｐｅｔｒｉ网系统犖中有转移的多重
集犜犫，使得犿［犜犫〉犿′，犜犫＝犫１犜１＋…＋犫犿犜犿．按照
Ｐｅｔｒｉ网系统的激发规则，在ψ（狊）＝犿中犜犫是不冲
突可激发的．对于任何位置犘犻，若犿（犘犻）＝狉犻则有

狉犻∑
犿

犼＝１
犫犼狌犻犼，

如果犓（犘犻）＝犽，还有
狉犻－∑

犿

犼＝１
犫犼狌犻犼＋∑

犿

犼＝１
犫犼狏犼犻犽．

根据定义１１关于映射ψ的定义，转移表达式具
有形式犜犼＝！τ犼，其中τ犼＝犵狌１犼１…犵狌犿犼犿犳－狏犼１１…犳－狏犼犿犿·０．
在狊中位置表达式犘犻的状态值是狉犻，具有形式
（犘犻，狉）＝！犳犻·犵－犻·０｜狉犵－犻·０，或者在犓（犘犻）＝犽的情况
下，具有形式

（犘犻，狉）＝｜犽－狉犙犻｜狉犚犻，
其中犙犻＝ｄｅｆ犳犻·犚犻，犚犻＝ｄｅｆ犵－犻·犙犻＋犵－犻犳犻·犚犻，此时我们可
以选择前缀组合

!＝｛π１，…，π狊｝如下．
首先按照犜犫选择所有结构等价的转移表达式

犜犼≡！τ犼｜τ犼｜…｜τ犼中犫犻个子表达式的前缀，然后按照
τ犼＝犵狌１犼１…犵狌犿犼犿犳－狏犼１１…犳－狏犼犿犿·０选择与其前缀犵和犳－分

别匹配的等量的犵－和犳在位置表达式前缀中的出
现．由于狉犻∑

犿

犼＝１
犫犼狌犻犼，位置表达式犘犻中有足够多个

犵－犻与其匹配，并且在犓（犘犻）＝∝时，在结构等价的位
置表达式犘犻中有任意多个犳犻与其匹配，即使在
犓（犘犻）＝犽时由于在狉犻个犚犻中有犵－犻犳犻同时出现的前
缀，加之

狉犻－∑
犿

犼＝１
犫犼狌犻犼＋∑

犿

犼＝１
犫犼狏犼犻犽，

位置表达式犘犻中也有足够多个犵－犻与其匹配，由以上
状态可知这样选择的前缀组合

!＝｛π１，…，π狊｝是完
全匹配的．在按!

归约狊→狊′后，狊′中所有的位置表达
式犘犻的状态

狉′犻＝狉犻－∑
犿

犼＝１
犫犼狌犻犼＋∑

犿

犼＝１
犫犼狏犼犻．

而根据Ｐｅｔｒｉ网系统的激发规则，这正是犜犫激发后
犿′＝ψ（狊）中所有位置犘犻的ｔｏｋｅｎ数，于是证明了
犿［犜犫〉犿′． 证毕．

定理４．　任何具有边的权重和允许位置容量
限制的一般Ｐｅｔｒｉ网系统能在Ｐｉ＋演算中强表达．

证明．　设有一任意的具有边的权重和允许位
置容量限制的Ｐｅｔｒｉ网系统犖＝（犘，犜，犉，犠，犓，
犿０）．按照定义１０，在Ｐｉ＋演算的表达式集合犈中定
义一个状态表达式子集合犛犈犈，它关于归约是封
闭的．再按照定义１１定义一个犛犈的结构等价类
犛犈≡到所有标识组成的集合犕上的一一映射ψ：
犛犈≡犕．根据引理３～４，可知ψ满足条件１和条
件２．从而根据定义９可知犖能在Ｐｉ＋演算中强
表达． 证毕．

前面我们对Ｐｅｔｒｉ网中转移这样表示：
犜犼＝！犵狌１犼１…犵狌犿犼犿犳－狏犼１１…犳－狏犼犿犿·０．

显然，采用这种表示，如果在转移多重集犜犫中某转
移满足能够激发若干次的条件，就可在一步中并行
执行．如果我们限制同一转移不得多于犽（犽∈!

＋）
个进程并行执行，就可表示为

犜犼＝｜犽犛犼，犛犼＝犵狌１犼１…犵狌犿犼犿犳－狏犼１１…犳－狏犼犿犿·犛犼．
如果我们限制同一转移在一步中只能执行一次，就
可表示为

犜犼＝犵狌１犼１…犵狌犿犼犿犳－狏犼１１…犳－狏犼犿犿·犜犼．
转移在满足激发条件后，激发执行一次．执行后如果
仍满足激发条件，转移再执行激发，但是必须在前次
执行之后．因而，即使某转移满足能够激发若干次的
条件，也必须一个个串行地顺序执行，而不能并行执
行．从以上分析可知用Ｐｉ＋演算可以更加细致地描
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述和研究Ｐｅｔｒｉ网的丰富的动态语义．

７　结束语
本文用对Ｐｅｔｒｉ网系统的表达来研究Ｐｉ演算模

型的表达能力．证明了Ｐｅｔｒｉ网的某些子类，如自由
选择网等，可以直接用Ｐｉ演算表达．然而对于一般
的Ｐｅｔｒｉ网，却很难用Ｐｉ演算直接表达．于是提出了
一种对Ｐｉ演算的扩展，称为Ｐｉ＋演算，将原有Ｐｉ演
算的单原语通信机制扩充成多原语同步通信机制．
证明了用Ｐｉ＋演算可以较强地表达一般Ｐｅｔｒｉ网系
统，而且还能更加细致地描述它丰富的动态语义．本
文的重点是比较Ｐｉ演算和Ｐｅｔｒｉ网系统的表达能
力，从理论上说明Ｐｉ演算和Ｐｅｔｒｉ网表达能力之间
的关系．这种关系可以用图５来示意．

图５　各模型表达能力的关系

之所以一般的Ｐｅｔｒｉ网不能用原有的Ｐｉ演算直
接表达，是由于Ｐｅｔｒｉ网的转移可以有多个输入边，
从而允许多个流程的同步．可是原有的Ｐｉ演算一次
只允许一个发送进程和一个接受进程进行通信，所
以只允许两个进程的同步．这可以说是原有的Ｐｉ演
算的不足，也正是我们引入Ｐｉ＋演算，扩充成多原语
同步通信机制的原由．

本文指出某些Ｐｅｔｒｉ网系统很难用Ｐｉ演算表
达，只要将Ｐｉ演算加以扩充就能表达一般的Ｐｅｔｒｉ
网．这是否意味着Ｐｅｔｒｉ网模型的表达能力比Ｐｉ演
算更强呢？事实上并非如此．虽然某些Ｐｅｔｒｉ网系
统很难用Ｐｉ演算表达，但起码Ｐｅｔｒｉ网的某些子集
可以直接用Ｐｉ演算模型表达，而且只要将Ｐｉ演算
稍微加以自然地扩充，就能表达所有的一般Ｐｅｔｒｉ
网系统．反过来，用Ｐｅｔｒｉ网模型来表达Ｐｉ演算则比
较难．我们还不知道Ｐｉ演算的怎样的子集可以直接
用Ｐｅｔｒｉ网模型表达．起码接收语句将接收的值代
入到后继进程、通道名的传送和重复算子的使用等，
都很难用Ｐｅｔｒｉ网模型直接表达．至于对Ｐｅｔｒｉ网模
型做怎样的扩展就能表达一般的Ｐｉ演算，现在还实
在想不出个眉目来．所以总体比较，Ｐｉ演算的表达
能力看来还是比Ｐｅｔｒｉ网模型更强些．
Ｐｅｔｒｉ网模型在简单、直观、有严格的分析方法

等方面有其优势．但是由于Ｐｉ演算中通道名可以作
为名字传送，因而能够表达结构松散的动态耦合系
统，如Ｍｏｂｉｌｅ系统为保证通信的逻辑双方不变，而
通信中介的物理实体可以在移动中改变；在Ｅｍａｉｌ
系统中ｍａｉｌ地址可以传送，可以根据接收到的ｍａｉｌ
地址进行通信；面向服务的结构中可以查询服务提
供方的ＵＲＬ，然后按照选择的ＵＲＬ进行绑定和链
接，这都属于动态耦合．然而，Ｐｅｔｒｉ网模型中由于位
置和转移的连接是固定的，较适合于表达结构固定
的耦合系统，很难表达松散的动态耦合系统．

由于本文证明了Ｐｉ＋演算可以表达一般的Ｐｅｔｒｉ
网，所以对于Ｐｅｔｒｉ网的那些向后兼容的扩展（ｂａｃｋ
ｗａｒｄｓｃｏｍｐａｔｉｂｌｅ，即扩展后仍可用Ｐｅｔｒｉ网表达的）
如着色网等，肯定也可以用Ｐｉ＋演算表达．至于Ｐｅｔｒｉ
网的那些非向后兼容的扩展，Ｐｉ＋演算就不一定有
足够的表达能力．例如我们曾证明［１４］，对于带抑止
弧的Ｐｅｔｒｉ网，如果抑止位置容量有穷，则可以用
Ｐｉ＋演算表达；如果抑止位置容量无穷，则需将Ｐｉ＋
演算再加以扩展，使其增加优先原语功能才能表达．
今后我们将继续开展用Ｐｉ＋演算对各种Ｐｅｔｒｉ网的
扩展表达的研究工作．此外，为了探讨Ｐｉ＋演算的表
达能力，我们还研究了用它对图灵机模型的表达
方法［１５］．

需要说明一点，本文证明了如果把Ｐｉ演算扩展
成Ｐｉ＋演算，就能表达一般的Ｐｅｔｒｉ网．但是，对论断
“Ｐｉ演算不能表达一般的Ｐｅｔｒｉ网”并没有严格证
明，只能算是我们的一个直觉判断．要严格证明一个
否定的论题往往相当困难，我们只是论证了不能用
我们提出的用以表达自由选择网的方法在Ｐｉ演算
中表达一般的Ｐｅｔｒｉ网．

本文只是从理论上比较了Ｐｉ演算和Ｐｅｔｒｉ网系
统的表达能力，提出了一种比Ｐｉ演算表达能力更强
的扩展：Ｐｉ＋演算，至于Ｐｉ＋演算在其它领域和实际
中的应用，还有待进一步的研究和探讨．
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