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摘　要　为解决多模数据的分类问题，局部化思想被引入到判别分析中，称为局部判别分析．该文以人工数据为例
深入分析了近年来提出的较为成功的两种局部线性判别分析方法：ＬＦＤＡ（ＬｏｃａｌＦｉｓｈｅｒＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）和
ＭＦＡ（ＭａｒｇｉｎａｌＦｉｓｈｅｒＡｎａｌｙｓｉｓ）的不足．为克服这两种方法中没有充分考虑异类样本近邻关系的缺点，文中提出了
一种新的局部判别投影方法．该方法采用与ＬＦＤＡ和ＭＦＡ不同的局部化方法，其基本思想是寻找投影方向使同
类近邻样本在投影后尽量紧凑，而异类近邻样本在投影后尽量分开．针对该思想，文中提出了两种优化目标（一种
用样本间距离平方和来表示，另一种用样本类内与类间散度来表示）并做了分析和比较．实验结果表明，该文方法
有效地克服了ＬＦＤＡ和ＭＦＡ存在的固有问题，在人工数据集、ＵＣＩ、ＵＳＰＳ手写数字标准数据集和ＩＤＡ标准数据
集上均取得较好效果．
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１　引　言
降维是通过某种变换把高维空间中的数据变换

到低维空间，在降低数据维数的同时尽可能地保留
原始数据的本质信息．降维技术是高维数据压缩、可
视化和分类的重要预处理手段，在计算机视觉、机器
学习和模式识别等领域应用广泛．

降维方法可分为线性降维（采用线性变换）和非
线性降维（采用非线性变换）．以ＩＳＯＭａｐ［１］、Ｌａｐｌａｃｉａｎ
特征映射［２］、ＬＬＥ（ＬｏｃａｌｌｙＬｉｎｅａｒＥｍｂｅｄｄｉｎｇ）［３］等
为代表的非线性降维方法虽然在处理特定的人工数
据时表现出很好的性能，但面对实际数据时却并没
有明显优势［４］．此外，一些基于流形学习的非线性降
维方法通常不能得到一个明确的变换，因而无法处
理新出现的样本，使得此类方法在分类中的应用受
到限制．在分类中更常用的是各种线性降维方法，包
括传统的ＰＣＡ（ＰｒｉｎｃｉｐｌｅＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）［５］、
ＬＤＡ（ＬｉｎｅａｒＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）［５］及近年来提
出的ＬＰＰ（ＬｏｃａｌＰｒｅｓｅｒｖｉｎｇＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ）［６］、ＮＰＥ
（ＮｅｉｇｈｂｏｒｈｏｏｄＰｒｅｓｅｒｖｉｎｇＥｍｂｅｄｄｉｎｇ）［７］、ＬＥＡ
（ＬｏｃａｌｌｙＬｉｎｅａｒＥｍｂｅｄｄｉｎｇ）［８］、ＩＳＯ投影［９］、ＳＰＰ
（ＳｐａｒｓｉｔｙＰｒｅｓｅｒｖｉｎｇＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ）［１０］等等．此类方
法通过训练得到的投影矩阵可直接将未见样本投影
到低维空间．

降维又可分为无监督降维和有监督降维，前者
关注如何更好地表示高维数据，通常不借助样本的
类别信息；而后者是为了有效地实现分类，将类别信
息用于降维过程中．两种降维也分别称作表示性降
维和判别性降维．在线性判别降维方法中ＬＤＡ较
为经典，它以最小化类内散度和最大化类间散度为
优化目标．ＬＤＡ在模式识别领域得到广泛应用，但
对于多模数据（同一类样本包含几个不同分布的簇）
的分类却并不理想［１１］．要解决多模数据的分类问
题，需要在降维过程中借助局部信息，尽可能地保留
数据的流形特性．为此，一些研究聚焦在如何将局部
化思想引入到判别性降维方法中，例如近年提出的
ＬＦＤＡ（ＬｏｃａｌＦｉｓｈｅｒＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ）［１１］和
ＭＦＡ（ＭａｒｇｉｎａｌＦｉｓｈｅｒＡｎａｌｙｓｉｓ）［１２］．

本文深入分析了ＬＦＤＡ和ＭＦＡ的不足，并在
此基础上提出了一种新的局部线性判别降维方法，
采用与ＬＦＤＡ和ＭＦＡ不同的局部化方法，有效地
克服了两种方法存在的固有问题，在人工数据、
ＵＳＰＳ、ＵＣＩ手写数字标准数据集和ＩＤＡ标准数据

集上的实验中均取得较好效果．

２　局部化线性判别降维方法
由狀个样本组成的样本集记作犡＝［狓１，狓２，…，

狓狀］犱×狀，狓犻是第犻个样本，类标号为犮犻，维数为犱．线
性降维是按照某种优化准则求得一个犱×犿（犿＜犱）
的变换矩阵犠，将样本集投影到低维空间得到犢＝
犠Ｔ犡＝［狔１，狔２，…，狔狀］犿×狀，其中狔犻是狓犻在低维空间
的投影，维数为犿．
２．１　犔犇犃和犔犘犘

经典线性判别降维方法ＬＤＡ的基本思想是最
小化类内散度和最大化类间散度，并以散布矩阵行
列式作为样本散度的度量．其优化目标为

ｍｉｎ
犠∈犚犱×犿

｜犠Ｔ犛（狑）犠｜
｜犠Ｔ犛（犫）犠｜

犛（狑）＝∑
犮

犾＝１∑犻：犮犻＝犾（狓犻－μ犾）（狓犻－μ犾）
Ｔ （１）

犛（犫）＝∑
犮

犾＝１
狀犾（μ犾－μ）（μ犾－μ）Ｔ

其中犮是样本类别总数，μ是所有样本的均值，μ犾是
第犾类样本的均值，犛（狑）称为总类内样本散布矩阵，
犛（犫）称为总类间散布矩阵．

为便于与ＬＦＤＡ和ＭＦＡ比较，把ＬＤＡ的犛（狑）
和犛（犫）写成下面的等价形式［１１］：
犛（狑）＝１２∑

狀

犻，犼＝１
狆犻犼（狓犻－狓犼）（狓犻－狓犼）Ｔ＝犡（犇－犘）犡Ｔ，

犛（犫）＝１２∑
狀

犻，犼＝１
狆～犻犼（狓犻－狓犼）（狓犻－狓犼）Ｔ＝犡（珟犇－珟犘）犡Ｔ，

狆犻犼＝１
／狀犾，犮犻＝犮犼＝犾
０， 犮犻≠犮烅烄烆 犼

，

狆～犻犼＝１
／狀－１／狀犾，犮犻＝犮犼＝犾
１／狀， 犮犻≠犮烅烄烆 犼

（２）

其中犘＝［狆犻犼］狀×狀和珟犘＝［狆～犻犼］狀×狀是权值矩阵，犇和
珟犇是狀×狀的对角阵，对角元素犱犻＝∑犼狆犻犼，犱

～
犻＝

∑犼狆～犻犼，以下均采用这种记号．从式（２）不难看出，权
值狆犻犼和狆～犻犼中体现了判别信息，即权值与狓犻和狓犼是
否同类有关，然而狆犻犼和狆～犻犼中没有体现局部信息，即
权值与狓犻和狓犼是否相邻无关．

ＬＰＰ［６］是一种旨在保留局部信息的表示性降维
方法，在降维过程中能较好地保持流形特性，是
Ｌａｐｌａｃｉａｎ特征映射［２］的线性近似．ＬＰＰ的基本思想
是希望在高维空间中相距较近的样本点在投影后的
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低维空间中仍比较近．其优化目标是

ｍｉｎ
犠∈犚犱×犿∑

狀

犻，犼＝１
狆犻犼犠Ｔ狓犻－犠Ｔ狓犼２

ｓ．ｔ．犠Ｔ犡犇犡Ｔ犠＝犐犿 （３）

狆犻犼＝犃犻犼，犻∈犖犽（犼）
０，｛ 其它

其中犖犽（犼）表示样本狓犼的犽近邻集合，犃犻犼是样本狓犻
和狓犼之间的一种相似性度量，如果狓犻和狓犼差距大则
犃犻犼小．例如犃犻犼可定义为犃犻犼＝ｅｘｐ－‖狓犻－狓犼‖

２

σ犻σ（ ）犼
，

以σ犻，σ犼为参数．可见ＬＰＰ中的权值狆犻犼体现了局部
信息，与狓犻和狓犼是否相邻有关．
２．２　犔犉犇犃和犕犉犃

ＬＦＤＡ和ＭＦＡ有效结合了ＬＤＡ和ＬＰＰ的思
想，在ＬＤＡ权值的定义中融入局部信息，在数据表
示和分类中均取得较好效果．两者可与ＬＤＡ纳入
到同一个优化框架中

ｍｉｎ
犠∈犚犱×犿

｜犠Ｔ犡（犇－犘）犡Ｔ犠｜
｜犠Ｔ犡（珟犇－珟犘）犡Ｔ犠｜ （４）

在ＬＦＤＡ中权值定义为

狆犻犼＝犃犻犼／狀犾，犮犻＝犮犼＝犾
０， 犮犻≠犮烅烄烆 犼

，　　　　

狆～犻犼＝犃犻犼（１／狀－１／狀犾），犮犻＝犮犼＝犾
１／狀， 犮犻≠犮烅烄烆 犼

（５）
其中犃犻犼表示狓犻和狓犼之间的一种相似性度量，通常
在两个样本不是近邻时取０．

在ＭＦＡ中权值定义为

　狆犻犼＝１
，狓犻∈犖＋

犽１（犼）或狓犼∈犖＋
犽１（犻）

０，烅
烄
烆 其它

，

　狆～犻犼＝
１（犻，犼）∈犘犽２（犮犻）或（犻，犼）∈犘犽２（犮犼）
０，烅
烄
烆 其它 （６）

其中犖＋
犽１（犼）是样本狓犼的同类犽１近邻的集合，犘犽２（犮）

是集合｛（犻，犼）｜犻∈π犮，犼π犮｝中前犽２个最近的样本
对，π犮表示类别号为犮的所有样本的标号集合．
２．３　犔犉犇犃和犕犉犃的不足

从式（５）和（６）不难看出，ＬＦＤＡ和ＭＦＡ都在
同类样本间的权值定义中引入了局部信息，同类近
邻样本之间权值非０，同类非近邻样本之间权值为
０．两种方法的主要区别在于对异类样本权值的选
择上．

ＬＦＤＡ不考虑异类样本之间的近邻关系，只
要两个样本异类，两者之间的权值狆～犻犼就是１／狀，这
会带来两个缺点：一是对野值敏感，例如存在一个
野值狓狅，则所有与野值异类的样本狓犻，差值项

（狓犻－狓狅）（狓犻－狓狅）Ｔ都将出现在目标函数中，这样优
化得到的投影矩阵犠将受狓狅的影响过大．第二，不
考虑异类样本之间的近邻关系，会导致相距较远的
异类样本在目标函数中占据较大比重，以致在处理
某些多模问题时出现错误．例如后节图１所示的多
模数据分类问题，“ｏ”和“＋”代表的两类数据分别有
左和右两个模态，ＬＦＤＡ选择的投影直线接近水平，
导致不同类的数据重叠在一起．这是因为“ｏ”类的左
（右）模态和“＋”类的右（左）模态数据是异类样本，
为了使这些异类样本在投影之后距离较远，优化过
程选择了投影到水平方向．其根本原因是ＬＦＤＡ在
定义异类样本权值时没有考虑近邻关系．

ＭＦＡ排列出每类样本到异类样本之间的前犽２
个距离最近的样本对，并将这些样本对之间的权值
设为１，这相当于仅考虑了部分位于边界的样本与
异类样本之间的关系．这将带来两个问题：一是参数
犽２较难选取，因为它依赖于样本个数和数据维数，样
本越多、维数越大，位于边界的样本点就越多，就要
选择更大的犽２才能充分描述边界样本和异类样本
之间的关系．二是在多模问题中可能会出现一类中
某一个模态的样本比本类其它模态的样本到异类样
本之间的距离要远，那么该模态的样本与异类样本
之间的距离将被忽视，导致出现错误的结果．例如
图３所示的“ｏ”类样本有左上和右下两个模态，因为
右下模态与“＋”类样本较近，因而异类样本距离的
前犽２个距离最近的样本对中就没有左上模态的样
本，也就是说“ｏ”类样本左上模态与“＋”类样本之间
的距离完全不在优化目标考虑的范围内，那么ＭＦＡ
在选择投影方向时除了同类近邻之间的距离以外，
只考虑到“ｏ”类样本右下模态与“＋”类样本之间的
距离要远，以至于选择了向水平方向投影，导致“ｏ”
类样本左上模态与“＋”类样本完全混叠．

３　一种新的局部判别投影方法
为解决多模数据的分类问题，ＬＦＤＡ和ＭＦＡ

将局部化思想融入到ＬＤＡ当中，但它们对异类样
本间权值的设定方法使它们不能正确处理某些多模
数据的分类问题．本文提出了一种新的线性局部判
别投影方法ＬＤＰ（ＬｏｃａｌＤｉｓｃｒｉｍｉｎａｎｔＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎ），
有效地解决了ＬＦＤＡ和ＭＦＡ存在的问题．

ＬＤＰ同时考虑了同类样本和异类样本间的近
邻关系，其基本思想是希望同类近邻样本在投影后
尽量紧凑，而异类近邻样本在投影后尽量分开．这样
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的思想可以通过两种目标函数来刻画，第一种是用
样本间距离平方和来刻画；第二种是用样本类内和
类间加权散度来刻画．本文分别给出了这两种目标
函数的分析和实验结果的比较．

设样本集记作犡＝［狓１，狓２，…，狓狀］犱×狀，犱×犿变
换矩阵犠，变换后样本犢＝犠Ｔ犡记作犢＝［狔１，
狔２，…，狔狀］犿×狀．

第１种目标函数是最小化同类近邻样本之间的
距离，同时最大化异类近邻样本之间的距离．同类近
邻样本之间的距离平方和为

犳１（犠）＝∑
狀

犻，犼＝１
狆犻犼狔犻－狔犼２＝∑

狀

犻，犼＝１
狆犻犼犠Ｔ狓犻－犠Ｔ狓犼２，

狆犻犼＝１狓犼∈犖＋
犽（犻）

０，烅
烄
烆 其它 （７）

其中犖＋
犽（犼）表示样本狓犼的同类犽近邻的集合．对

犳１（犠）变形得到

犳１（犠）＝∑
狀

犻，犼＝１
狆犻犼犠Ｔ狓犻－犠Ｔ狓犼２

＝∑
狀

犻，犼＝１
狆犻犼（犠Ｔ狓犻－犠Ｔ狓犼）Ｔ（犠Ｔ狓犻－犠Ｔ狓犼）

＝狋狉∑
狀

犻，犼＝１
狆犻犼（犠Ｔ狓犻－犠Ｔ狓犼）（犠Ｔ狓犻－犠Ｔ狓犼）［ ］Ｔ

＝狋狉犠Ｔ∑
狀

犻，犼＝１
狆犻犼（狓犻－狓犼）（狓犻－狓犼）Ｔ［ ］犠

＝狋狉犠Ｔ犡（犇－犘）犡Ｔ［ ］犠 （８）
其中犘＝［狆犻犼］狀×狀是权值矩阵，狋狉表示矩阵的迹，犇
与犘的关系同式（２）．类似地，异类样本之间的距离
平方和为

犳２（犠）＝∑
狀

犻，犼＝１
狆～犻犼狔犻－狔犼２＝∑

狀

犻，犼＝１
狆～犻犼犠Ｔ狓犻－犠Ｔ狓犼２，

狆～犻犼＝１狓犼∈犖－
犽（犻）

０，烅
烄
烆 其它 （９）

其中犖－
犽（犼）表示样本狓犼的异类犽近邻的集合．化简

可得
犳２（犠）＝狋狉［犠Ｔ犡（珟犇－珟犘）犡Ｔ犠］ （１０）

按照最小化同类近邻样本间距离，最大化异类近
邻样本之间距离的思路，我们可把目标函数定义为

ｍｉｎ
犠∈犚犱×犿

犳１（犠）
犳２（犠）＝ｍｉｎ

犠∈犚犱×犿
狋狉［犠Ｔ犡（犇－犘）犡Ｔ犠］
狋狉［犠Ｔ犡（珟犇－珟犘）犡Ｔ犠］

　狆犻犼＝１狓犼∈犖＋
犽（犻）

０，烅
烄
烆 其它 （１１）

狆～犻犼＝１狓犼∈犖－
犽（犻）

０，烅
烄
烆 其它

其中犘＝［狆犻犼］狀×狀和珟犘＝［狆～犻犼］狀×狀是权值矩阵，犇与犘

的关系同式（２）．这个优化问题可以用文献［１３］提出
的迭代算法求得唯一最优解．

第二种目标函数是最小化类内加权散度，最大
化类间加权散度．散度反映了样本散布的离散程度，
散度的一个简单度量就是散布矩阵行列式．类内和类
间散布矩阵可写成式（２）中犛（狑）和犛（犫）的形式，修改
其中的系数狆犻犼和狆～犻犼得到的犛（狑）和犛（犫）称为加权散
布矩阵．本文采用式（１１）中定义的狆犻犼和狆～犻犼得到加
权散布矩阵，并采用加权散布矩阵的行列式作为散度
的度量，那么优化目标就可纳入到框架式（４）中，写成

ｍｉｎ
犠∈犚犱×犿

｜犠Ｔ犡（犇－犘）犡Ｔ犠｜
｜犠Ｔ犡（珟犇－珟犘）犡Ｔ犠｜

狆犻犼＝１
，狓犼∈犖＋

犽（犻）
０，烅
烄
烆 其它 （１２）

狆～犻犼＝１
，狓犼∈犖－

犽（犻）
０，烅
烄
烆 其它

其中犖＋
犽（犼）表示样本狓犼的同类犽近邻集合，犖－

犽（犼）
表示样本狓犼的异类犽近邻集合，犘＝［狆犻犼］狀×狀和珟犘＝
［狆～犻犼］狀×狀是权值矩阵，犇与犘的关系同式（２）．

比较目标函数（１１）和（１２）不难看出，前者是类
内加权散布矩阵和类间加权散布矩阵的迹的比值，
而后者是两个矩阵行列式的比值．散布矩阵的各特
征值正比于样本散布超椭球体的各轴长，考虑到矩
阵的迹是各特征值之和，而矩阵的行列式是各特征
值之积，因此散布矩阵的迹正比于超椭球体各轴长
之和，而散布矩阵的行列式正比于各轴长之积（超椭
球体的体积）．尽管这两个指标都一定程度上反映出
样本散布的程度，但相对而言还是超椭球体的体积
反映得更加准确，实验结果也证实了这一点，在多数
情况下，目标函数（１２）获得了比（１１）更好的识别
结果．

４　实验结果与讨论
为评估各种算法的性能，本文完成了３类实验．

第１类是为了说明各种算法在原理上的区别而构造
的３种多模人工数据；第２类是标准手写数字库
ＵＳＰＳ和ＵＣＩ，我们把１０个数字分成两类，每类都
是多模数据；第３类是ＩＤＡ标准数据库共１３个数
据集，其中有３个数据集的数据呈现多模分布．３类
实验中我们分别比较了ＬＤＡ、ＬＰＰ（ｄｒｔｏｏｌｂｏｘ［４］）、
ＬＦＤＡ（文献［１１］提供代码）、ＭＦＡ以及本文算法
ＬＤＰ的工作原理．ＬＤＰ中选择近邻个数犽＝８，ＭＦＡ
中同类近邻个数犽１＝８，异类距离最近的样本对个
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数取犽２＝１０，ＬＰＰ、ＬＦＤＡ选用源码中的默认参数．
实验结果表明无论是在人工数据还是标准数据库，
本文算法都具有优势．
４．１　人工数据

每个人工数据实验随机产生２００组数据（３个
实验中分别有一组数据显示在图１、图２和图３中，
图例中的“ＬＤＰ”是以式（１２）为目标函数，在各表中
记为“ＬＤＰ２”），每组数据包含两类各１００个样本．每
次实验取一组作为训练，另一组作为测试，共进行
１００次．对每种方法（ＬＤＡ，ＬＰＰ，ＬＦＤＡ，ＭＦＡ，本文
算法ＬＤＰ２）计算了１００次实验识别率的均值，如
表１所示．３个人工数据实验中的数据均产生自二
元正态分布，实验１中二元数据的协方差阵为二
阶单位阵，两类共计４个模态的数据均值分别为
（－７，３）（７，３）（－７，－３）（７，－３）．实验２中，数
据的协方差阵是对角元素为１和３６的对角阵，中间
一类数据的均值为（０，１），两边一类的两个模态均
值分别为（－５，０）和（５，０）．实验３中数据协方差同
实验２，右下角一类数据的均值为（－３，－５），另一
类两个模态数据的均值为（－３，３）和（３，－５）．

图１　人工数据实验１的一组数据

图２　人工数据实验２的一组数据

图３　人工数据实验３的一组数据

表１　各种算法在人工数据上的识别率
识别率

人工数据实验１人工数据实验２人工数据实验３平均值

ＬＤＡ ０．９８８ ０．５２０ ０９８７ ０．８３２
ＬＰＰ ０．５１９ ０．５０６ ０．７１２ ０．５７９
ＬＦＤＡ ０．５１２ ０．５１４ ０．６８６ ０．５７１
ＭＦＡ ０．９５３ ０．９７２ ０．７８０ ０．９０２
ＬＤＰ２ ０９９５ ０９８１ ０．８８９ ０９５５

　　在给出定量的实验结果之前，我们首先详细地
分析３种人工数据实验数据的特点，并讨论每种方
法在处理此类数据时的行为以及各自成败的原因．

图１所示的多模数据分类问题中，“ｏ”和“＋”代
表的两类数据分别有左和右两个模态，并且同类两
个模态样本之间的距离大于不同类别相同模态样本
之间的距离．显然正确的投影方向是垂直方向，实验
结果显示ＬＤＡ、ＭＦＡ和ＬＤＰ获得了正确结果，而
ＬＦＤＡ和ＬＰＰ没有获得正确结果．ＬＤＡ的目标是
最小化类内散度，同时最大化类间散度，显然向垂直
方向投影，把同类的两个模态样本投影到一起同时
满足这两个需求．ＭＦＡ要使到处于边界的样本点
与异类样本之间的距离较远，本文算法ＬＤＰ要使异
类近邻样本之间的距离较远，因此在这两种方法的
目标函数中都会出现部分“ｏ”类的左（右）模态和
“＋”类的左（右）模态样本之间的距离．这些项的存
在使优化过程选择了向垂直方向投影（如果向水平
方向投影会使这些异类样本之间的距离变小）．“ｏ”
类的左（右）模态和“＋”类的右（左）模态数据是异类
样本，ＬＦＤＡ没有考虑异类样本之间的近邻关系，因
此为了使所有这些异类样本在投影之后的距离平方
和较远而选择了向水平方向投影．ＬＰＰ的优化目标
是在投影后样本范数的加权平方和为常数的条件
下，希望相距较近的样本点在投影后仍比较近，因此
投影到数据方差较大的方向（本例中是水平方向）能
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获得更优的目标函数．
图２所示的多模数据分类问题可简记做“夹心

问题”，“ｏ”类数据被夹在“＋”类数据之间，而且每个
模态分布都呈现为狭长的流型．显然正确的投影方
向是水平方向，实验结果显示ＭＦＡ和ＬＤＰ获得了
正确结果，而ＬＤＡ、ＬＦＤＡ和ＬＰＰ没有获得正确结
果．同实验１类似，在ＭＦＡ和ＬＤＰ的目标函数中
分别出现了“ｏ”类数据和“＋”类数据左和右两个模
态之间样本的距离，这些项的存在导致了优化过程
选择向水平方向投影，以防止这些异类样本之间距
离变近．本例中两类样本各自的均值位置以及所有
样本的均值位置十分接近，由于“ｏ”类样本稍微偏
上，因此ＬＤＡ的投影方向为垂直方向．ＬＰＰ属于无
监督投影，对它而言样本３个模态的数据就是一个
狭长分布的数据团，而向数据方差较大的方向投影
可以获得更大的样本范数的加权平方和，因此ＬＰＰ
会选择向垂直方向投影．如果数据不是这样狭长并
且靠得很近，ＬＦＤＡ和ＬＰＰ是可以获得正确结果的
（如文献［１１］中Ｆｉｇｕｒｅ１（ｃ）所示），而对于狭长的数
据ＬＦＤＡ之所以出错还是因为这种狭长数据中相距
较远的异类样本的距离和在目标函数中占据了过大
的比重，是ＬＦＤＡ在异类中不考虑近邻关系的结果．

图３所示的多模分类问题中，“＋”类数据和“ｏ”
类数据左上和右下两个模态成犄角之势．为了使两
类数据在投影后分开，正确的投影方向应该是近似
４５°直线或１３５°直线．只有ＬＤＡ和本文算法ＬＤＰ获
得了正确结果．ＬＤＰ能获得正确结果仍然是得益于
目标函数中分别出现了“＋”类数据样本和“ｏ”类数
据左上和右下两个模态之间样本的距离，这些项导
致优化过程选择了正确的投影方向．ＬＤＡ倾向于将
同类不同模态的样本投影到一起以获得较小的类内
散度，因而选择接近４５°的直线．ＬＰＰ选择向垂直方
向投影是因为垂直方向数据的方差比其它方向更
大，而且“＋”类数据样本和“ｏ”类右下数据之间存在
近邻关系，要求投影后保持近邻关系．ＭＦＡ出现错
误结果是因为异类样本距离的前犽２个距离最近的
样本对中没有“ｏ”类数据左上模态的样本，也就是说
“ｏ”类样本左上模态与“＋”类样本之间的距离完全
不在优化目标考虑的范围内，以至于选择了向水平
方向投影，以保证同类近邻样本之间距离近以及
“＋”类样本与“ｏ”类样本右下模态之间的距离较远．
ＬＦＤＡ选择了向垂直方向投影是为了保持“＋”类样
本与“ｏ”类样本左上模态之间这些异类样本距离
较远．

表１是各种方法在３个人工数据实验（每个实
验进行了１００组）中的平均识别率（投影后用最近邻
分类器进行分类），从以上人工数据的分析以及表１
不难看出，本文算法ＬＤＰ有效地克服了ＬＦＤＡ和
ＭＦＡ在处理一些特殊多模问题时暴露出的缺点，
实验结果具有明显优势．
４２　标准手写数字库
４．２．１　标准库简介

ＵＣＩＭｕｌｔｉｐｌｅＦｅａｔｕｒｅｓＤａｔａＳｅｔ手写数字库是
ＵＣＩ机器学习数据集①（ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＣａｌｉｆｏｒｎｉａ，
ＩｒｖｉｎｅＭａｃｈｉｎｅＬｅａｒｎｉｎｇＲｅｐｏｓｉｔｏｒｙ）中的一个标准
数据库，包含了‘０’～‘９’１０类数字的每类２００个共
计２０００个样本．每个样本提取出包括付立叶系数、
轮廓相关函数、ＫＬ系数、像素值均值、泽尔尼克
（Ｚｅｒｎｉｋｅ）矩、形态特征６类共计６４９个特征．

美国国家邮政局ＵＳＰＳ手写数字库②包括‘０’～
‘９’１０类数字的共计７２９１个训练样本和２００７个测
试样本，每个样本用２５６个灰度值来表示．
４．２．２　在标准库上的实验

在ＵＣＩ和ＵＳＰＳ手写数字库上我们对ＬＤＰ１
（目标函数（１１））、ＬＤＰ２（目标函数（１２））、ＬＤＡ、ＬＦＤＡ
和ＭＦＡ进行了比较．从标准库中每个数字取１００个
样本作为训练样本，取１００个样本作为测试样本．为
公平比较，每个样本先用ＰＣＡ降到相同维数（对于
ＵＣＩ，每个样本先用ＰＣＡ降维到１５０维；对于
ＵＳＰＳ，每个样本先用ＰＣＡ降维到１００维），再用各
算法降到１０维，最后用最近邻分类器进行分类．实
验结果见表２第２列和第３列，本文算法ＬＤＰ２均
获得次优解，并与最优结果十分接近．

表２　各种算法标准手写数字库上的识别率
识别率

ＵＣＩＵＳＰＳＵＣＩ１ＵＣＩ２ＵＣＩ３ＵＳＰＳ１ＵＳＰＳ２ＵＳＰＳ３
ＬＤＰ１０．９６７０．８６１０．９７１０．９８７０．９６５０．９０１０．８９８０．９１５
ＬＤＰ２０．９８３０．８９３０９９００９９８０９８６０９４３０９５００９３９
ＬＤＡ０９８５０．８７６０．９５６０．９５００．９４５０．８０２０．８９７０．８１７
ＬＦＤＡ０．９８２０８９５０．９８３０．９９５０．９７８０．８７７０．９０６０．９００
ＭＦＡ０．９８３０．８７００．８９６０．９９００．８６１０．８３４０．８５１０．８２４

为比较在多模数据上的性能，实验中用多类手
写数字构造两类多模数据．实验ＵＣＩ１和ＵＳＰＳ１中
的两类是数字［０１２３４］和［５６７８９］（实验结果见
表２第４列和第７列），实验ＵＣＩ２和ＵＳＰＳ２中的
两类是数字［１３５７９］和［０２４６８］（实验结果见
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表２第５列和第８列），实验ＵＣＩ３和ＵＳＰＳ３中的
两类是［０１２６９］和［３４５７８］（实验结果见表２第
６列和第９列）．实验结果显示本文算法ＬＤＰ２在多
模数据上有较明显的性能优势．同时实验结果还表
明，目标函数（１２）要明显优于目标函数（１１），这也验
证了我们此前对于两种目标函数的分析．
４．３　犐犇犃标准数据库
４．３．１　标准库简介

ＩＤＡ标准库①最早在文献［１４］中使用，后来成
为模式识别中广泛使用的标准数据．它包含１３个标
准数据集以及每个数据集训练样本和测试样本的多
个标准划分．每个数据集都是两类数据，其中表３中
用“”标记的３个数据集中每类数据呈现多模分
布．表３给出了各数据集的基本信息．

表３　犐犇犃标准数据库的基本信息
数据集 样本

维数
训练样本
个数

测试样本
个数

标准划分
个数

ｂａｎａｎａ ２ ４００ ４９００ １００
ｂｒｅａｓｔｃａｎｃｅｒ ９ ２００ ７７ １００
ｄｉａｂｅｔｉｓ ８ ４６８ ３００ １００
ｆｌａｒｅｓｏｌａｒ ９ ６６６ ４００ １００
ｇｅｒｍａｎ ２０ ７００ ３００ １００
ｈｅａｒｔ １３ １７０ １００ １００
ｉｍａｇｅ １８ １３００ １０１０ ２０
ｒｉｎｇｎｏｒｍ ２０ ４００ ７０００ １００
ｓｐｌｉｃｅ ６０ １０００ ２１７５ ２０
ｔｈｙｒｏｉｄ ５ １４０ ７５ １００
ｔｉｔａｎｉｃ ３ １５０ ２０５１ １００
ｔｗｏｎｏｒｍ ２０ ４００ ７０００ １００
ｗａｖｅｆｏｒｍ ２１ ４００ ４６００ １００

４．３．２　在ＩＤＡ数据库上的实验
为公平比较，本文实验中将１３个标准集上的数

据都降至２维，然后采用最近邻分类器进行分类．在
表４中最后一列给出了不降维直接用最近邻分类器

表４　各种算法在犐犇犃标准库上的识别率
识别率

ＬＤＡ ＬＰＰＬＦＤＡＭＦＡＬＤＰ２不降维
ｂａｎａｎａ ０．８６３５０８６３７０．８６２５０．８６３６０８６３７０．８６３６
ｂｒｅａｓｔｃａｎｃｅｒ０６６０８０．６４６４０．６５３４０．６３３９０．６５０００．６７３０
ｄｉａｂｅｔｉｓ ０６８９００．６３９２０．６６３００．６１７２０．６７８４０．６９８８
ｆｌａｒｅｓｏｌａｒ ０．６０７４０．６０２６０６１１３０．５９３５０．６０９５０．６０７８
ｇｅｒｍａｎ ０６８８００．６１４４０．６７９２０．６０６６０．６５９４０．７０５４
ｈｅａｒｔ ０．７７８４０．７６４１０７８０００．６３１６０．７７１７０．７６８４
ｉｍａｇｅ ０．７８０９０．８２７５０．８３４２０．７６１１０８４４２０．９６６２
ｒｉｎｇｎｏｒｍ ０．７２６８０．６４９３０７３１９０．６５９００．７２８５０．６４９７
ｓｐｌｉｃｅ ０．７９５６０．６２２００．８３５１０．６２０３０８３７００．７１１５
ｔｈｙｒｏｉｄ ０．８５６００．９４５１０．９３３６０．９３８５０９５１７０．９５６４
ｔｉｔａｎｉｃ ０．６６９２０．６６８７０．６６８７０．６６４７０６７０００．６６８９
ｔｗｏｎｏｒｍ ０．９６４２０．９６２８０９６５７０．８７０９０．９６５３０．９３３２
ｗａｖｅｆｏｒｍ ０．８１４４０．８８２８０８８３１０．６６２７０．８７９８０．８４１７
　平均 ０．７６１１０．７４５３０．７７７１０．７０１８０７７７６０．７７２７

的分类结果，该结果没有参与挑选最佳识别率．结果
表明本文算法ＬＤＰ在１３类数据中有５类达到最
优，在３类多模数据中有２类达到最优，此外还在
１３类的平均识别率上获得了最优．

５　总　结
为解决多模数据的分类问题，ＬＦＤＡ和ＭＦＡ

都将局部化思想融入到ＬＤＡ当中．ＬＦＤＡ在构造
权值矩阵时完全不考虑异类样本间的局部性，导致
远距离的异类样本严重影响最终的投影方向．由于
多模数据通常有不止一条边界，而ＭＦＡ仅考虑最
近异类样本间的关系，相当于只考虑了部分边界．本
文深入分析了两种算法在工作原理上的弱点和问
题，提出了一种新的线性局部判别投影方法ＬＤＰ．
该方法在设计异类样本间权值时也考虑到近邻的因
素，其基本思想是希望同类近邻样本在投影后尽量
紧凑，而异类近邻样本在投影后尽量分开．该算法有
效解决了ＬＦＤＡ和ＭＦＡ存在的问题，在人工数据
集和标准数据集上都取得较好效果．
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