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对称逻辑公式在犔３逻辑度量空间中的分布
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摘　要　在三值逻辑系统犔３中引入了对称三值犚０函数的概念，在此基础上给出了对称逻辑公式和准对称逻辑公
式的定义．研究了在逻辑等价意义下对称逻辑公式的性质，给出了犔３和经典逻辑系统犔中对称逻辑公式之间的关
系及其计数问题，证明了狀元对称逻辑公式占全体狀元逻辑公式的比例随狀的增大而趋向于零，且全体对称逻辑
公式的真度之集却在［０，１］中稠密．然而全体对称逻辑公式之集是逻辑度量空间中的无处稠密集．
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１　引　言
数理逻辑的特点在于符号化和形式化，它和计

算数学有截然不同的风格：前者注重形式推理而后
者注重数值计算；前者强调严格论证而后者允许近
似求解．计量逻辑学从基本概念的程度化入手，将数

值计算引入到数理逻辑中，使其具有某种灵活性从
而扩大其可能的应用范围［１６］．计量逻辑学又与概率
逻辑学相结合，将随机化思想引入到了经典的推理
模式中，进一步丰富了计量逻辑学的研究内容［７］．如
今已在包括Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ、犔等多种命题逻辑系统
中构造出了相应的逻辑度量空间，从而将近似推理
引入到了素以严格的形式化推理为特征的各种命题



逻辑系统之中．值得注意的是，除了个别零星的结果
之外［８９］，可以说对于逻辑度量空间自身结构的研究
还远未开始．

布尔函数是数理逻辑中的重要概念，而且布尔
函数也是研究数字电路、密码学和密码技术的重要
工具．不同的密码系统对布尔函数有不同的要求，某
一性质保证某一方面的安全性．但并不是一个函数
满足的性质越多越好，因为满足的性质越多，函数类
越小，函数的选择范围将缩小，从而失去灵活性，反
而降低安全性．所以，一个函数类的计数问题是一个
重要的研究课题．文献［１０］系统地研究了密码学中
的布尔函数，其中对称布尔函数是一类重要的布尔
函数，关于对称布尔函数的研究取得了丰富的成
果［１１１２］．对于二值命题逻辑系统犔而言，逻辑公式
与布尔函数之间是相互决定的，所以对称布尔函数
可以自然地用于研究经典逻辑系统中逻辑公式的对
称性．然而当狀大于２时，情况有很大的不同：以
Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ狀值系统犔狀为例，从（犔（狀））犿到犔（狀）
的犿元函数的个数远大于含有犿个原子命题的逻
辑公式的个数（这里犔（狀）表示犔狀的赋值域），这时
逻辑公式与相应的多值函数之间已不再有相互决定
的关系．本文将对称函数的思想引入到三值逻辑系
统犔３中，定义了对称三值犚０函数，在此基础上给出
了对称逻辑公式和准对称逻辑公式的概念，并在逻
辑等价的意义下研究了对称逻辑公式的性质．通过
研究对称布尔函数和对称三值犚０函数，给出了犔３

和经典逻辑系统犔中对称逻辑公式之间的关系以
及计数问题．最后证明了对称逻辑公式的两种截然
相反的性态，即，狀元对称逻辑公式只占全体狀元逻
辑公式的很小一部分，其比例随狀的增大而趋向于
零；然而从另一角度看，狀元对称逻辑公式却又很
多，因为可以证明对称逻辑公式的真度之集和全体
逻辑公式的真度之集一样，在［０，１］中是稠密的．然
而，从拓扑学的观点看，全体对称逻辑公式之集和全
体准对称逻辑公式之集都是逻辑度量空间中的无处
稠密集．

２　预备知识
定义１［１］．　设犛＝｛狆１，狆２，…｝，犉（犛）是由犛生

成的（!，∨，→）型自由代数，称犉（犛）中的元为系统
犔３中的公式（或命题），称犛中的元为系统犔３中的
原子公式（或原子命题）．

定义２［１］．　设狏：犉（犛）→０，１２，｛ ｝１是映射，这
里０，１２，｛ ｝１是三值犚０代数，若狏是（!，∨，→）型同
态，即
狏（!犃）＝!狏（犃），狏（犃∨犅）＝

狏（犃）∨狏（犅）＝ｍａｘ｛狏（犃），狏（犅）｝，
狏（犃→犅）＝狏（犃）→狏（犅）＝犚０（狏（犃），狏（犅）），
则称狏为犉（犛）在三值犚０代数０，１２，｛ ｝１中的赋值，
简称狏为赋值．犉（犛）中全体赋值之集记作Ω．

定义３［１］．　设犃，犅∈犉（犛）．
（ｉ）如果对每个狏∈Ω，均有狏（犃）＝１，则称犃为

重言式，记作｜＝犃；如果对每个狏∈Ω，均有狏（犃）＝
０，则称犃为矛盾式．

（ｉｉ）如果对每个狏∈Ω，均有狏（犃）＝狏（犅），则称
犃与犅逻辑等价，记作犃≈犅．

定义４［１］．　设犃（狆１，狆２，…，狆狀）是含有狀个原
子命题的公式，它由狆１，狆２，…，狆狀通过逻辑连接词
!，∨与→连接而成．设（狓１，狓２，…，狓狀）∈
０，１２，｛ ｝１狀，分别用狓１，狓２，…，狓狀取代犃（狆１，狆２，…，
狆狀）中的狆１，狆２，…，狆狀，并按

!狓１＝１－狓１，狓１∨狓２＝
ｍａｘ｛狓１，狓２｝，狓１→狓２＝犚０（狓１，狓２）

理解!，∨与→，则得一狀元函数，记作犃（狓１，狓２，…，
狓狀），叫作公式犃诱导的三值犚０函数．

定义５［１］．设犃（狆１，狆２，…，狆狀）是系统犔３中含
有狀个原子命题的合式公式，则犃的真度τ（犃）定
义如下：

τ（犃）＝
１×犃－１（１）＋１２×犃－１（）１２

３狀 ．
这里犃－１（１）表示使得犃（狓１，狓２，…，狓狀）＝１的赋
值的个数，犃－１（）１２表示使得犃（狓１，狓２，…，狓狀）＝
１
２的赋值的个数．

命题１．　设犃，犅∈犉（犛），则τ（（犃∨犅）→犃）
１－τ（犅）．

证明．狏∈Ω，（ｉ）如果狏（犅）狏（犃），则狏（（犃∨
犅）→犃）＝（狏（犃）∨狏（犅））→狏（犃）＝狏（犃）→狏（犃）＝
１１－狏（犅）；（ｉｉ）如果狏（犅）＞狏（犃），则狏（（犃∨犅）→
犃）＝（狏（犃）∨狏（犅））→狏（犃）＝狏（犅）→狏（犃）＝（１－
狏（犅））∨狏（犃）１－狏（犅）．

综上可得：狏（（犃∨犅）→犃）１－狏（犅）．由狏的
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任意性知，τ（（犃∨犅）→犃）１－τ（犅）． 证毕．
定义６［１］．　设犃，犅∈犉（犛），令
ξ（犃，犅）＝τ（（犃→犅）∧（犅→犃）），

称ξ（犃，犅）为公式犃与犅之间的相似度．
定义７［１］．　在犉（犛）上定义二元非负函数ρ：

犉（犛）×犉（犛）→［０，１］如下：
ρ（犃，犅）＝１－ξ（犃，犅），犃，犅∈犉（犛），

则ρ是犉（犛）上的伪距离，称为犉（犛）上的自然伪距
离，简称伪距离．称（犉（犛），ρ）为伪距离空间．

命题２．　设犃，犅，犆，犇∈犉（犛），且犃≈犅，犆≈
犇，则ρ（犃，犆）＝ρ（犅，犇）．

证明．　因为犃≈犅，犆≈犇，所以狏∈Ω，均有
狏（犃）＝狏（犅），狏（犆）＝狏（犇），从而有

（狏（犃）→狏（犆））∧（狏（犆）→狏（犃））＝
（狏（犅）→狏（犇））∧（狏（犇）→狏（犅））．

又：狏是（!，∨，→）型同态，所以狏（（犃→犆）∧（犆→
犃））＝狏（（犅→犇）∧（犇→犅））．由狏的任意性知，
τ（（犃→犆）∧（犆→犃））＝τ（（犅→犇）∧（犇→犅）），即
ξ（犃，犆）＝ξ（犅，犇）．所以ρ（犃，犆）＝ρ（犅，犇）．证毕．

定义８．　设犃（狓１，狓２，…，狓狀）是狀元三值犚０函
数，如果对（１，２，…，狀）的任意置换（犻１，犻２，…，犻狀）
均有

犃（狓犻１，狓犻２，…，狓犻狀）＝犃（狓１，狓２，…，狓狀），
则称犃（狓１，狓２，…，狓狀）为狀元对称三值犚０函数．

定义９［９］．　设犉（犛）是系统犔３中的全体公式
之集．定义犉（犛）上的自映射φ：犉（犛）→犉（犛）如下：
犃∈犉（犛），设犃＝犃（狆１，狆２，…，狆狀），令

φ（犃）＝犃（!狆１，!狆２，…，!狆狀），
我们称此变换为反射变换．

３　对称逻辑公式与准对称逻辑公式
定义１０．　设犃∈犉（犛），且犃含有狀个原子命

题狆１，狆２，…，狆狀．如果犃所诱导的三值犚０函数是对
称三值犚０函数，则称犃为狀元对称逻辑公式．

例１．　设公式犃０＝狆１∧狆２∧…∧狆狀，犃１＝
（!狆１∧狆２∧…∧狆狀）∨（狆１∧!狆２∧…∧狆狀）∨…∨
（狆１∧狆２∧…∧!狆狀），犃２＝（!狆１∧!狆２∧狆３∧…
∧狆狀－１∧狆狀）∨（!狆１∧狆２∧!狆３∧…∧狆狀－１∧狆狀）∨…
∨（!狆１∧狆２∧狆３∧…∧狆狀－１∧!狆狀）∨（狆１∧!狆２
∧!狆３∧…∧狆狀－１∧狆狀）∨…∨（狆１∧!狆２∧狆３∧…
∧狆狀－１∧!狆狀）∨…∨（狆１∧狆２∧狆３∧…∧!狆狀－１∧
!狆狀），…，犃狀－１＝（狆１∧!狆２∧!狆３∧…∧!狆狀－１∧
!狆狀）∨（!狆１∧狆２∧!狆３∧…∧!狆狀－１∧!狆狀）∨…

∨（!狆１∧!狆２∧!狆３∧…∧!狆狀－１∧狆狀），犃狀＝!狆１
∧!狆２∧…∧!狆狀，令Γ＝｛∨犽∈犓犃犽犓是集合犖＝｛０，
１，２，…，狀｝的任意子集｝，当犓＝时，规定∨犽∈犃犽＝
!（∨犽∈犖犃犽），则Γ中的所有公式均为犔３中的狀元对
称逻辑公式．

注１．　显然，如果两个公式诱导的三值犚０函数
相同，则这两个公式逻辑等价；反之，逻辑等价的公
式未必诱导出相同的三值犚０函数．

例２．　设犃＝狆１，犅＝狆１∧（狆２→狆２），则犃与犅
逻辑等价，但它们诱导的三值犚０函数显然是不同
的．值得注意的是，前者是１元三值犚０函数，显然是
对称三值犚０函数；后者是２元三值犚０函数，且不是
对称三值犚０函数．

命题３．　设犃，犅是含有同样的狀个原子命题
的逻辑公式，则犃与犅逻辑等价当且仅当犃与犅
诱导相同的三值犚０函数．

证明．　必要性是显然的，仅证充分性．设犃＝
犃（狆１，狆２，…，狆狀），犅＝犅（狆１，狆２，…，狆狀），犃，犅诱导
的三值犚０函数分别为犃（狓１，狓２，…，狓狀），犅（狓１，狓２，…，
狓狀），因为犃与犅逻辑等价，所以对任意的赋值狏，均
有狏（犃）＝狏（犅），即，对任意的（狓１，狓２，…，狓狀）∈
０，１２，｛ ｝１狀，均有犃（狓１，狓２，…，狓狀）＝犅（狓１，狓２，…，
狓狀），即，犃与犅诱导的三值犚０函数相同． 证毕．

注２．　当公式犃，犅诱导出相同的三值犚０函数
时，则规定犃，犅是相同的公式．

定义１１．　设犃，犅∈犉（犛），且犃≈犅，如果犃是
对称逻辑公式，则称犅为准对称逻辑公式．

命题４．　设逻辑公式犅＝犅（狆１，狆２，…，狆犿）与
对称逻辑公式犃＝犃（狆１，狆２，…，狆狀）逻辑等价，且犅
不是对称逻辑公式，则狀＜犿．

证明．　由命题３知，狀≠犿．假设狀＞犿，因为
犅＝犅（狆１，狆２，…，狆犿）不是对称逻辑公式，所以存在
（狓１，狓２，…，狓犿）∈０，１２，｛ ｝１犿及（１，２，…，犿）的某个
置换（犻１，犻２，…，犻犿），使得犅（狓１，狓２，…，狓犿）≠犅（狓犻１，
狓犻２，…，狓犻犿）．

又因为犃≈犅，所以对于赋值狏（狆１）＝狓１，…，
狏（狆犿）＝狓犿，狏（狆犿＋１）＝狓犿＋１，…，狏（狆狀）＝狓狀和
狏′（狆１）＝狓犻１，…，狏′（狆犿）＝狓犻犿，狏′（狆犿＋１）＝狓犿＋１，…，
狏′（狆狀）＝狓狀有狏（犃）＝狏（犅），狏′（犃）＝狏′（犅），即
犃（狓１，狓２，…，狓犿，狓犿＋１，…，狓狀）＝犅（狓１，狓２，…，狓犿），
犃（狓犻１，狓犻２，…，狓犻犿，狓犿＋１，…，狓狀）＝犅（狓犻１，狓犻２，…，
狓犻犿）．所以
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犃（狓１，狓２，…，狓犿，狓犿＋１，…，狓狀）≠　　
犃（狓犻１，狓犻２，…，狓犻犿，狓犿＋１，…，狓狀），

因为（犻１，犻２，…，犻犿，犿＋１，…，狀）是（１，２，…，狀）的置
换，且犃是对称逻辑公式，所以犃（狓１，狓２，…，狓犿，
狓犿＋１，…，狓狀）＝犃（狓犻１，狓犻２，…，狓犻犿，狓犿＋１，…，狓狀），产
生矛盾．

因此狀＜犿． 证毕．
命题５．　设两对称逻辑公式犃＝犃（狆１，狆２，…，

狆狀）与犅＝犅（狆１，狆２，…，狆犿）逻辑等价，且犃，犅既不
是重言式，也不是矛盾式，则犿＝狀．

证明．　假设犿≠狀，不妨设犿＜狀，因为犃与犅
逻辑等价，所以（狓１，狓２，…，狓犿）∈０，１２，｛ ｝１犿，有
犃（狓１，狓２，…，狓犿，狓犿＋１，…，狓狀）＝犅（狓１，狓２，…，狓犿），
取狓狀＝０，因为犃为对称逻辑公式，所以犃（狓１，狓２，…，
狓犿，狓犿＋１，…，０）＝犃（０，…，狓犿＋１，狓犿，…，狓１），而
犃（狓１，狓２，…，狓犿，狓犿＋１，…，０）＝犅（狓１，狓２，…，狓犿），
犃（０，…，狓犿＋１，狓犿，…，狓１）＝犅（０，狓２，…，狓犿），所以
犅（狓１，狓２，…，狓犿）＝犅（０，狓２，…，狓犿）．

序行此法，可得犅（狓１，狓２，…，狓犿）＝犅（０，狓２，…，
狓犿）＝犅（０，０，…，狓犿）＝…＝犅（０，０，…，０），所以犅
诱导的函数是常值函数，即犅是重言式或矛盾式，
产生矛盾．因此犿＝狀． 证毕．

命题６．　设公式犅＝犅（狆１，狆２，…，狆犿）是准对
称逻辑公式，且犅不是重言式，也不是矛盾式，则与
公式犅逻辑等价的对称逻辑公式是唯一存在的．

证明．　存在性是显然的，仅证唯一性．如果存
在两个对称逻辑公式犃和犆都与犅逻辑等价，则犃
和犆是逻辑等价的对称逻辑公式，所以由命题５
知，犃和犆含有同样多的原子公式．再由命题３和
注２知，犃和犆是相同的逻辑公式． 证毕．

命题７．　设公式犃＝犃（狆１，狆２，…，狆狀）是对称
逻辑公式，φ是犉（犛）上的反射变换，则φ（犃）也是对
称逻辑公式．

证明．　由犃＝犃（狆１，狆２，…，狆狀）及φ是犉（犛）
上的反射变换，可得φ（犃）＝犃（!狆１，!狆２，…，
!狆狀），所以φ（犃）诱导的三值犚０函数φ（犃）（狓１，狓２，
…，狓狀）＝犃（１－狓１，１－狓２，…，１－狓狀）．又犃是对称
逻辑公式，所以犃（狓１，狓２，…，狓狀）是对称三值犚０函
数，从而犃（１－狓１，１－狓２，…，１－狓狀）也是对称三值
犚０函数．即，φ（犃）（狓１，狓２，…，狓狀）是对称三值犚０函
数，因此φ（犃）也是对称逻辑公式． 证毕．

推论１．　设公式犅＝犅（狆１，狆２，…，狆犿）是准对

称逻辑公式，φ是犉（犛）上的反射变换，则φ（犅）也是
准对称逻辑公式．

命题８．　设公式犃是对称逻辑公式，犅＝!犃，
则犅也是对称逻辑公式．

证明．　设公式犃诱导的三值犚０函数为犃，因
为犅＝!犃，所以公式犅诱导的三值犚０函数为１－
犃．又因为公式犃是对称逻辑公式，所以犃是对称三
值犚０函数，从而１－犃是对称三值犚０函数，因此犅
是对称逻辑公式． 证毕．

４　逻辑系统犔３和经典逻辑系统犔中
对称逻辑公式的关系

　　在经典逻辑系统犔中，任一｛０，１｝狀→｛０，１｝映射
犳，都存在一个狀元逻辑公式犃，使得犃诱导的布尔
函数为犳．而在犔３逻辑系统中，任一０，１２，｛ ｝１狀

→

０，１２，｛ ｝１映射犵，不一定存在狀元逻辑公式犅，使得
犅诱导的三值犚０函数为犵．例如对于狀元函数犵
（狓１，狓２，…，狓狀）＝１２，则不存在狀元逻辑公式犅，使
得犅诱导的三值犚０函数为犵．

定义１２．　设犳（狓１，狓２，…，狓狀）是狀元布尔函
数，如果对（１，２，…，狀）的任意置换（犻１，犻２，…，犻狀）
均有

犳（狓１，狓２，…，狓狀）＝犳（狓犻１，狓犻２，…，狓犻狀），
则称犳（狓１，狓２，…，狓狀）是对称布尔函数．设α＝（狓１，
狓２，…，狓狀）∈｛０，１｝狀，称向量α中所含１的个数为向
量α的重量．

命题９．　设犳（狓１，狓２，…，狓狀）是狀元布尔函数，
如果｛０，１｝狀中的所有等重向量对应的函数值相等，
则犳（狓１，狓２，…，狓狀）是对称布尔函数．

证明．　对于任意的（狓１，狓２，…，狓狀）∈｛０，１｝狀以
及（１，２，…，狀）的任意置换（犻１，犻２，…，犻狀），均有向量
（狓犻１，狓犻２，…，狓犻狀）∈｛０，１｝狀且与向量（狓１，狓２，…，狓狀）
等重，所以犳（狓１，狓２，…，狓狀）＝犳（狓犻１，狓犻２，…，狓犻狀），因
此犳（狓１，狓２，…，狓狀）是对称布尔函数． 证毕．

命题１０．　狀元对称布尔函数共有２狀＋１个．
证明．　对于｛０，１｝狀中的向量按重量可分为

狀＋１组，其重量分别为０，１，２，…，狀，不同的向量组
所对应的函数值有２个：０，１．所以狀元对称布尔函
数共有２狀＋１个． 证毕．

定义１３．　设犃∈犉（犛），且犃含有狀个原子命
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题狆１，狆２，…，狆狀．如果犃所诱导的布尔函数是对称
布尔函数，则称犃为经典逻辑系统犔中的狀元对称
逻辑公式．

例３．设公式犃０，犃１，…，犃狀及Γ的定义同例１，
则Γ中的所有公式均为经典逻辑系统犔中的狀元
对称逻辑公式．

命题１１．　设公式犃０，犃１，…，犃狀的定义同例１，
犻∈犖＝｛０，１，…，狀｝，对于赋值狏（狆１）＝狏（狆２）＝…＝
狏（狆犻）＝０，狏（狆犻＋１）＝…＝狏（狆狀）＝１，均有

狏（犃犼）＝１，犼＝犻
０，犼≠｛ 犻，犼∈犖．

　　命题１２．　设Γ的定义同例１，则Γ中的公式所
诱导的狀元布尔函数是两两互异的．

证明．　设犃，犅是Γ中的任意两个公式，则存
在犓１，犓２犖＝｛０，１，…，狀｝，犓１≠犓２使得犃＝
∨犽∈犓１犃犽，犅＝∨犽∈犓２犃犽．
因为犓１≠犓２，所以存在犻∈犖，使得犻∈犓１但

犻犓２（或犻∈犓２但犻犓１），不妨设是前一种情形，
即，犻∈犓１但犻犓２，则对于赋值

狏（狆１）＝…＝狏（狆犻）＝０，
狏（狆犻＋１）＝…＝狏（狆狀）＝１，

有狏（犃犼）＝１
，犼＝犻
０，犼≠｛ 犻，从而有狏（犃）＝１，狏（犅）＝０，

即犃，犅诱导的布尔函数是互异的．
由犃，犅的任意性知，Γ中的公式所诱导的狀元

布尔函数是两两互异的． 证毕．
定义１４．　称映射犵：０，１２，｛ ｝１狀

→０，１２，｛ ｝１为
狀元三值函数．α＝（狓１，狓２，…，狓狀）∈０，１２，｛ ｝１狀及
（１，２，…，狀）的任意置换（犻１，犻２，…，犻狀），均有犵（狓犻１，
狓犻２，…，狓犻狀）＝犵（狓１，狓２，…，狓狀），则称犵为狀元对称
三值函数．设α，β为０，１２，｛ ｝１狀中的两个向量，如果

β可由α通过调整分量的次序而得到，则称α，β为
同类向量．

注３．　在定义１４中，α＝（狓１，狓２，…，狓狀），称

∑
狀

犻＝１
狓犻为向量α的重量．显然，同类向量的重量是相

等的；反过来，如果０，１２，｛ ｝１狀中的两个向量α，β重
量相等，α，β不一定是同类向量．例如α＝（１，０，０），
β＝１

２，
１
２，（ ）０都是重量为１的向量，但是α，β不是

同类向量．

命题１３．设犵为狀元三值函数， ｛如果０，１２，｝１狀

中的所有同类向量对应的函数值相等，则犵为狀元
对称三值函数．

证明．对于任意的（狓１，狓２，…，狓狀）∈０，１２，｛ ｝１狀

以及（１，２，…，狀）的任意置换（犻１，犻２，…，犻狀），均有向
量（狓犻１，狓犻２，…，狓犻狀）∈０，１２，｛ ｝１狀且与向量（狓１，狓２，…，
狓狀）为同类向量，所以犵（狓犻１，狓犻２，…，狓犻狀）＝犵（狓１，
狓２，…，狓狀），因此犵为狀元对称三值函数． 证毕．

定理１．　２狀元的对称三值函数共３２狀２＋３狀＋１个，
２狀＋１元的对称三值函数共３２狀２＋５狀＋３个．

证明．　对于０，１２，｛ ｝１２狀中的向量，按重量可分
为４狀＋１组，其重量分别为
０，１２，１，

３
２，…，狀－１，狀－

１
２，狀，狀＋

１
２，狀＋１，…，

２狀－３２，２狀－１，２狀－
１
２，２狀．

而对于重量相等的向量组又可分为不同的类，其中
重量为０，１２的各有１个向量类，重量为１，

３
２的各有

２个向量类，…，重量为狀－１，狀－１２的各有狀个向量

类，重量为狀的有狀＋１个向量类，重量为狀＋１２，

狀＋１的各有狀个向量类，…，重量为２狀－３２，２狀－１

的各有２个向量类，重量为２狀－１２，２狀的各有１个
向量类．因此，所有的向量类为

１＋１＋２＋２＋…＋狀＋狀＋（狀＋１）＋
狀＋狀＋…＋２＋２＋１＋１＝

４×狀（狀＋１）２ ＋（狀＋１）＝２狀２＋３狀＋１．

不同的向量类所对应的函数值有３个：０，１２，１．所以
２狀元的对称三值函数共３２狀２＋３狀＋１．

对于０，１２，｛ ｝１２狀＋１中的向量，按重量可分为
４狀＋３组，其重量分别为
０，１２，１，

３
２，…，狀－１，狀－

１
２，狀，狀＋

１
２，狀＋１，

狀＋３２，狀＋２，…，２狀－
１
２，２狀，２狀＋

１
２，２狀＋１．

而对于重量相等的向量组又可分为不同的类，其中
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重量为０，１２的各有１个向量类，重量为１，
３
２的各有

２个向量类，…，重量为狀－１，狀－１２的各有狀个向量

类，重量为狀，狀＋１２，狀＋１的有狀＋１个向量类，重量

为狀＋３２，狀＋２的各有狀个向量类，…，重量为２狀－
１
２，２狀的各有２个向量类，重量为２狀＋

１
２，２狀＋１的

各有１个向量类．因此，所有的向量类为
１＋１＋２＋２＋…＋狀＋狀＋（狀＋１）＋（狀＋１）＋

（狀＋１）＋狀＋狀＋…＋２＋２＋１＋１＝
４×狀（狀＋１）２ ＋３（狀＋１）＝２狀２＋５狀＋３．

不同的向量类所对应的函数值有３个：０，１２，１．所以
２狀＋１元的对称三值函数共３２狀２＋５狀＋３． 证毕．

推论２．　在逻辑系统犔３中，２狀元对称逻辑公
式至多有３２狀２＋３狀＋１个，２狀＋１元对称逻辑公式至多
有３２狀２＋５狀＋３个．

定理２．　设犃∈犉（犛），且犃中含有狀个原子
命题狆１，狆２，…，狆狀，Γ的定义同例１，如果犃是经典
逻辑系统犔中的对称逻辑公式，则存在公式犅∈Γ，
使得犃≈犅．

证明．因为犃中含有狀个原子命题狆１，狆２，…，
狆狀且是犔中的对称逻辑公式，所以犃所诱导的布尔
函数是狀元对称的布尔函数．而集合Γ＝｛∨犽∈犓犃犽｜犓
是集合｛０，１，２，…，狀｝的任意子集｝中共有２狀＋１个对
称逻辑公式，这些公式诱导的２狀＋１个布尔函数也是
狀元对称布尔函数，又狀元对称布尔函数共２狀＋１个．
所以存在公式犅∈Γ，使得犅与犃诱导的布尔函数
相同，即犃≈犅． 证毕．

命题１４．　设犃∈犉（犛），如果犃是逻辑系统
犔３中的对称逻辑公式，则犃是经典逻辑系统犔中
的对称逻辑公式．

证明．　不妨设公式犃含有狀个原子公式狆１，
狆２，…，狆狀，因为犃是逻辑系统犔３中的对称逻辑公
式，所以犃所诱导的狀元三值犚０函数犃犔３：｛０，１２，

１｝狀→｛０，１２，１｝是对称的三值犚０函数，从而可得，犃
所诱导的狀元布尔函数犃犔：｛０，１｝狀→｛０，１｝也是对
称的布尔函数．因此，犃是经典逻辑系统犔中的对
称逻辑公式． 证毕．

注４．　设犃＝狆１→狆１，犅＝狆１∨!狆１，显然，在

逻辑系统犔３中，犃与犅不逻辑等价，且犃，犅都是
犔３中的对称逻辑公式，由命题１４知，犃，犅也是经典
逻辑系统犔中的对称逻辑公式．但是，在犔中犃≈
犅，可以看作同一个公式．

例４．　设犃＝（!狆１→狆２）∨狆３，则犃是犔中的
对称逻辑公式，但犃不是犔３中的对称逻辑公式．

证明．　在犔中，犃＝（!狆１→狆２）∨狆３≈狆１∨
狆２∨狆３，显然，犃是犔中的对称逻辑公式．在犔３中，
犃诱导的三值犚０函数为犃（狓１，狓２，狓３）＝（!狓１→狓２）
∨狓３＝（（１－狓１）→狓２）∨狓３．由犃０，１２，（ ）１２＝

１→（ ）１２∨１２＝
１
２∨

１
２＝

１
２及犃

１
２，
１
２，（ ）０＝

１
２→（ ）１２∨０＝１∨０＝１，可得犃０，１２，（ ）１２≠

（犃１
２，
１
２，）０，从而犃（狓１，狓２，狓３）不是对称三值犚０函

数．所以，犃不是犔３中的对称逻辑公式． 证毕．
注５．　由例４知，如果犃是犔中的对称逻辑公

式，而犃不一定是犔３中的对称逻辑公式．但是，我
们有下面的结论．

定理３．　设犃∈犉（犛），如果犃是经典逻辑系
统犔中的对称逻辑公式，则存在犅∈犉（犛），犃≈犅，
使得犅是犔３中的对称逻辑公式．

由定理２和例１可得本结论．
定理４．　设Γ３＝｛犃犃∈犉（犛），犃含有狀个原

子公式狆１，狆２，…，狆狀，犃是犔３中的对称逻辑公式｝，
Γ２＝｛犃｜犃∈犉（犛），犃含有狀个原子公式狆１，狆２，…，
狆狀，犃是犔中的对称逻辑公式｝，则｜Γ２｜＝２狀＋１，且
｜Γ３｜｜Γ２｜＝２狀＋１（｜Γ｜表示Γ中所含对称逻辑公式
的个数）．

由注４及定理３可得本结论．
命题１５．　设犃∈犉（犛），如果犃是逻辑系统

犔３中的准对称逻辑公式，则犃是经典逻辑系统犔
中的准对称逻辑公式．

证明．　因为公式犃是犔３中的准对称逻辑公
式，所以存在犅∈犉（犛），犅是犔３中的对称逻辑公
式，使得犃≈犅．由命题１４知，犅也是经典逻辑系统
犔中的对称逻辑公式，而且，在犔中，犃≈犅．因此，犃
是犔中的准对称逻辑公式． 证毕．

推论３．　设犃∈犉（犛），如果犃是经典逻辑系
统犔中的准对称逻辑公式，则存在犅∈犉（犛），犃≈
犅，使得犅是犔３中的准对称逻辑公式．

由定理３可得本结论．
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定理５．　设犙Γ３＝｛犃犃∈犉（犛），犃是犔３中的
准对称逻辑公式｝，犙Γ２＝｛犃犃∈犉（犛）含，犃是犔
中的准对称逻辑公式｝，则

犙Γ３犙Γ２．
由命题１５及推论３可得本结论．

５　对称逻辑公式在逻辑度量
空间中的分布

　　定理６．　狀元对称逻辑公式占全体狀元逻辑公
式的比例随狀的增大而趋向于０．

证明．　若狀＝２犽为偶数，则不同的狀元对称逻
辑公式至多有３２犽２＋３犽＋１个；若狀＝２犽＋１为奇数，则
不同的狀元对称逻辑公式至多有３２犽２＋５犽＋３个．而全
体狀元布尔函数共有２２狀个，所以全体狀元三值犚０
函数至少有２２狀个，从而全体狀元逻辑公式至少有
２２狀个．显然３２犽２＋３犽＋１或３２犽２＋５犽＋３与２２狀之比随着狀的
增大趋于０．所以，狀元对称逻辑公式占全体狀元逻
辑公式的比例随狀的增大而趋向于０． 证毕．

由定理６可以看出，狀元对称逻辑公式只占全
体狀元逻辑公式的极少一部分．但是，从另一个角度
看狀元对称逻辑公式却又表现出截然相反的性质．
事实上，我们有下面的定理．

定理７．　对称逻辑公式的真度之集同全体逻
辑公式真度之集一样，在０，［］１中是稠密的．

为了证明定理７，我们需要下面的引理．
引理１．　对于二项展开式（１＋２）３狀＝０

３（）狀×

２３狀＋１
３（）狀×２３狀－１＋…＋狀

３（）狀×２２狀＋狀＋１
３（ ）狀×

２２狀－１＋…＋３狀－１３（ ）狀×２＋３狀３（）狀，有下面的结论．

（ｉ）０３（）狀×２３狀，１３（）狀×２３狀－１，…，狀３（）狀×２２狀单调递
增，狀＋１３（ ）狀×２２狀－１，…，３狀－１３（ ）狀×２，３狀３（）狀单调递减；

（ｉｉ）ｌｉｍ
狀→∞

狀
３（）狀×２２狀

３３狀 ＝０．

证明．　（ｉ）如果犽＜狀，则有
犽
３（）狀×２３狀－犽

犽＋１
３（ ）狀×２３狀－犽－１

＝

２（犽＋１）
３狀－犽＜２狀２狀＝１，所以

０
３（）狀×２３狀，１３（）狀×２３狀－１，…，

狀
３（）狀×２２狀单调递增．

如果犽狀，则有
犽
３（）狀×２３狀－犽

犽＋１
３（ ）狀×２３狀－犽－１

＝２（犽＋１）３狀－犽＞

２狀
２狀＝１，所以

狀＋１
３（ ）狀×２２狀－１，…，３狀－１３（ ）狀×２，３狀３（）狀单

调递减．
（ｉｉ）由斯特林公式［１３］ｌｉｍ

狀→∞
狀！ｅ狀
狀狀＋１２

１
２槡π＝１可知：当

狀足够大时，狀！≈２槡π狀狀＋１２ｅ－狀，从而有
狀
３（）狀×２２狀
３３狀 ＝

（３狀）！２２狀
狀！（２狀）！３３狀≈

２槡π×（３狀）３狀＋１２×２２狀
２槡π×狀狀＋１２×２槡π×（２狀）２狀＋１２×３３狀＝

３狀槡π
２狀π→０，狀→∞，所以ｌｉｍ狀→∞

狀
３（）狀×２２狀
３３狀 ＝０．证毕．

推论４．　对于二项展开式（１＋２）狀＝０（）狀×

２狀＋１（）狀×２狀－１＋…＋（）犽狀×２狀－犽＋…＋（）狀狀及犽∈

｛０，１，２，…，狀｝，均有ｌｉｍ
狀→∞

（）犽狀×２狀－犽
３狀 ＝０．

下面给出定理７的证明．
证明．　任意的ε＞０，只要狀选取的充分大，就

有２狀＋１２×３狀＜ε且
（）犽狀×２狀－犽
３狀 ＜ε，设公式犃０，犃１，犃２，…，

犃狀的定义同例１，令犅０＝犃０，犅１＝犅０∨犃１，犅２＝犅１∨
犃２，…，犅狀＝犅狀－１∨犃狀，显然犅０，犅１，犅２，…，犅狀都是对

称逻辑公式，且τ（犅０）＝
１×１＋１２×（２

狀－１）
３狀 ＝２

狀＋１
２×３狀，

τ（犅１）＝τ（犅０）＋
１（）狀
３狀＋

１
２×

１（）狀×（２狀－１－１）
３狀 ，…，

τ（犅犽）＝τ（犅犽－１）＋（）犽狀３狀＋１２×（）
犽
狀×（２狀－犽－１）
３狀 ，…，

τ（犅狀）＝τ（犅狀－１）＋（）狀狀３狀．从而有
τ（犅０）＜ε，τ（犅狀）＝１２＋

１
２×（）２３狀

→１２，狀→∞，且
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０＜τ（犅犽）－τ（犅犽－１）＝
１
２×（）犽狀×（２狀－犽＋１）

３狀 

（）犽狀×２狀－犽

３狀 ＜ε，犽＝１，２，…，狀．

因此可得，对称逻辑公式的真度之集在０，［ ］１２中是
稠密的．

令犆０＝!犅０，犆１＝!犅１，…，犆狀＝!犅狀，因为
犅０，犅１，…，犅狀都是对称逻辑公式，所以犆０，犆１，…，
犆狀也是逻辑对称公式，且τ（犆犻）＝１－τ（犅犻），犻＝０，１，
２，…，狀，从而有τ（犆０）→１，τ（犆狀）＝１２－

１
２×（）２３狀

→
１
２，狀→∞，且０＜τ（犆犽－１）－τ（犆犽）＝τ（犅犽）－
τ（犅犽－１）＜ε，犽＝１，２，…，狀．因此可得，对称逻辑公式
的真度之集在１

２，［ ］１中是稠密的．
综上可知：对称逻辑公式的真度之集在［０，１］中

是稠密的． 证毕．
推论５．　准对称逻辑公式的真度之集同全体

逻辑公式真度之集一样，在［０，１］中是稠密的．
证明．　因为准对称逻辑公式之集包含了对称

逻辑公式之集，所以由定理７可得本结论．证毕．
以下我们从拓扑的观点讨论对称逻辑公式集在

逻辑度量空间中的分布．
定义１５［１４］．　设（犡，犝）是拓扑空间，犈是犡的

子集．如果犈在（犡，犝）中的闭包不含内点，则称犈
是无处稠密集．

引理２．　设（犡，ρ）是（伪）度量空间，犈是犡的
子集．如果

①犈自身不含内点，
②犈的补集中每个点都和犈有正距离，则犈是

犡中的无处稠密集．
证明．　假设犈不是无处稠密集，则由定义１５

知，犈的闭包犮犾（犈）中有内点犪，即，存在正数ε，使得
以犪为中心，以ε为半径的开邻域犅（犪，ε）包含于
犮犾（犈）．由①知犈不含内点，所以犅（犪，ε）中有点犫不
属于犈，即犫属于犈的补集．由②知ρ（犫，犈）＝犱＞０，
从而犫不是犈的聚点，即，犫不属于犮犾（犈），这与犫∈
犅（犪，ε）犮犾（犈）相矛盾．所以犈是无处稠密集．证毕．

定理８．　全体准对称逻辑公式之集是逻辑度
量空间中的无处稠密集．

证明．　设犃是任一准对称逻辑公式，ε是任意

给定的正数，则总存在自然数狀，使得（）２３狀
＜ε．下

面证明存在公式犆，犆不是准对称逻辑公式，使得
ρ（犃，犆）＜ε，即，犃不是准对称逻辑公式之集的
内点．

（ｉ）如果犃是矛盾式，令犆＝狆１∧狆２∧…∧
!狆狀，显然犆不是准对称逻辑公式，且满足
ρ（犃，犆）＝１－ξ（犃，犆）＝１－τ（（犃→犆）∧（犆→犃））＝

１－τ（犆→犃）＝１－τ（!犆）＝τ（犆）＝
１×１＋１２×（２

狀－１）
３狀 ＝

１
２×（２

狀＋１）
３狀 ＜

（）２３狀
＜ε．

　　（ｉｉ）如果犃是重言式，令犆＝狆１∨狆２∨…∨
!狆狀，显然犆不是准对称逻辑公式，且满足
ρ（犃，犆）＝１－ξ（犃，犆）＝１－τ（（犃→犆）∧（犆→犃））＝

１－τ（犃→犆）＝１－τ（犆）＝τ（!犆）＝
τ（!狆１∧!狆２∧…∧狆狀）＝
１×１＋１２×（２

狀－１）
３狀 ＝

１
２×（２

狀＋１）
３狀 ＜（）２３狀

＜ε．
　　（ｉｉｉ）如果犃既不是矛盾式，也不是重言式，不妨
设犃＝犃（狆１，狆２，…，狆犿）．

令犆＝犃∨（狆犿＋１∧狆犿＋２∧…∧!狆犿＋狀），显然
犆不是准对称公式，且满足
ρ（犃，犆）＝１－ξ（犃，犆）＝１－τ（（犃→犆）∧（犆→犃））＝
　１－τ（（犃∨（狆犿＋１∧狆犿＋２∧…∧!狆犿＋狀））→犃）．
　　由命题１知，τ（（犃∨（狆犿＋１∧狆犿＋２∧…∧
!狆犿＋狀））→犃）１－τ（狆犿＋１∧狆犿＋２∧…∧!狆犿＋狀），
所以
ρ（犃，犆）τ（狆犿＋１∧狆犿＋２∧…∧!狆犿＋狀）＝

　
１×１＋１２×（２

狀－１）
３狀 ＝

１
２×（２

狀＋１）
３狀 ＜（）２３狀

＜ε．
因此，引理２的条件①成立．下面证明引理２中的条
件②．

在准对称逻辑公式之集的补集中任取一个公式
犆，则犆不是准对称逻辑公式，不妨设犆＝犆（狆１，
狆２，…，狆犽）．设犇是任一准对称逻辑公式，则存在对
称逻辑公式犈，使得犇≈犈．不妨设犈＝犈（狆１，狆２，…，
狆狋），则犆与犈不逻辑等价．

如果狋犽，因为犆与犈不逻辑等价，所以至少
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存在一个赋值狏∈Ω，使得狏（犆）≠狏（犈），所以ρ（犆，

犈）
１
２
３犽＝犱＞０，由命题２得

ρ（犆，犇）＝ρ（犆，犈）
１
２
３犽＝犱＞０．

　　如果狋＞犽，令犆１＝犆∧（狆犽＋１→狆犽＋１）∧…∧
（狆狋→狆狋），则犆≈犆１．而犆与犈不逻辑等价，所以存
在赋值狏（狆１）＝狓１，…，狏（狆犽）＝狓犽（狓１，狓２，…，狓犽∈
０，１２，｛ ｝１）使得狏（犆）≠狏（犈），即，狏（犆１）≠狏（犈），这
时狏（狆犽＋１），…，狏（狆狋）的值可在０，１２，｛ ｝１中任取，所
以使得狏（犆１）≠狏（犈）的赋值至少有３狋－犽个，因此

ρ（犆１，犈）
１
２×３

狋－犽

３狋 ＝
１
２
３犽＝犱＞０，由命题２得：

ρ（犆，犇）＝ρ（犆１，犈）
１
２
３犽＝犱＞０．

　　综上知，准对称逻辑公式之集的补集中的每一
个公式都和准对称逻辑公式之集有正距离，即引理
２的条件②成立．

由引理２知，全体准对称逻辑公式之集是逻辑
度量空间中的无处稠密集． 证毕．

推论６．　全体对称逻辑公式之集是逻辑度量
空间中的无处稠密集．

证明．　因为全体对称逻辑公式之集是全体准对
称逻辑公式之集的子集，由定理８可得本结论．证毕．

６　结束语
本文将对称函数的概念引入到逻辑系统犔３之

中，定义了对称逻辑公式和准对称逻辑公式．在逻辑
等价的意义下，研究了对称逻辑公式和准对称逻辑
公式的相关性质以及逻辑系统犔３和经典逻辑系统
犔中对称逻辑公式之间的关系．证明了狀元对称逻
辑公式占全体狀元逻辑公式的比例随狀的增大而趋
向于０，然而对称逻辑公式的真度之集和全体逻辑
公式真度之集一样，在［０，１］中是稠密的．从拓扑的
观点看，全体对称逻辑公式之集又是逻辑度量空间
中的无处稠密集．在定理２中，我们得到了经典逻辑
系统犔中狀元对称逻辑公式的构造方法，关于犔３

逻辑系统中对称逻辑公式的结构及其构造方法，另
文讨论．
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ｓｙｍｍｅｔｒｉｃｌｏｇｉｃｆｏｒｍｕｌａｓｉｓｄｅｎｓｅｉｎ［０，１］．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒ
ｈａｎｄ，ｔｈｅｓｅｔｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆａｌｌｓｙｍｍｅｔｒｉｃｌｏｇｉｃｆｏｒｍｕｌａｓｉｓａ
ｎｏｗｈｅｒｅｄｅｎｓｅｓｅｔｉｎｔｈｅｌｏｇｉｃｍｅｔｒｉｃｓｐａｃｅ．
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