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摘　要　由于不确定图蕴含了指数级的可能图实例，基于确定图模型的频繁图模式挖掘算法通常难以在不确定图
集合上高效运行．文中提出了一种不确定图数据集上的基于随机游走的犓极大频繁子模式挖掘算法．首先，将每个
不确定图转换为相应的确定图并挖掘候选频繁模式；然后，将候选频繁模式恢复为不确定图并生成极大频繁模式
搜索空间；最后，通过随机游走以相同概率随机地选择犓个极大频繁模式．理论分析和实验结果表明文中提出的算
法能够高效地获得不确定图集合的犓极大频繁模式．

关键词　不确定图；数据挖掘；随机游走；极大频繁模式
中图法分类号ＴＰ１８　　　犇犗犐号：１０．３７２４／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０１０．０１３８７

犚犃犓犐犖犌：犃狀犈犳犳犻犮犻犲狀狋犓犕犪狓犻犿犪犾犉狉犲狇狌犲狀狋犘犪狋狋犲狉狀犕犻狀犻狀犵犃犾犵狅狉犻狋犺犿狅狀
犝狀犮犲狉狋犪犻狀犌狉犪狆犺犇犪狋犪犫犪狊犲

ＨＡＮＭｅｎｇ１）　ＺＨＡＮＧＷｅｉ２）　ＬＩＪｉａｎＺｈｏｎｇ１），２）
１）（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犎犲犻犾狅狀犵犼犻犪狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犎犪狉犫犻狀　１５００８０）

２）（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犎犪狉犫犻狀犐狀狊狋犻狋狌狋犲狅犳犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犎犪狉犫犻狀　１５０００１）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ａｎｕｎｃｅｒｔａｉｎｇｒａｐｈｃａｎｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｌａｒｇｅｎｕｍｂｅｒｏｆｐｏｓｓｉｂｌｅｇｒａｐｈｉｎｓｔａｎｃｅｓ．Ｔｈｉｓ
ｇｒｅａｔｌｙｒｅｄｕｃｅｓｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｅｘｉｓｔｉｎｇｆｒｅｑｕｅｎｔｐａｔｔｅｒｎｍｉｎｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｔｈｅｐａｐｅｒｐｒｏｐｏｓｅｓ
ａｒａｎｄｏｍｗａｌｋｂａｓｅｄ犓ｍａｘｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｔｐａｔｔｅｒｎｍｉｎｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｎｕｎｃｅｒｔａｉｎｇｒａｐｈｓｅｔ．Ｆｉｒｓｔ
ｌｙ，ｅａｃｈｕｎｃｅｒｔａｉｎｇｒａｐｈｉｓｃｏｎｖｅｒｔｅｄｔｏａｇｒａｐｈｗｉｔｈｏｕｔｕｎｃｅｒｔａｉｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ．Ｃａｎｄｉｄａｔｅｆｒｅ
ｑｕｅｎｔｐａｔｔｅｒｎｓａｒｅｒｅｔｒｉｅｖｅｄｆｒｏｍｔｈｅｃｏｎｖｅｒｔｅｄｇｒａｐｈｓｅｔ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｃａｎｄｉｄａｔｅｆｒｅｑｕｅｎｔｐａｔｔｅｒｎｓ
ａｒｅｔｒａｎｓｆｏｒｍｅｄｔｏｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｕｎｃｅｒｔａｉｎｇｒａｐｈｐａｔｔｅｒｎａｎｄｓｅａｒｃｈｉｎｇｓｐａｃｅｏｆｍａｘｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｔ
ｐａｔｔｅｒｎｓａｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄａｓｗｅｌｌ．Ｆｉｎａｌｌｙ，犓ｍａｘｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｔｐａｔｔｅｒｎｓａｒｅｓｅｌｅｃｔｅｄｆｒｏｍａｌｌｍａｘ
ｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｔｐａｔｔｅｒｎｓｅｑｕｉｐｒｏｂａｂｌｙ．Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅ
ｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙｒｅｔｒｉｅｖｅｔｈｅ犓ｍａｘｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｔｐａｔｔｅｒｎｓｏｆａｎｕｎｃｅｒｔａｉｎｇｒａｐｈ
ｓｅｔ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｕｎｃｅｒｔａｉｎｇｒａｐｈ；ｄａｔａｍｉｎｉｎｇ；ｒａｎｄｏｍｗａｌｋ；ｍａｘｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｔｐａｔｔｅｒｎ

１　引　言
图模型被广泛应用于描述化学信息学、生物信

息学、医学和社会科学等领域的科学数据．如何高效
地实现图数据集上的数据挖掘已成为数据库研究领
域的热点问题之一．在实际应用中，很多图数据是以
不确定的形式存在的．例如，生物信息学中，由于对



基因及蛋白质的测量和实验手段存在着人为或客观
的误差，使一些分子结构或片段的属性无法确定．同
时，研究对象的结构及组成有时也会不断发生动态
变化．因此，在这些以图模型描述的数据对象中，结
点和边的属性值通常在一定值域内满足某种概率分
布，而边的存在性也通过概率进行表达．在社会网络
中，人与人的关系往往存在一定的不确定性；另外，
在化学及医学数据中也都存在着类似的情况．因为
不确定性在日常生产和生活中广泛存在，所以针对
不确定图集合的数据挖掘方法的研究具有十分重要
的意义．然而，目前这类研究工作还非常少．

虽然目前已提出很多基于确定图模型的数据挖
掘方法［１１２］，但这些方法通常无法直接挖掘不确定
图数据集．设狀为不确定图的结点和边的总数．基于
可能世界模型，每个不确定图蕴含２狀个可能的图实
例．于是，整个不确定图数据集合蕴含了指数级的可
能图实例．以极大频繁模式挖掘为例，目前在确定图
上提出的极大频繁模式的挖掘方法通常都采用“两
步法”的方式：首先，获得全部频繁集；然后，在频繁
集上通过剪枝或二次挖掘获得所需的极大频繁模式
集．然而，在不确定图集合上直接使用这类算法则需
要枚举和遍历整个指数级的可能图实例空间来进行
图模式的分析，这无疑是十分低效的．另外，由于可
能图实例数量巨大，相应的频繁模式数目也会急剧
增加而难以分析．因此，如何选择输出合适的频繁图
模式，也是基于不确定图的频繁模式挖掘必须要解
决的问题．

针对不确定图集合上频繁模式挖掘所面临的挑
战，本文提出了一种基于随机游走的犓极大频繁
模式挖掘算法ＲＡＫＩＮＧ（ＲａｎｄｏｍｗＡｌｋｂａｓｅｄ
ＫｍａｘＩｍａｌｕＮｃｅｒｔａｉｎｆｒｅｑｕｅｎｔｐａｔｔｅｒｎｓｍｉｎｉｎＧ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ）．

不确定图上的极大频繁模式具有以下优点：首
先，一个不确定极大频繁模式蕴含了所有可能频繁
模式的不确定信息；其次，犓极大频繁模式虽然只
是频繁模式的一个小子集，但是它却代表了整个频
繁集的重要特征．不确定图数据集中的极大频繁模
式挖掘在科研和实际应用中具有十分重要的作用．
例如，分析蛋白质交互作用网络时，通过对极大频繁
模式的挖掘，生物学家可以很方便地获得出现最频
繁且最可能发生的各个子功能团的极大集．很多研
究工作只需在这个极大集上进行处理即可，不再需
要对数量巨大的频繁集进行复杂的分析．同时，极大
频繁模式也蕴含了各个可能存在的蛋白质功能团的

有关信息．
ＲＡＫＩＮＧ算法主要包括以下３个步骤：
１．挖掘候选频繁子图模式．将不确定图集合中的每个

不确定图转换为一个对应的确定图．然后，在转换后的确定
图集合上使用挖掘算法获取候选频繁子图模式．接下来再将
所获得的频繁子图模式恢复为不确定图．在预处理过程中，
该算法避免枚举指数级的可能图实例，从而有效地减小了搜
索空间．

２．生成随机游走空间．首先，随机选择一个预处理后的
候选频繁模式．然后，以这个模式为起点，构建带有权值的模
式增长空间，形成合适的随机游走空间．

３．获得犓极大频繁模式．在搜索空间上进行随机游
走，依据Ａｐｒｉｏｒｉ性质有效剪枝并判断当前模式是否为极大
频繁模式．若是则输出该模式，否则继续随机游走．

需要注意的是，ＲＡＫＩＮＧ算法只输出犓个极
大频繁模式．若不确定图数据集的极大频繁模式多
于犓个，则算法在极大频繁模式集中以相同概率随
机选择犓个极大频繁模式输出．于是，ＲＡＫＩＮＧ算
法既提供了输出模式数量的调节机制，也给出了输
出模式的选择方法．

综上所述，本文的主要贡献如下：
（１）设计了无需枚举所有可能图实例的候选频

繁模式预处理机制；
（２）将难于处理的不确定图转换为有效的确定

模型进行处理，并通过算法后续工作恢复其不确定
信息．

本文第２节综述相关研究工作；第３节定义不
确定图数据集上的极大频繁模式问题；第４节提出
基于随机游走的Ｋ极大频繁模式挖掘算法ＲＡＫ
ＩＮＧ；第５节给出实验结果；第６节总结本文工作．

２　相关工作
在图的频繁模式挖掘工作中，确定图上的

ＡＧＭ［１］、ＦＳＧ［２］及Ｙａｎ提出的ｇＳｐａｎ［３］等都是针对
频繁集进行挖掘的方法．因以上方法得到的结果集
往往过大且不具有典型性，人们已经逐渐开始关注
有约束的频繁模式挖掘算法：Ｔｉａｎ［４］及Ｃｈｅｎ［５］提出
在宏观上对原有数据进行聚类或抽取，减小搜索空
间后，再进行频繁集挖掘的算法；针对具体的约束，
ＣｌｏｓｅＧｒａｐｈ［６］是基于ｇＳｐａｎ编码挖掘闭模式的有效
算法；ＦＯＧＧＥＲ［７］提出了频繁的“生成子子图”概
念，挖掘频繁集的一个子集；近期Ｙａｎ的Ｌｅａｐ［８］和
ＳｉｇＧｒａｐｈ［９］都是针对符合用户定义ｐ＿ｖａｌｕｅ的显著
模式进行挖掘的算法．
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在确定图上针对极大频繁模式的有关工作中，
ＳＰＩＮ［１０］首先从图数据集中挖掘出全部的频繁树，
然后再通过频繁树重新构建出各个极大频繁模式；
Ｍａｒｇｉｎ［１１］先将图数据组织成格，在搜索的同时不断
对搜索空间进行剪裁以减少子图同构的计算，从而
更易获得极大频繁模式．但是，因为不确定图的频繁
子树也是不确定的，而且不确定图蕴含的全部确定
子图空间巨大，即使进行一定的剪裁也很难有效枚
举，所以这两种方法都不可以直接应用于不确定图．

随机化的算法因可在大规模数据上高效执行被
广泛应用．在确定图上，ＯＲＩＧＡＭＩ［１２］通过随机化方
法解决了获得有代表性模式的问题，但其输出不具
有一致性，多次迭代后结果中仍可能漏掉一些重要
模式．ＭＵＳＫ［１３］方法则通过随机游走获得极大频繁
模式集．近期，Ｈａｓａｎ在原有工作基础上提出利用随
机游走对各类带约束模式进行挖掘的通用方法［１４］，
但以上方法对确定图进行的处理并没有考虑边及点
的不确定性，不能很好适用于不确定图．

对于不确定数据的研究近年也已有了很多成
果，如对不确定数据建模及管理的工作［１５１６］，文献
［１７］介绍了最新不确定数据的相关技术，但这些研
究仍然主要面向传统数据项．针对不确定图的研究
才刚刚开始，其中已有计算不确定图中的最可靠子
图［１８１９］，对不确定图进行高效ＴＯＰ犓查询［２０］等课
题．邹提出在不确定图上挖掘频繁模式的一些有效
算法［２１２３］：其中文献［２１］首先将不确定图的蕴含子
空间按边的大小组织为格的形式，然后在不断对空
间进行搜索的同时根据Ａｐｒｉｏｒｉ性质对搜索空间进
行剪枝，降低了子图同构次数，但由于其获得的是频
繁集，所以结果数量巨大，可利用性低，且该方法基
于枚举子空间，当数据量大时严重影响执行时间，不
能快速完成．至今为止，在不确定图的研究方面仍未
见针对极大频繁子模式的有关算法．本文综合考虑
不确定图的概率模型与随机方法的自身特点，提出
在不确定图上进行极大频繁模式挖掘的有效算法．

３　问题定义
可能世界模型被广泛用于不确定数据集的建模

中，在该模型中各元组的任一合法组合均构成可能
世界实例（ｉｎｓｔａｎｃｅ），实例的概率可通过相关元组的
概率计算得到，可能世界实例的数量远远高于不确
定数据集的规模．本文在可能世界模型的基础上对
不确定图进行建模．

定义１（不确定图）．　五元组犌＝（犞，犈，Σ，犾，狆），
其中犞是无向图的顶点集，犈犞×犞是边的集合，
Σ是标号集，犾是顶点标号分配函数，狆：犈→（０，１）是
边存在性的概率函数，是一个不确定图．

例１．　多个不确定图共同构成不确定图集，如
图１所示，在不确定图数据集中图结构不仅表示拓
扑信息，图上的每条边也都有一个概率值表示该边
的不确定概率信息；如图１，犌１的边（犃－犃）上权值
为０．８，表示该边以０．８概率存在．对于一个不确定
图犌，若其边犲１的存在概率狆（犲１）＝１，则表示边犲１一
定存在．

图１　一个不确定图数据集犇示例
对一个有｜犈｜条边的不确定图，其所蕴含的确

定子图数为２｜犈｜．如图２所示为不确定图数据集中
一个子模式犕１（见图３）的８个蕴含子图（犕１有
３条边，则其蕴含子图的２３＝８个）．

图２　不确定图犕１的蕴含子图
定义２（子图同构）．　确定图犵＝（犞，犈，Σ，犾，狆）

与犵′＝（犞′，犈′，Σ′，犾′，狆′）子图同构，当且仅当其满
足一个单射函数犳：犞→犞′记为犵!犵′使得

狏∈犞，犾（狏）＝犾′（犳（狏）） （１）
（狌，狏）∈犈，（犳（狌），犳（狏））∈犈′ （２）

如果犵和犵′满足犵!犵′且｜犞犵｜≠｜犞犵′｜，则称犵真子
图同构于犵′，记为犵犵′．

确定图犵是不确定图集犇的子图模式，当且仅
当犵子图同构于犇中至少一个不确定图犌中蕴含
的某个确定图．若犵的边数为犽，所同构的犌蕴含的
确定图为犵′，则当犵犵′，｜犈犵｜＋１＝｜犈犵′｜时，我们
称犵′是犵的直接超模式，犵是犵′的直接子模式．
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定义３（频繁子图模式）．　对于不确定图的图
集犇，用户指定最小支持度阈值犿犻狀狊狌狆，狆犵表示子
图发生的概率，狊狌狆（犵，犇）表示确定图犵在犇中发
生的期望支持度，使

δ（犵，狆犵，犌）＝狆犵
，犵子图同构于图犌的概率

０，犵非子图同构于图｛ 犌
（３）

狊狌狆（犵，犇）＝∑犌犻∈犇δ（犵，狆犵，犌犻） （４）
设频繁模式集为

!

，若狊狌狆（犵，犇）犿犻狀狊狌狆，则犵∈!

，
犵是!

的频繁子图模式．
定义４（极大频繁模式）．　设犉为频繁模式集，

"

为极大频繁模式集，称狆′是一个极大频繁模式
（狆′∈犕）当且仅当
狊狌狆（狆′）＞犿犻狀狊狌狆，狆!狆′，狆∈犉，狆′≠狆　（５）
例２．　如图３所示，犿犻狀狊狌狆＝１，犕１，犕２为不

确定图集犇中的两个极大频繁模式．在犕１中，其支
持度为各边概率之积：狊狌狆（犕１）＝［狆（犈（犃－犃））×
狆（犈（犃－犅））×狆（犈（犃－犆））］×狀＝０．８×０．６×
０．７×３＝１．００８．狊狌狆（犕１）＞犿犻狀狊狌狆，但当为犕１添
加任意一条边后其支持度都小于犿犻狀狊狌狆，则判定
犕１为极大频繁模式，显然，其极大频繁模式的所有
子模式都是频繁的．

图３　不确定图集犇中的极大频繁子图

为了叙述方便，下文如无特殊说明所提图皆为
不确定图．在本文所建立的模型中，顶点和边都存在
不确定性，但由于顶点的存在依赖于边，而边的属性
则由边的两个顶点决定，所以本文所探讨的边不带
标号．这也与现实情况相符，在蛋白质网络，若已知
一种分子结构时不能确定其分子特征，如果在结构
的基础上确定了顶点的信息，则两顶点间的关系属
性亦可确定，这是因为不同顶点上分子键的特性决
定了边的属性．

本文研究在不确定图数据集中获得一致（各极
大频繁模式以期望概率输出）的犓极大频繁模式的
挖掘问题．具体定义为

输入：一个由大量不确定图构成的不确定图数据

集犇＝｛犌１，犌２，…，犌狀｝和期望支持度阈值犿犻狀狊狌狆，
所需获得的极大频繁模式个数为Ｋ．

输出：在不确定图中以一致概率输出所有极大
频繁模式中的犓个．

４　基于随机游走的图挖掘算法
算法主要由３个步骤构成：第１步将不确定意

义下的图模型抽象为确定性空间，利用已有的确定
性频繁图挖掘算法进行预处理，从而有效减小搜索
空间；这一步骤使用的传统图挖掘算法与以往工作
不同，传统的不确定图挖掘方法是先将不确定空间
全部枚举，再在枚举出的确定空间内进行挖掘，本文
则是在不考虑其不确定性的情况下进行挖掘，对不
频繁出现的模式进行有效剪枝，再恢复其不确定性．
算法第２步将频繁子图模式恢复为不确定图然后使
用剪枝后的模式空间构建成带有权值的随机游走空
间．第３步是在搜索空间上通过随机游走，不断检测
所经过状态代表的模式，当获得犓个极大频繁模式
时，输出结果．
４．１　原始数据的预处理
４．１．１　在确定意义下进行数据预处理

定理１．　在一个不确定图数据集中，所有不确
定频繁模式是确定频繁模式的子集．

证明．　确定图是各边概率为１的不确定图，对
于不确定图犵１其期望支持度为狊狌狆（犵１，犇）＝
∑犌犻∈犇δ（犵１，狆犵１，犌犻），若不考虑不确定性，等价于对于每
一个模式犵，其支持度为δ（犵，１，犌犻），狆犵１为犵１的存在
概率，由狆犵１１，显然δ（犵，狆犵，犌犻）δ（犵，１，犌犻），所
以确定意义下获得的频繁图是不确定意义下的
超集．

在本步骤中，将不确定空间抽象为确定的图
集，使用对确定图进行挖掘的算法将支持度较低
的模式剪枝．本文采用当前较高效的ｇＳｐａｎ算法并
加以多种优化，在对原始数据进行预处理的执行
过程同时记录各个频繁模式在确定意义下的支持
度等信息．
４．１．２　恢复确定意义下的频繁模式的不确定性

本小节将恢复４．１．１节所得频繁模式的不确定
性，并计算其在不确定意义下的期望支持度，对于模
式狆，其期望支持度为各个模式存在概率与确定意
义下支持度狀狌犿狊狌狆之积，即∏犾犻∈狆狆犾犻×狀狌犿狊狌狆．
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算法１．　ＩｎｉｔＤａｔａＳｅｔ．
输入：不确定数据集犇，期望支持度阈值犿犻狀狊狌狆
输出：处理后带有期望支持度信息的频繁模式
１．使用经优化的ｇＳｐａｎ处理犇中分离了不确定性的各

个模式，并将确定意义下所得支持度等信息存储于各频繁
模式；

２．恢复各确定意义下频繁模式的不确定性，使用式（４）
计算各个频繁模式在不确定意义下的期望支持度，若达不到
不确定意义下的支持度阈值犿犻狀狊狌狆则剪枝；

３．输出预处理后的结果集犇′．
算法１的时间复杂度分析：ｇＳｐａｎ算法时间复

杂度为犗（２狀·２狀），是指数级别的算法，但其保存了
频繁子图犌的子图同构列表，有效地减少了同构次
数，更为重要的是，在本算法中此处的狀仅是不确定
图数据集抽取了不确定性后的数据规模，相较于不
确定集概率空间内狀的指数级的确定子图，其规模
已减小了指数级别，设狀′为所获得的频繁模式数
目，在算法１其它步骤中所需的时间复杂度仅为遍
历各个频繁子图的时间犗（狀′）．
４．２　构建犠＿犛犃犌有效搜索空间

马尔可夫的平稳分布，是满足
Π＝π犘 （６）

的概率分布Π，其中π是一个大小为｜犛｜的行向量，
稳态分布是矩阵犘以１为特征值的特征向量，如果
一个链到达了平稳分布，那么它在所有未来时间都
保持这个分布．我们用π（犻）表示向量的第犻分量，若
一个马尔可夫链是可逆的，则满足

π（狌）犘（狌，狏）＝π（狏）犘（狏，狌），狌，狏∈犛（７）
如果马尔可夫链的状态空间犛是图犌（犞，犈）的顶点
集，对于任意两个顶点狌，狏∈犞，（狌，狏）∈犈意味着
犘（狌，狏）＝０，这个过程称为在图犌上的随机游走．
ＲＡＫＩＮＧ算法模拟一个有限的马尔可夫链（每个节
点一个状态）．使用加权状态增长图Ｗ＿ＳＡＧ
（ＷｅｉｇｈｔｅｄＳｔａｔｕｅＡｄｄｉｔｉｏｎＧｒａｐｈ）作为状态转移
空间．在Ｗ＿ＳＡＧ中的每一个点表示一个确定意义
下的频繁模式，每个点都是被选做极大频繁模式的
候选集（各点由ＤＦＳ编码［３］），Ｗ＿ＳＡＧ中的每条边
表示频繁模式的一个可能的一条边的增长，图自顶
向下构建，Ｗ＿ＳＡＧ的顶部是被默认为频繁的Φ
模式．

例３．　如图４所示Ｗ＿ＳＡＧ图的顶部为空，向
下依次为增长一条边后产生的模式，底部为经过剪
枝后确定意义下的频繁模式，最终的犓极大频繁模
式就在Ｗ＿ＳＡＧ图中产生，底部的两个模式正是我
们在图１中所示的不确定图数据集犇的极大频繁
模式．

图４　Ｗ＿ＳＡＧ图原始模型示例
算法２．　建立Ｗ＿ＳＡＧ．
输入：算法１预处理后的输出集犇′，局部规模犿
输出：围绕当前节点构建Ｗ＿ＳＡＧ搜索空间
１．在犇′中随机选择一个频繁模式狆；
２．从该模式出发，获得其全部的直接子模式及直接超

模式；建立狆与所有直接超模式和直接子模式的指针，构建
Ｗ＿ＳＡＧ；

３．构建完成；输出Ｗ＿ＳＡＧ．
算法２的时间复杂度分析：输入图数据集的规

模为狀′，由于算法２在每一次执行时并不对狀′的空
间进行处理，而只是在狀′集的局部进行用于随机游
走Ｗ＿ＳＡＧ空间的构建，构建过程中按边的不断增
长将各个模式编号且存储于一个类似格的空间中，
并对各层间按图的边数排序，设各模式的平均大小
为｜狆狀｜，则狆将被分解为至多ＭＡＸ（｜犈｜）（最长边
数）层，每层的规模至多为｜狆狀｜，总的时间复杂度为
犗（｜狆狀｜×ＭＡＸ（｜犈｜）×ｌｏｇ｜狆狀｜）．

在Ｗ＿ＳＡＧ构建的过程中，本算法的一个重要
的特点就是在局部而非全局构建Ｗ＿ＳＡＧ，这将极
大提高算法的效率，算法随机地选择一个预处理后
的频繁模式，将以该模式作为当前中心点构建
Ｗ＿ＳＡＧ，当随机游走到达某无更下一层节点的状态
时若判断其为极大频繁模式则输出，否则剪枝并回
溯，继续游走．对Ｗ＿ＳＡＧ的局部构建有效地减少了
对全局数据进行处理的时间和空间消耗．
４．３　有效获得犓极大频繁模式

定理２．　Ｗ＿ＳＡＧ具有Ａｐｒｉｏｒｉ性质．
证明．　由Ｗ＿ＳＡＧ的构建原理可知，自顶向

下，下一层节点中的模式是其上一层与其有边相联
节点的超模式，上一层节点是其有边相联节点的子
模式，如果一个顶点所代表的模式是极大频繁模式，
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则其所有上层节点都是频繁但非极大频繁模式；若
某一节点模式不是极大频繁模式则必有其直接或间
接下层节点为极大频繁模式，得证． 证毕．

根据Ｗ＿ＳＡＧ的Ａｐｒｉｏｒｉ性质，可以在随机游
走的过程中不断对搜索空间进行有效的剪枝．

随机游走所获得的极大频繁模式往往由于度的
大小不同而出现度较大的模式更容易被访问的情
况，而其它度较小的模式则不能被等有效地输出，本
文所指的高效一致获得极大子图，就是将各种度不
同的极大频繁模式按其期望大小产生．直观上度越
大的模式就越容易在随机游走过程中到达，这也是
建立Ｗ＿ＳＡＧ模型的基础．Ｗ＿ＳＡＧ的加权性体现
为通过为各边赋合适的权值，使各模式存在的期望
与随机游走的转移概率相联系．

引理１．　ＲＡＫＩＮＧ在Ｗ＿ＳＡＧ上的随机游走
将收敛于平稳分布．

证明．　首先，频繁模式的数量是有限的，所以
Ｗ＿ＳＡＧ是有限的；第二，由于Ｗ＿ＳＡＧ的底部是
模式，图中任何一个模式都可以到达，所以对于
Ｗ＿ＳＡＧ中任意两点狌，狏都至少存在一条可达的路
径，可推出其是不可约的；最后，因为Ｗ＿ＳＡＧ是一
个多阶段的模式增长图（每一层都是具有大小相同
的模式），于是有可能会出现随机游走在同一个模式
的各个子层循环游走，这时Ｗ＿ＳＡＧ就产生了周期
性，但是这种周期性可以通过为图中每个顶点加入
概率为１／２的自环而消除，此时图Ｗ＿ＳＡＧ必为遍
历的．由于任意有限、不可约且遍历的马尔可夫链都
具有收敛于平稳分布的性质［２４］，所以，命题得证．

证毕．
对于图犌（犞，犈），｜犞｜＝狀，狑（犪，犫）∈犠０为边

（犪，犫）∈犈的权值，我们假定狑（犪，犫）＝狑（犫，犪），则
转移概率为

　犘（狌，狏）＝

１／２， 如果狌＝狏
狑（狌，狏）
∑狓∈犪犱犼（狌）狑（狌，狓）

，如果狏∈犪犱犼（犼）

０，
烅

烄

烆 其它

（８）

引理２．　一个顶点的稳态概率与该点所有邻
边权值之和成正比［１３］．

定义顶点的权：

狑（狌，狏）＝
１， 如果狌，狏都不是极大频繁模式
狆／犱狓，狓∈（狌，狏）中的极大频繁模式
０，
烅
烄

烆 其它情况
（９）

式中狆定义为极大频繁模式的期望支持度．

定理３．　ＲＡＫＩＮＧ所提出的极大频繁模式生
成方法使所有的极大频繁模式按其期望比例输出．

证明．　由引理１知Ｗ＿ＳＡＧ必收敛于平稳分
布，引理２证明极大频繁模式的稳态概率与其相邻
边权之和成比例，根据权的定义，对于极大频繁模式
狏其相邻边权值和为∑狌∈犪犱犼（狏）犱狌×狆犱狌＝狆，设常数狆是
极大频繁模式的期望，命题得证． 证毕．

图５　Ｗ＿ＳＡＧ图上的随机游走

例４．　图５所示构建后的Ｗ＿ＳＡＧ，计算其稳
态分布时各个状态的稳态概率，（１）为各边不加权的
情况，可以看到最后处于状态９和１０的概率恰好是
其度数的比０．０９／０．０６＝３／２；在（２）中设两个极大
频繁模式的期望相同，使用式（９）计算可知：稳态时
处于９和１０的概率相等，在情况（３）中，设处于状态
９、１０两个极大频繁模式的期望分别为犮＝６和
犱＝１２，那么计算后可得稳态时处于两状态的概率
分别为０．１６和０．３０，当迭代次数增大时，趋近于犮
与犱的比例．

算法３．　ＲＡＫＩＮＧ．
输入：不确定数据集犇，支持度阈值犿犻狀狊狌狆，所要获得

的极大频繁模式个数犓
输出：犓极大频繁模式
１．使用算法１进行预处理；
２．使用算法２构建Ｗ＿ＳＡＧ；
３．按式（８）、（９）计算转移矩阵和各权值；
４．在Ｗ＿ＳＡＧ上进行随机游走，并依Ａｐｒｉｏｒｉ性质，不

断对搜索空间进行裁剪，若判断为极大频繁模式时输出，输
出犓次后算法结束．

算法３分析：ＲＡＫＩＮＧ算法的主要运行时间用
于预处理及构建Ｗ＿ＳＡＧ，在随机游走过程中，相当
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于对各个构建的Ｗ＿ＳＡＧ进行一次自顶向下的游
动，其最大层数不会超过该模式的边数｜犈｜，属于常
数时间，复杂度为犗（２狀·２狀）＋犗（狀′）＋犗（｜狆狀｜×
ＭＡＸ（｜犈｜）×ｌｏｇ｜狆狀｜），总的时间复杂度为犗（狀２）．

ＲＡＫＩＮＧ算法可以获得犓极大频繁模式，此
处参数犓是原数据集中极大频繁模式个数的子集，
当犓值很大时，算法的执行时间会急剧增长，如果
原数据集中仅有小于犓个极大频繁模式，算法会在
迭代多次后自动终止，在实验部分我们将讨论犓值
对结果的影响以及算法可支持的有效犓值．

算法提出等概率输出各个极大频繁模式，是以
文中定理３为基础，在算法执行过程中，我们在整个
图集上以等概率选择一个模式进行扩展，构建随机
游走的空间，这相当于在图集上等概率取得一个划
分，由于划分后游走过程也是随机进行的，虽然可能
出现划分大小不同的情况，但是对于每个极大频繁
模式，其被产生的机会都是等同的．在实验部分我们
也会就所输出结果的质量进行讨论．

５　实验结果
我们利用实验考察本文算法的执行效率、不同

数据规模对算法的影响以及随机算法所获结果的质
量．所有算法都在ＳＴＬ库支持下用Ｃ＋＋实现，
ＥｃｌｉｐｓｅＣＤＴ下Ｇ＋＋编译器通过．用于实验的计算
机具有ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２Ｄｕｏ１．６６ＧＨｚＣＰＵ和２ＧＢ内
存，运行Ｗｉｎｄｏｗｓ７操作系统旗舰版．

由于未见在不确定图数据集上进行极大频繁模
式挖掘的相关算法，且在确定图上的挖掘算法与本
文解决的问题缺乏可比性，本文主要是在不同规模
及不同参数条件下验证理论分析的结果及算法执行
的效率．ＲＡＫＩＮＧ算法的实验数据集有两组，本文
使用文献［３］中描述的两个分别拥有３４０和４２２个
图的数据集，在进行不确定性处理后构成本实验使
用的数据集空间．不确定性处理的参数有犪狏犲狉犪犵犲
及犱，分别描述了所赋概率的平均值和各值在平均
值上下浮动的范围．

不确定性处理过程如下：扫描数据集中所有不
确定图，使用随机数产生器以犪狏犲狉犪犵犲为均值，犱为
浮动范围对每个图的每条边进行赋值，将不确定的
概率值存入各个图的信息中．

实验１．　首先考察在期望支持度阈值犿犻狀狊狌狆
变化的情况下ＲＡＫＩＮＧ算法的执行时间，取犓＝
５，使用两个数据集对算法执行的时间进行考察．

结果分析：从图６中可以看出当支持度增加后

其执行速度有很大的提升，这是由于随着支持度的
增加，其频繁模式的数量急剧减少，数据预处理的时
间减少．

图６　执行时间与支持度阈值关系
实验２．　我们通过实验考察参数犓值对算法执

行时间的影响，我们取一个数据集为Ｃｈｅｍｉｃａｌ３４０，
犿犻狀狊狌狆＝８０，调整犓的取值，可得如图７所示结果．

图７　执行时间与参数犓的关系
在这一部分实验中我们预处理后共获得１３２个

确定意义下的频繁模式，恢复其不确定性数量虽然
有所增加但其理想的极大频繁模式也只有６７个，经
过算法第２、３步骤处理后可以观察到，当犓值增加
到８以后，算法执行时间明显加长，这是因为算法随
机选择一个频繁模式作为增长点，当犓值增大时，
迭代次数加多，执行时间加长．但是我们统计犓＝
２，迭代４０次后的输出结果发现，只发生了４次的重
叠，这说明算法所获得极大频繁模式是分布均匀的，
可以获得有效输出，根据实验我们得出，若图数据集
中所有的极大频繁模式数为犿，当犓＜２犿／３时都能
获得重复率较低、分布均匀的极大频繁模式集．

实验３．　考察当犿犻狀狊狌狆＝５０，犓＝５时，两组
数据中不同的输入规模对算法执行时间的影响．

结果分析：如果将第１步骤的时间如图８（ｂ）与
整个算法执行的时间如图８（ａ）在算法中分离，可知
算法的多数时间花费在预处理的工作上，预处理
后，不同规模上的数据获得犓极大频繁模式的时
间是相近的，这是由于算法使用局部构造及随机
游走的方式，只需获得全局数据的部分信息即可
得到正确结果．
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图８　整个算法执行时间与图数量关系

６　结　论
本文研究了不确定图数据集上的犓极大频繁

模式挖掘问题，提出了不确定图数据集上基于随机
游走的犓极大频繁子模式挖掘算法ＲＡＫＩＮＧ，
ＲＡＫＩＮＧ将随机游走与不确定模式的不确定性相
结合，解决了不确定图蕴含子空间大且难于挖掘的
问题．实验结果表明本文提出的算法能够高效地获
得不确定图集合中的犓极大频繁模式．
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