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合取范式３可满足问题的局部搜索近似算法
朱大铭　马绍汉　张平平
（山东大学计算机科学技术学院　济南　２５０１０１）

摘　要　合取范式最大可满足问题是理论计算机科学的核心问题．局部搜索被许多求解实践证明是解答合取范式
最大可满足问题十分有效的方法，但未见关于局部搜索算法解答该问题性能分析的结果．文中讨论最大３可满足
问题（Ｍａｘ（３）Ｓａｔ）的局部搜索算法并分析算法性能．证明Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的一位跳变局部搜索算法的近似性能
比为４／３；证明一位跳变局部搜索后跟有条件全体跳变算法，解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的近似性能比为５／４．设计一位
跳变加全体跳变的新局部搜索算法，证明新算法解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的近似性能比为８／７．将８／７近似局部搜索
算法推广为解答Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题的局部搜索算法，证明算法的近似性能比为（２犽＋２）／（２犽＋１），犽４．设计解答
Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题的两位跳变局部搜索算法，证明两位跳变局部搜索算法的近似性能比为１＋１／（２犽＋１＋犽（犽－１）／
（狀－犽）），犽４．局部搜索算法经多次运行可进一步提高求解性能．文中结果显示，局部搜索算法在合取范式最大可
满足问题求解实践中表现出高性能，有其必然性．
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１　引　言
合取范式最大可满足问题是理论计算机科学的

核心问题．由布尔变量集合与项（ｃｌａｕｓｅ）集合给定
的布尔表达式即是合取范式．合取范式最大可满足
问题要求计算布尔变量赋值，使可满足的项数目
最大．该问题简称为ＭａｘＳａｔ．因ＭａｘＳａｔ是ＮＰ
Ｈａｒｄ［１］，且是ＭａｘＳＮＰＨａｒｄ［２］，因此其近似算法
和实用算法设计研究成为该问题研究的重心．
Ｊｏｈｎｓｏｎ最先设计了解答ＭａｘＳａｔ问题的近似算
法，并证明算法的近似性能比为２［３］．Ｃｈｅｎ、Ｆｒｉｅｓｅｎ、
Ｚｈｅｎｇ证明Ｊｏｈｎｓｏｎ算法的近似性能比实际为
３／２［４］．Ｙａｎｎａｋａｋｉｓ于１９９４年给出解答ＭａｘＳａｔ问
题的随机算法，平均近似性能比为４／３．Ｇｏｅｍａｎｓ与
Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ利用线性规划松弛法，给出一个更为简
单的随机近似算法［５］，其近似性能比仍为４／３．

限制项含有字母数的ＭａｘＳａｔ子问题，在Ｍａｘ
Ｓａｔ问题研究中占有重要位置，也是计算机科学工
作者最早尝试讨论算法与复杂性所研究的问题之
一．本文将每个项含有不多于犽个字母的ＭａｘＳａｔ
子问题称为Ｍａｘ犽Ｓａｔ问题；将每个项含有不少于
犽个字母的ＭａｘＳａｔ子问题称为Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问
题．早在１９７４年，Ｊｏｈｎｓｏｎ就设计了Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ
问题的组合近似算法，近似性能比为２犽／（２犽－１）［３］．
实际上，为每个布尔变量以１２概率随机赋值犜或犉
的方法，解答Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ的平均近似性能比即为
２犽／（２犽－１）［６］．Ｇｏｅｍａｎｓ与Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ于１９９５年
给出了解答Ｍａｘ２Ｓａｔ问题的１．１３９近似随机算
法［７］，他们所采用的半定规划松弛法突破了原有近
似算法的设计，进一步提高了算法性能．Ｆｅｉｇｅ与
Ｇｏｅｍａｎｓ利用同样方法进一步将算法的近似性能
比改进为１．０７４［８］．利用半定规划松弛法也可适当
改进解答ＭａｘＳａｔ问题的算法性能．Ｇｏｅｍａｎｓ与
Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ将解答ＭａｘＳａｔ问题算法的近似性能
比改进为１．３２［７］，Ａｓａｎｏ与Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ又将算法近

似性能比改进为１．２５４［９］．
Ｔｒｅｖｉｓａｎ、Ｓｏｒｋｉｎ、Ｓｕｄａｎ与Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ将

Ｍａｘ３Ｓａｔ归约为Ｍａｘ２Ｓａｔ，得到Ｍａｘ３Ｓａｔ问题
的１．２４８近似算法［１０］，Ｔｒｅｖｉｓａｎ又将解答Ｍａｘ３
Ｓａｔ问题的近似性能比改进为１．２１１，并将解答
ＭａｘＳａｔ问题的近似性能比改进为１．２５［１１］．

另一方面，Ｈａｓｔａｄ证明：若Ｐ≠ＮＰ，则每个项
均含有恰好３个字母的ＭａｘＳａｔ子问题不能多项式
时间近似到小于８／７［１２］．因此若Ｐ≠ＮＰ，则Ｍａｘ３
Ｓａｔ问题和Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题均不能多项式时间近
似到小于８／７．而为布尔变量随机赋值的简单算法
解答每个项均含有３个字母的ＭａｘＳａｔ子问题，恰
好使平均近似性能比达到８／７．Ｋａｒｌｏｆｆ与Ｚｗｉｃｋ给
出解答Ｍａｘ３Ｓａｔ问题的半定规划松弛法，解答可
满足Ｍａｘ３Ｓａｔ实例的近似性能比能够达到
８／７［１３］，后来他们证明该方法解答任意Ｍａｘ３Ｓａｔ
实例的近似性能比也为８／７［１４］．Ｈａｌｐｅｒｉｎ与Ｚｗｉｃｋ又
给出了解答Ｍａｘ４Ｓａｔ问题的半定规划松弛算法，
近似性能比为１．１４７［１４］．
Ｊｏｈｎｓｏｎ算法是我们所知解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问

题性能最好的确定近似算法；Ｋａｒｌｏｆｆ与Ｚｗｉｃｋ给出
的半定规划松弛法是我们所知解答Ｍａｘ３Ｓａｔ问题
性能最好的随机近似算法．实际上前述近似算法中，
仅有Ｊｏｈｎｓｏｎ算法为确定算法．其他算法均为随机
近似算法，因此算法近似性能比均为平均近似性能
比．因为随机算法去随机过程的时间复杂性太大，这
些算法的实用性仍显不足．

以寻找问题精确解为目标的实用算法设计研究
在ＭａｘＳａｔ求解实践中同样显示出活力，这样的算
法可分为回溯搜索法和局部最优搜索法两大类．回
溯算法要得到精确解，总不能摆脱指数时间或弱指
数时间复杂性［１５１６］．

多数程序设计者更倾向于采用局部搜索方法设
计解答ＭａｘＳａｔ、Ｍａｘ犽Ｓａｔ及Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题的
求解算法，这是因为局部搜索算法步骤简单，且实际
求解经验表明，局部搜索算法的求解性能往往十分理
想．最早的ＭａｘＳａｔ局部搜索算法研究可追溯到
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Ｇｕ［１７］与Ｓｅｌｍａｎ等［１８］的求解实验以及Ｐａｐａｄｉｍｉｔｒｉ
ｏｕ［１９］与Ｋｏｕｔｓｏｕｐｉａｓ［２０］的理论分析．ＭａｘＳａｔ问题
局部搜索算法的基本步骤为：（１）随机为布尔变量
赋初值；（２）重复修正部分布尔变量赋值，以改善当
前解质量，直到不能修正为止．这种局部搜索算法需
要重新选择初始赋值，多次运行，才能保证以较大概
率获得ＭａｘＳａｔ精确解［２１］．另一类局部搜索算法，
其修正布尔变量赋值的步骤也是随机的，可保证算
法只需选择一次初始赋值，就可概率为１地获得
ＭａｘＳａｔ精确解［２２］．合取范式可满足问题的算法及
其复杂性的其他研究结果可见文献［２３２５］．

虽然实践表明局部搜索算法的求解性能十分理
想，但未见有人给出过局部搜索算法解答ＭａｘＳａｔ
问题及其子问题的性能分析结果．本文研究解答
Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的局部搜索算法，并分析算法的
求解性能．证明一位跳变局部搜索算法解答
Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的近似性能比为４／３；证明一位跳
变加全体跳变的局部搜索算法解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问
题的近似性能比为５／４；在前述性能分析的基础上，
设计一个解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的新局部搜索算
法，证明新局部搜索算法的近似性能比为８／７．我们
可针对３个算法分别给出Ｍａｘ（３）Ｓａｔ实例，使算
法解答它们的近似性能比恰好达到前面所证明的近
似性能比．根据Ｈａｓｔａｄ的反面结果，新算法所能达
到的近似性能比‘８／７’，是多项式时间能够逼近
Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的最好近似性能比．另外可将解
答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的８／７近似局部搜索算法推广
为解答Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题的局部搜索算法，近似性
能比为（２犽＋２）／（２犽＋１），犽４．最后设计解答
Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题的两位跳变局部搜索算法，证明
算法近似性能比为１＋ １

２犽＋１＋犽（犽－１）／（狀－犽），
犽４．

本文局部搜索算法可以运行多次，从中寻找最
好的解．因为每次运行的近似性能比最大为８／７，所
以多次运行后，算法得到的解往往十分接近最优或
已经是最优解．Ｊｏｈｎｓｏｎ算法虽然解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ
问题的近似性能比也为８／７，但算法每次运行只能
得到同样的解．随机算法虽然通过去随机过程可以
保证算法能够达到其平均近似性能比８／７，但去随
机的时间复杂性太高，影响算法的实用性．

第２节给出解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的一位跳变
局部搜索算法，证明其近似性能比为４／３；第３节给

出Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的一位跳变后跟全体跳变局部
搜索算法，证明其近似性能比为５／４；第４节仍然利
用一位跳变和全体跳变，设计解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问
题的新局部搜索算法，证明其近似性能比为８／７；
第５节利用解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的局部搜索方
法，设计解答Ｍａｘ（犽４）Ｓａｔ问题的局部搜索算
法；第６节分析两位跳变局部搜索算法的性能．

２　一位跳变的４／３近似局部搜索算法
Ｍａｘ（３）ＳＡＴ问题形式化描述为
实例．布尔变量集合犝＝｛狌１，…，狌狀｝，项集合

犆＝｛犆１，…，犆犿｝，每个项均含有不少于３个布尔变
量字母．犆狋＝｛狓［狋，１］，…，狓［狋，犽狋］｝，其中狓［狋，犼］∈
｛狌１，…，狌狀，狌－１，…，狌－狀｝，１狋犿，１犼犽狋，犽狋３．

询问．求犝中布尔变量的赋值犪：犝→｛犜，犉｝，
最大化｜｛犆狋：犪（狓［狋，１］）∨…∨犪（狓［狋，犽狋］）＝犜｝｜．

在Ｍａｘ（３）ＳＡＴ实例中，狌犻和狌－犻均被称为布尔
变量字母，狌犻（狌－犻）称为狌－犻（狌犻）的反变量或反变量字
母，１犻狀．布尔变量赋值也称为布尔变量字母赋
值．犪（狓［狋，犼］）表示由犪为犝中布尔变量赋值后，布
尔变量字母狓［狋，犼］的取值．

为表述简单，我们总是假设每个项含有３个布
尔变量字母，并只针对这种问题实例给出算法和性
能分析．适当修改算法即可用于解答那些每个项含
有不少于３个字母的Ｍａｘ（３）Ｓａｔ实例，近似性能
比分析的结论仍然成立．

设犝的赋值犪使犪（狓［狋，１］）∨犪（狓［狋，２］）∨
犪（狓［狋，３］）＝犜，则称犆狋被犪满足．下面也直接称犆狋
被满足为犆狋满足，犆狋不被满足为犆狋不满足．若一个
项同时含有狌犻和狌－犻，则无论狌犻怎样赋值，这个项均
被满足，因此下面总是假设Ｍａｘ（３）ＳＡＴ实例中，
任意项均不同时含有狌犻和狌－犻．

定义１．　给定布尔变量赋值犪（犝），若项犆狋含
有布尔变量字母狌犻且犪（狌犻）＝犜，或犆狋含有布尔变量
字母狌－犻且犪（狌犻）＝犉，称犆狋被犪（狌犻）满足；若项犆狋含
有布尔变量字母狌犻且犪（狌犻）＝犉，或犆狋含有布尔变量
字母狌－犻且犪（狌犻）＝犜，称犆狋不被犪（狌犻）满足．将犆狋被
犪（狌犻）满足简记为犪（犆狋，狌犻）＝犜，犆狋不被犪（狌犻）满足
简记为犪（犆狋，狌犻）＝犉．若犆狋不含有布尔变量字母狌犻，
则记犪（犆狋，狌犻）＝犖．
犆狋被犪（狌犻）满足，则犆狋肯定被犪（犝）满足．考虑
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如下的局部搜索方法：先任意选择犝中布尔变量的
赋值，然后选择一个布尔变量将其赋值取反，以增加
犆中被满足的项数目．重复选择布尔变量并将赋值
取反的步骤，一直进行到不存在布尔变量，将其赋值
取反可增加犆中被满足的项数目为止．将这种方法
称为解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的一位跳变算法．

设犆［犼，犜］表示被犪（狌犼）满足，但不被其它布尔
变量赋值满足的项集合，犆［犼，犉］表示不被犪（狌犼）满
足，且不满足的项集合，即犆［犼，犜］＝｛犆狋｜犪（犆狋，狌犼）＝
犜，犪（犆狋，狌狓）∈｛犉，犖｝，狓≠犼｝，犆［犼，犉］＝｛犆狋｜
犪（犆狋，狌犼）＝犉，犪（犆狋，狌狓）∈｛犉，犖｝，狓≠犼｝，１犼
狀．为布尔变量赋值的一位跳变局部搜索算法如下．

算法１．　狅狀犲犳犾犻狆（犝，犆）．
１．犪（狌犽）←犚犪狀犱｛犜，犉｝，１犽狀；
２．Ｗｈｉｌｅ（存在狌犼，使｜犆［犼，犜］｜＜｜犆［犼，犉］｜）ｄｏ
３．　　犪（狌犼）←犪（狌犼）；
４．ＥｎｄＷｈｉｌｅ
５．Ｒｅｔｕｒｎ犪（犝）．
算法中，犚犪狀犱｛犜，犉｝表示随机选择‘犜’或‘犉’

的函数．算法的Ｗｈｉｌｅ循环中，执行一次语句３的变
量赋值取反操作，则犆［犼，犉］中的项由不满足变为
满足，犆［犼，犜］中的项由满足变为不满足，满足的项
数目至少增加１．因犆中只有犿个项能被满足，所以
算法Ｗｈｉｌｅ循环一定能够结束．对于每个布尔变量，
计算犆［·，犜］和犆［·，犉］的时间复杂性为犗（犿），所以
算法在Ｗｈｉｌｅ循环中找到一个狌犼满足｜犆［犼，犜］｜＜
｜犆［犼，犉］｜的时间复杂性为犗（犿狀）．每循环一次，被
满足的项数目至少增加１，所以算法时间复杂性为
犗（犿２狀）．下面分析算法的性能．

引理１．　算法结束时，得到布尔变量赋值
犪（犝），对于每个狌犼，１犼狀，总有｜犆［犼，犜］｜
｜犆［犼，犉］｜．

证明．　若存在狌犼，满足｜犆［犼，犜］｜＜｜犆［犼，犉］｜，
由Ｗｈｉｌｅ循环的条件可知算法循环不会结束．

证毕．
引理２．　设算法结束时，被犪（犝）满足的项集

合为犛［犪］，则｜犛［犪］｜∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，犜］｜．

证明．　设犆狋＝｛狓［狋，１］，狓［狋，２］，狓［狋，３］｝∈
犛［犪］，狓［狋，犼］∈｛狌１，…，狌狀，狌－１，…，狌－狀｝，犼∈｛１，２，３｝．

若犆狋中至少有两个布尔变量字母取值为犜，则
狓［狋，１］，狓［狋，２］，狓［狋，３］中每个字母赋值取反，犆狋仍
然满足；其它字母赋值取反，不影响犆狋的可满足性．
所以由犆［犼，犜］的定义可知，犆狋犆［犼，犜］，１犼狀．

若犆狋中只有一个布尔变量字母取值为犜，不妨
设犪（狓［狋，１］）＝犜，则仅当狓［狋，１］赋值取反时，犆狋由
满足变为不满足．设狓［狋，１］∈｛狌犼，狌－犼｝，则犆狋∈
犆［犼，犜］，但对于狓≠犼，犆狋犆［狓，犜］，即犆狋最多出
现在一个犆［犼，犜］中，所以｜犛［犪］｜∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，犜］｜．

证毕．
引理３．　设算法结束时，不被犪（犝）满足的项

集合为犖犛［犪］，则∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，犉］｜３｜犖犛［犪］｜．

证明．我们证明犖犛［犪］中的每个项在
犆［１，犉］，…，犆［狀，犉］中至少出现３次，即任意犆狋∈
犖犛［犪］，存在至少３个正整数犼１，犼２，犼３，使犆狋∈
犆［犼１，犉］，犆狋∈犆［犼２，犉］，犆狋∈犆［犼３，犉］．

设犆狋＝｛狓［狋，１］，狓［狋，２］，狓［狋，３］｝∈犖犛［犪］，
犪（狓［狋，１］）＝犉，犪（狓［狋，２］）＝犉，犪（狓［狋，３］）＝犉．
狓［狋，１］或狓［狋，２］或狓［狋，３］赋值取反，犆狋会由不满足
变为满足，犪（犆狋，狓［狋，１］）＝犪（犆狋，狓［狋，２］）＝
犪（犆狋，狓［狋，３］）＝犜．设狓［狋，１］∈｛狌犼１，狌－犼１｝，狓［狋，２］∈
｛狌犼２，狌－犼２｝，狓［狋，３］∈｛狌犼３，狌－犼３｝，则犆狋∈犆［犼１，犉］，

犆狋∈犆［犼２，犉］，犆狋∈犆［犼３，犉］．所以∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，犉］｜

３｜犖犛［犪］｜． 证毕．
定理１．　设算法结束时，被犪（犝）满足的项集

合为犛［犪］，则｜犛［犪］｜３４｜犆｜．
证明．　由引理２、引理１和引理３得

｜犛［犪］｜∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，犜］｜∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，犉］｜３｜犖犛［犪］｜

（１）
所以，｜犆｜＝｜犛［犪］｜＋｜犖犛［犪］｜４３｜犛［犪］｜，

即｜犛［犪］｜３４｜犆｜． 证毕．
由定理１可知，算法狅狀犲犳犾犻狆（·）解答Ｍａｘ

（３）Ｓａｔ问题的近似性能比不大于４／３．
例．犝＝｛狌１，狌２，狌３｝，犆＝｛犆１＝｛狌１，狌２，狌３｝，

犆２＝｛狌－１，狌２，狌３｝，犆３＝｛狌１，狌－２，狌３｝，犆４＝｛狌１，
狌２，狌－３｝｝．当犪（狌１）＝犪（狌２）＝犪（狌３）＝犉时，算法
狅狀犲犳犾犻狆（·）得到一个局部最优解，犆１不能被犪（犝）
满足，犆２，犆３，犆４均被满足，算法解答这个实例的近
似性能比恰为４／３．

若Ｍａｘ（３）Ｓａｔ实例中，某些项含有多于３个
布尔变量字母，算法狅狀犲犳犾犻狆（·）并不需要任何改
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变，即可解答这样的实例，近似性能比仍为４／３．

３　一位跳变加全体跳变５／４近似局部
搜索算法
一个项犆狋被满足，其中的３个布尔变量字母可

能有１个字母赋值为犜，或有两个字母赋值为犜，或
有３个字母赋值为犜．还可观察到，前面定义的
犆［犼，犜］（１犼狀）中仅含有一个字母赋值为犜而
被犪（犝）满足的项．为更准确地度量被满足的项数
目，我们根据一个项中含有的被赋值为‘犜’的字母
数目，进一步将项分类．

定义２．给定Ｍａｘ（３）Ｓａｔ实例犝，犆，设
犪：犝→｛犜，犉｝为布尔变量赋值，犆狋∈犆为任意含有
犽狋（３）个字母的项．对于犼，０犼犽狋，若犆狋中有犼
个布尔变量字母赋值为犜，另外字母赋值为犉，则称
犆狋关于犪（犝）是犼满足的．

一个项是０满足即这个项不被满足；一个项是
犼（１）满足的，则这个项肯定被满足．若一个项含
有的所有布尔变量字母均被赋值为犜，则称这个项
为全满足的；若一个项被满足，但不是全满足的，则
称这个项为半满足的．

利用全满足和不满足的项可以因布尔变量赋值
全体跳变而相互转化，可给出解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问
题性能更好的算法．下面仍然假设每个项总含有
３个布尔变量字母．

设犪（犝）为犝的赋值，仍然设犛［犪］和犖犛［犪］分
别表示被犪（犝）满足和不被犪（犝）满足的项集合，其
中设犛［犪，１］、犛［犪，２］、犛［犪，３］分别表示关于犪（犝）
是１满足、２满足和３满足的项集合．显然犛［犪］＝
犛［犪，１］∪犛［犪，２］∪犛［犪，３］．

引理４．　任给布尔变量赋值犪（犝），犪－（犝）是
犪（犝）中每个布尔变量赋值均取反得到的布尔变量
赋值，则犛［犪，１］＝犛［犪－，２］，犛［犪，２］＝犛［犪－，１］，
犛［犪，３］＝犖犛［犪－］，犖犛［犪］＝犛［犪－，３］．

证明．　考察犆狋＝｛狓［狋，１］，狓［狋，２］，狓［狋，３］｝，
若犆狋∈犛［犪，１］，不妨设犪（犆狋，狓［狋，１］）＝犜，则
犪（犆狋，狓［狋，２］）＝犉，犪（犆狋，狓［狋，３］）＝犉．将犝中布尔
变量赋值全部取反，得到犪－（犆狋，狓［狋，１］）＝犉，犪－（犆狋，
狓［狋，２］）＝犜，犪－（犆狋，狓［狋，３］）＝犜．所以犆狋关于犪－（犝）
是２满足的．每个关于犪－（犝）为２满足的项均可由
关于犪（犝）为１满足的项其布尔变量赋值取反得
到．所以犛［犪，１］＝犛［犪－，２］．同理可证：犛［犪，２］＝

犛［犪－，１］，犛［犪，３］＝犖犛［犪－］，犖犛［犪］＝犛［犪－，３］．
证毕．

推论１．　任给布尔变量赋值犪（犝），则必有
｜犛［犪，３］｜｜犖犛［犪］｜或｜犛［犪－，３］｜｜犖犛［犪－］｜．

证明．　若｜犛［犪，３］｜｜犖犛［犪］｜，则结论成立．
否则由引理４的结论立即得到｜犛［犪－，３］｜＝
｜犖犛［犪］｜＞｜犛［犪，３］｜＝｜犖犛［犪－］｜． 证毕．

由引理４和推论１，可以在一位跳变局部搜索
结束后，利用所有布尔变量赋值全部取反，进一步改
善算法性能．

算法２．　犪犾犾犳犾犻狆（犝，犆）．
１．调用狅狀犲犳犾犻狆（犝，犆）得到布尔变量赋值犪（犝）；
２．Ｉｆ（｜犛［犪，３］｜｜犖犛［犪］｜）ｔｈｅｎ犫（犝）←犪（犝）；
３．　Ｅｌｓｅ犫（犝）←犪－（犝）；
４．Ｅｎｄｉｆ
５．Ｒｅｔｕｒｎ犫（犝）
因为算法狅狀犲犳犾犻狆（·）一定结束，所以该算法

也必定结束．调用狅狀犲犳犾犻狆（·）得到布尔变量赋值
犪（犝），计算犛［犪，１］、犛［犪，２］、犛［犪，３］、犖犛［犪］的时
间复杂性为犗（犿），所以执行算法步２～５的时间复
杂性为犗（犿）．所以算法时间复杂性与狅狀犲犳犾犻狆（·）
的时间复杂性相同，为犗（犿２狀）．犿，狀分别为Ｍａｘ
（３）ＳＡＴ实例中项数目和布尔变量数目．下面分析
算法犪犾犾犳犾犻狆（·）的性能．

引理５．　设算法犪犾犾犳犾犻狆（·）得到的布尔变量
赋值为犫（犝），则｜犛［犫，１］｜＋｜犛［犫，２］｜３｜犖犛［犫］｜．

证明．　设调用算法狅狀犲犳犾犻狆（·）得到的布尔变
量赋值为犪（犝），由犆［犼，犜］的定义可知，对于任意犼，
１犼狀，有犛［犪，３］∩犆［犼，犜］＝且犛［犪，２］∩
犆［犼，犜］＝，犛［犪，１］中的每个项包含在一个且仅
一个犆［犼，犜］中，所以引理２的结论可更确切地表

示为｜犛［犪，１］｜＝∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，犜］｜，即｜犛［犪，１］｜＋

｜犛［犪，２］｜∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，犜］｜．因此由定理１的证明可

得到｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜３｜犖犛［犪］｜．由引理４
和推论１知，｜犛［犫，１］｜＋｜犛［犫，２］｜＝｜犛［犪，１］｜＋
｜犛［犪，２］｜，｜犖犛［犪］｜｜犖犛［犫］｜．所以｜犛［犫，１］｜＋
｜犛［犫，２］｜３｜犖犛［犫］｜． 证毕．

定理２．　设算法犪犾犾犳犾犻狆（·）得到的布尔变量
赋值为犫（犝），犛［犫］和犖犛［犫］为被犫（犝）满足和不被
犫（犝）满足的项集合，则｜犛［犫］｜４５｜犆｜．
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证明．　由算法２～４步的条件语句和推论１可
知，｜犛［犫，３］｜｜犖犛［犫］｜．由引理５，｜犛［犫，１］｜＋
｜犛［犫，２］｜３｜犖犛［犫］｜．所以｜犛［犫］｜＝｜犛［犫，１］｜＋
｜犛［犫，２］｜＋｜犛［犫，３］｜４｜犖犛［犫］｜．所以｜犛［犫］｜
４
５｜犆｜． 证毕．

由定理２可知，算法犪犾犾犳犾犻狆（·）的近似性能比
为５／４．

例．犝＝｛狌１，狌２，狌３｝，犆＝｛犆１＝｛狌１，狌２，狌３｝，
犆２＝｛狌－１，狌２，狌３｝，犆３＝｛狌１，狌－２，狌３｝，犆４＝｛狌１，狌２，
狌－３｝，犆５＝｛狌－１，狌－２，狌－３｝｝．当犪（狌１）＝犪（狌２）＝犪（狌３）＝
犉时，算法犪犾犾犳犾犻狆（·）得到一个局部最优解，犆１不
被犪（犝）满足，犆２、犆３、犆４和犆５均被犪（犝）满足，算法
解答这个实例的近似性能比恰为５／４．

若Ｍａｘ（３）Ｓａｔ实例中存在含有多于３个字母
的项，则在算法犪犾犾犳犾犻狆（·）中，应比较全满足与不
满足的项数目，决定是否将所有布尔变量赋值取反．
所有布尔变量赋值有条件取反的步骤，使得全满足
项的数目不少于不满足项的数目，且不改变半满足
项的数目，半满足的项数目仍然不少于不满足项数
目的３倍．所以算法解答这种实例的近似性能比仍
不大于５／４．

４　一位跳变加全体跳变８／７近似局部
搜索算法
前面算法考虑的布尔变量赋值所满足的项，仍

然未能包括２满足的项．下面假设每个项均含有３
个布尔变量字母，我们利用一位跳变，最大化１满足
和２满足项集合的局部搜索方法，改善算法性能．

给定布尔变量赋值犪（犝）．选择任意一个布尔变
量赋值取反，任意项犆狋的可满足性变化有如下
性质：

（１）若犆狋∈犖犛［犪］，则犆狋仍为不满足或变为
１满足，不可能变为２满足或３满足；

（２）若犆狋∈犛［犪，１］，则犆狋仍为１满足或变为
２满足或不满足，不可能变为３满足；

（３）若犆狋∈犛［犪，２］，则犆狋仍为２满足或变为
１满足或３满足，不可能变为不满足；

（４）若犆狋∈犛［犪，３］，则犆狋仍为３满足或变为
２满足，不可能变为１满足或不满足．

由此，设犆［犼，０］表示将犪（狌犼）取反，由不满足变
为１满足的项集合；犆［犼，１］表示将犪（狌犼）取反，由

１满足变为不满足的项集合；犆［犼，２］表示将犪（狌犼）
取反，由２满足变为３满足的项集合；犆［犼，３］表示
将犪（狌犼）取反，由３满足变为２满足的项集合．即
犆［犼，０］＝｛犆狋｜犆狋∈犖犛［犪］，犪（犆狋，狌犼）＝犉｝　（２）
犆［犼，１］＝｛犆狋｜犆狋∈犛［犪，１］，犪（犆狋，狌犼）＝犜｝　（３）
犆［犼，２］＝｛犆狋｜犆狋∈犛［犪，２］，犪（犆狋，狌犼）＝犉｝　（４）
犆［犼，３］＝｛犆狋｜犆狋∈犛［犪，３］，犪（犆狋，狌犼）＝犜｝　（５）

其中，１犼狀．一个布尔变量赋值取反跳变，最大化
１满足和２满足项集合的算法如下．

算法３．　狅狀犲犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（犝，犆）．
１．犪（狌犽）←犚犪狀犱｛犜，犉｝，１犽狀；
２．Ｗｈｉｌｅ（存在狌犼，使｜犆［犼，１］｜＋｜犆［犼，２］｜＜

｜犆［犼，０］｜＋｜犆［犼，３］｜）ｄｏ
３．　犪（狌犼）←犪（狌犼）；
４．ＥｎｄＷｈｉｌｅ
５．Ｒｅｔｕｒｎ犪（犝）
算法的Ｗｈｉｌｅ循环中，执行一次语句３的变量

赋值取反操作，则犆［犼，０］中的项由不满足变为１
满足；犆［犼，３］中的项由３满足变为２满足；犆［犼，１］
中的项由１满足变为不满足；犆［犼，２］中的项由２
满足变为３满足，１满足与２满足的项数目之和至
少增加１．因犆中只有犿个项，所以算法Ｗｈｉｌｅ循环
一定能够结束．对于每个布尔变量，计算｜犆［犼，·］的
时间复杂性为犗（犿），所以算法在Ｗｈｉｌｅ循环中找
到一个狌犼满足｜犆［犼，１］｜＋｜犆［犼，２］｜＜｜犆［犼，０］｜＋
｜犆［犼，３］｜的时间复杂性为犗（犿狀）．每循环一次，
１满足和２满足的项数目至少增加１，所以算法时
间复杂性为犗（犿２狀）．下面再分析算法的性能．

引理６．　设算法狅狀犲犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（犝，犆）得到
布尔变量赋值犪（犝），则对于任意狌犼，有｜犆［犼，１］｜＋
｜犆［犼，２］｜｜犆［犼，０］｜＋｜犆［犼，３］｜．

证明．　若存在狌犼，满足｜犆［犼，１］｜＋｜犆［犼，２］｜＜
｜犆［犼，０］｜＋｜犆［犼，３］｜，由算法的循环条件可知
Ｗｈｉｌｅ循环不会结束． 证毕．

引理７．　设算法结束时得到布尔变量赋值

犪（犝），则｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜＝∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，１］｜＋

∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，２］｜．
证明．　设犆狋＝｛狓［狋，１］，狓［狋，２］，狓［狋，３］｝，

狓［狋，犼］∈｛狌１，…，狌狀，狌－１，…，狌－狀｝，犼∈｛１，２，３｝．若犆狋∈
犛［犪，１］，不失一般性，设犪（狓［狋，１］）＝犜，犪（狓［狋，２］）＝
犪（狓［狋，３］）＝犉．当且仅当狓［狋，１］赋值取反时，犆狋变
为不满足，其它布尔变量赋值取反，犆狋仍为１满足或
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变为２满足，设狓［狋，１］∈｛狌犼，狌－犼｝，则犆狋∈犆［犼，１］，
但对于狓≠犼，犆狋犆［狓，１］，即犆狋出现在一个且仅一
个犆［犼，１］中，所以｜犛［犪，１］｜＝∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，１］｜．同理可

证｜犛［犪，２］｜＝∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，２］｜．即有｜犛［犪，１］｜＋

｜犛［犪，２］｜＝∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，１］｜＋∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，２］｜．证毕．

引理８．　设算法结束时得到布尔变量赋值

犪（犝），则３｜犛［犪，３］｜＋３｜犖犛［犪］｜＝∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，３］｜＋

∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，０］｜．
证明．　我们证明任意犆狋∈犖犛［犪］，存在３个

且仅３个正整数犼１，犼２，犼３，使犆狋∈犆［犼１，０］，犆狋∈
犆［犼２，０］，犆狋∈犆［犼３，０］．

设犆狋＝｛狓［狋，１］，狓［狋，２］，狓［狋，３］｝∈犖犛［犪］，
犪（狓［狋，１］）＝犪（狓［狋，２］）＝犪（狓［狋，３］）＝犉．只有
狓［狋，１］或狓［狋，２］或狓［狋，３］赋值取反，犆狋会由不满足
变为１满足，即犪（犆狋，狓［狋，１］）＝犪（犆狋，狓［狋，２］）＝
犪（犆狋，狓［狋，３］）＝犜．设狓［狋，１］∈｛狌犼１，狌－犼１｝，狓［狋，２］∈
｛狌犼２，狌－犼２｝，狓［狋，３］∈｛狌犼３，狌－犼３｝，则犆狋∈犆［犼１，０］，
犆狋∈犆［犼２，０］，犆狋∈犆［犼３，０］，而对于任意狓｛犼１，犼２，
犼３｝，有犪（犆狋，狌狓）＝犪（犆狋，狌－狓）＝犖，所以犆狋
犆［狓，０］．所以∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，０］｜＝３｜犖犛［犪］｜．同理可证

∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，３］｜＝３｜犛［犪，３］｜．所以，∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，０］｜＋

∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，３］｜＝３｜犖犛［犪］｜＋３｜犛［犪，３］｜． 证毕．
定理３．　设算法结束时得到布尔变量赋值

犪（犝），则｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜６ｍｉｎ｛｜犖犛［犪］｜，
｜犛［犪，３］｜｝．

证明．　由引理７、引理６和引理８得

｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜＝∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，１］｜＋∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，２］｜

∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，０］｜＋∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，３］｜

＝３｜犖犛［犪］｜＋３｜犛［犪，３］｜
６ｍｉｎ｛｜犖犛［犪］｜，｜犛［犪，３］｜｝ （６）

定理得证． 证毕．
由定理３，若｜犛［犪，３］｜｜犖犛［犪］｜，则算法狅狀犲

犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（·）得到的解犪（犝），使１满足与２满
足的项数目之和至少为不满足项数目的６倍．但若

｜犛［犪，３］｜＜｜犖犛［犪］｜，如｜犛［犪，３］｜＝０，则算法得到
的解只能保证１满足和２满足的项数目不少于不
满足项数目的３倍．在算法中增加所有布尔变量赋
值有条件取反的步骤，可使算法的近似性能比达到
８／７．

算法４．　犪犾犾犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（犝，犆）．
１．调用狅狀犲犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（犝，犆）得到布尔变量赋值
犪（犝）；

２．Ｉｆ（｜犛［犪，３］｜｜犖犛［犪］｜）ｔｈｅｎ犫（犝）←犪（犝）；
３．　Ｅｌｓｅ犫（犝）←犪－（犝）；
４．Ｅｎｄｉｆ
５．Ｒｅｔｕｒｎ犫（犝）
该算法的时间复杂性仍为犗（犿２狀），我们不再

具体分析算法的时间复杂性．
引理９．　设算法犪犾犾犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（·）得到的

布尔变量赋值为犫（犝），则｜犛［犫，３］｜｜犖犛［犫］｜．
证明．　观察算法犪犾犾犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（·）的步２～

４，由引理４和推论１即得｜犛［犫，３］｜｜犖犛［犫］｜．
定理４．　设算法犪犾犾犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（·）得到的

布尔变量赋值为犫（犝），则｜犛［犫］｜７８｜犆｜．
证明．　设调用算法狅狀犲犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（·）得到

的布尔变量赋值犪（犝）．由引理４和推论１得，
｜犛［犫，１］｜＋｜犛［犫，２］｜＝｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜，由
引理９，｜犖犛［犫］｜＝ｍｉｎ｛｜犛［犫，３］｜，｜犖犛［犫］｜｝．所以
由定理３我们得到｜犛［犫］｜＝｜犛［犫，１］｜＋｜犛［犫，２］｜＋
｜犛［犫，３］｜６ｍｉｎ｛｜犛［犫，３］｜，｜犖犛［犫］｜｝＋
｜犛［犫，３］｜７｜犖犛［犫］｜．所以｜犛［犫］｜７８｜犆｜．证毕．

定理４说明算法犪犾犾犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（·）的近似性
能比为８／７．

例．设犝＝｛狌１，狌２，狌３，狌４，狌５，狌６｝，犆＝｛犆１，犆２，
犆３，犆４，犆５，犆６，犆７，犆８，犆９，犆１０，犆１１，犆１２，犆１３，犆１４，犆１５，
犆１６｝．每个项的布尔变量字母集表示如下：
犖犛［犪］犆１＝｛狌１，狌２，狌３｝，犆２＝｛狌４，狌５，狌６｝．
犛［犪，３］犆３＝｛狌－１，狌－２，狌－３｝，犆４＝｛狌－４，狌－５，狌－６｝．
犛［犪，１］犆５＝｛狌

－１，狌４，狌５｝，犆６＝｛狌－２，狌５，狌６｝，犆７＝｛狌－３，狌６，狌４｝，
犆８＝｛狌－４，狌１，狌２｝，犆９＝｛狌－５，狌２，狌３｝，犆１０＝｛狌－６，狌３，狌１｝．

犛［犪，２］犆１１＝｛狌１，狌
－４，狌－５｝，犆１２＝｛狌２，狌－５，狌－６｝，犆１３＝｛狌３，狌－６，狌－４｝，

犆１４＝｛狌４，狌－１，狌－２｝，犆１５＝｛狌５，狌－２，狌－３｝，犆１６＝｛狌６，狌－３，狌－１｝．

当犪（狌１）＝犪（狌２）＝犪（狌３）＝犪（狌４）＝犪（狌５）＝
犪（狌６）＝犉时，算法得到局部最优解，犖犛［犪］＝
｛犆１，犆２｝，犛［犪］＝｛犆３，…，犆１６｝，犛［犪］＝７８｜犆｜．但算
法的最优解可使所有项都被满足，算法解答这个实
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例的近似性能比恰为８／７．
若Ｍａｘ（３）Ｓａｔ实例中存在含有多于３个字母

的项，则在算法狅狀犲犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（·）中，应利用一
位跳变最大化半满足的项，从而可证明局部最优解
得到的布尔变量赋值所产生的半满足项数目，不少
于全满足和不满足项数目总和的３倍．因此在算法
犪犾犾犳犾犻狆犿犪狓３狊犪狋（·）中应比较全满足与不满足的项
数目，决定是否将所有布尔变量赋值取反．所有布尔
变量赋值有条件取反的步骤，使得全满足项的数目
不少于不满足项的数目，且不改变半满足的项数目．
因此半满足项与全满足项数目之和不少于不满足项
数目的７倍，算法近似性能比仍不大于８／７．

５　犕犪狓（犽）犛犪狋问题（２犽＋２）／（２犽＋１）
近似算法
每个项均含有不少于犽个布尔变量字母的

ＭａｘＳａｔ子问题即为Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题．不难推
知，算法狅狀犲犳犾犻狆（·）解答ＭａｘＳａｔ问题的近似性
能比为２，解答Ｍａｘ（２）Ｓａｔ问题的近似性能比为
３／２．算法犪犾犾犳犾犻狆（·）解答Ｍａｘ（２）Ｓａｔ问题的近
似能比为４／３．本节考虑犽４的情况，利用类似于
解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的局部搜索方法，给出解答
Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题的一位跳变后跟全体跳变的局
部搜索算法，使其近似性能比达到２犽＋２２犽＋１，下面总假
设犽４，且假设Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题实例中，每个项
均含有犽个布尔变量字母．不再讨论实例中存在含
有多于犽个字母项的情况．

设犆狋＝｛狓［狋，１］，狓［狋，２］，…，狓［狋，犽］｝，给定布
尔变量赋值犪（犝）．延用前面项关于（被）布尔变量赋
值犼满足的概念，０犼犽，其中０满足为不满足；
犽满足为全满足；［１～犽－１］满足均为半满足．另设
犛［犪，犼］为关于布尔变量赋值犪（犝）是犼满足的项集
合．犛［犪］和犖犛［犪］为被犪（犝）满足和不被犪（犝）满足
的项集合．

给定Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题实例的布尔变量赋值
犪（犝），一个布尔变量赋值取反，任意项犆狋的可满足
性变化有如下性质：

（１）若犆狋∈犖犛［犪］，则犆狋仍为不满足或变为１
满足，不可能变为犼（２）满足．

（２）若犆狋∈犛［犪，犼］，１犼犽－１，则犆狋仍为犼满
足或变为（犼＋１）满足或（犼－１）满足，不可能变为
（犼＋狓）满足或（犼－狔）满足，２狓犽－犼，２狔犼．

（３）若犆狋∈犛［犪，犽］，则犆狋仍为犽满足或变为
（犽－１）满足，不可能变为（犽－狓）满足，２狓犽．

一个布尔变量赋值取反，对于满足２犼犽－２
的犼，犼满足的项不可能变为不满足或犽满足；不满
足或犽满足的项也不可能变为犼满足．由此我们仍
然假设犆［犼，０］表示将犪（狌犼）取反，由不满足变为１
满足的项集合；犆［犼，１］表示将犪（狌犼）取反，由１满
足变为不满足的项集合；犆［犼，犽－１］表示将犪（狌犼）取
反，由（犽－１）满足变为犽满足的项集合；犆［犼，犽］表
示将犪（狌犼）取反，由犽满足变为（犽－１）满足的项集
合．即

犆［犼，０］＝｛犆狋｜犆狋∈犖犛［犪］，犪（犆狋，狌犼）＝犉｝（７）
犆［犼，１］＝｛犆狋｜犆狋∈犛［犪，１］，犪（犆狋，狌犼）＝犜｝（８）

犆［犼，犽－１］＝｛犆狋｜犆狋∈犛［犪，犽－１］，犪（犆狋，狌犼）＝犉｝
（９）

　犆［犼，犽］＝｛犆狋｜犆狋∈犛［犪，犽］，犪（犆狋，狌犼）＝犜｝（１０）
其中，１犼狀．下面给出一个布尔变量赋值取反跳
变，最大化１满足至（犽－１）满足的项集合，然后所
有布尔变量赋值有条件取反的算法．

算法５．　犳犾犻狆犿犪狓犽狊犪狋（犝，犆）．
１．犪（狌犽）←犚犪狀犱｛犜，犉｝，１犽狀；
２．Ｗｈｉｌｅ（存在狌犼，使｜犆［犼，１］｜＋｜犆［犼，犽－１］｜＜
｜犆［犼，０］｜＋｜犆［犼，犽］｜）ｄｏ

３．　犪（狌犼）←犪（狌犼）；
４．ＥｎｄＷｈｉｌｅ
５．Ｉｆ（｜犛［犪，犽］｜｜犖犛［犪］｜）ｔｈｅｎ犫（犝）←犪（犝）；
６．　Ｅｌｓｅ犫（犝）←犪－（犝）；
７．Ｅｎｄｉｆ
８．Ｒｅｔｕｒｎ犫（犝）．
在算法Ｗｈｉｌｅ循环条件中，仅比较了１满足转

化为不满足和（犽－１）满足转化为犽满足项，与不满
足转化为１满足和犽满足转化为（犽－１）满足项的
数目，这是因为２满足至（犽－２）满足的项不可能
因一个布尔变量赋值取反转化为不满足或犽满足，
反之亦然．算法的Ｗｈｉｌｅ循环中，执行一次语句３的
变量赋值取反操作，则犆［犼，０］中的项由不满足变为
１满足；犆［犼，犽］中的项由犽满足变为（犽－１）满足；
犆［犼，１］中的项由１满足变为不满足；犆［犼，犽－１］
中的项由（犽－１）满足变为犽满足，［１～犽－１］满
足的项数目至少增加１．因犆中只有犿个项，所以算
法Ｗｈｉｌｅ循环一定能够结束．注意，执行一次语句３
的变量赋值取反操作，１满足和（犽－１）满足的项数
目未必一定增加，这是因为１满足的项可能变为
２满足；（犽－１）满足的项可能变为（犽－２）满足．对
于每个布尔变量，计算犆［犼，狓］的时间复杂性为
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犗（犽犿），１犼狀，狓∈｛０，１，犽－１，犽｝．算法在Ｗｈｉｌｅ
循环中找到一个狌犼满足｜犆［犼，１］｜＋｜犆［犼，犽－１］｜＜
｜犆［犼，０］｜＋｜犆［犼，犽］｜的时间复杂性为犗（犽犿狀）．每
循环一次，［１～犽－１］满足的项数目至少增加１，所
以算法时间复杂性为犗（犽犿２狀）．下面分析算法的近
似性能比．

引理１０．　设算法犳犾犻狆犿犪狓犽狊犪狋（犝，犆）步１～４
的Ｗｈｉｌｅ循环结束时，得到布尔变量赋值犪（犝），则对
于任意狌犼，｜犆［犼，１］｜＋｜犆［犼，犽－１］｜｜犆［犼，０］｜＋
｜犆［犼，犽］｜）．

证明．　若存在狌犼，满足｜犆［犼，１］｜＋｜犆［犼，
犽－１］｜＜｜犆［犼，０］｜＋｜犆［犼，犽］｜，由算法Ｗｈｉｌｅ循环
条件可知，Ｗｈｉｌｅ循环不会结束． 证毕．

引理１１．　给定布尔变量赋值犪（犝），所有布尔
变量赋值均取反得到犪－（犝），则犛［犪－，１］∪…∪
犛［犪－，犽－１］＝犛［犪，１］∪…∪犛［犪，犽－１］，犖犛［犪－］∪
犛［犪－，犽］＝犖犛［犪］∪犛［犪，犽］．

证明．　所有布尔变量赋值取反，犼满足的项变
为（犽－犼）满足，因１犼犽－１，所以犛［犪－，１］∪…∪
犛［犪－，犽－１］＝犛［犪，１］∪…∪犛［犪，犽－１］．同理
犖犛［犪－］∪犛［犪－，犽］＝犛［犪，］∪犛［犪，犽］． 证毕．

推论２．　设算法犳犾犻狆犿犪狓犽狊犪狋（·）得到布尔变
量赋值犫（犝），则｜犛［犫，犽］｜｜犖犛［犫］｜．

证明．　由算法步５～７和引理１１可知，
｜犖犛［犫］｜＝ｍｉｎ｛｜犖犛［犪］｜，｜犛［犪，犽］｜｝，｜犛［犫，犽］｜＝
ｍａｘ｛｜犖犛［犪］｜，｜犛［犪，犽］｜｝．所以｜犛［犫，犽］｜
｜犖犛［犫］｜． 证毕．

引理１２．　设算法结束时得到布尔变量赋值

犫（犝），则∑
犽－１

犼＝１
｜犛［犫，犼］｜∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，１］｜＋∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，

犽－１｜．
证明．　先证明算法步１～４的Ｗｈｉｌｅ循环结束

时，得到的布尔变量赋值犪（犝）满足∑
犽－１

犼＝１
｜犛［犪，犼］｜

∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，１］｜＋∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，犽－１］｜．

设犆狋＝｛狓［狋，１］，…，狓［狋，犽］｝，狓［狋，犼］∈
｛狌１，…，狌狀，狌－１，…，狌－狀｝，１犼犽．若犆狋∈犛［犪，１］，不
失一般性，设犪（狓［狋，１］）＝犜，犪（狓［狋，２］）＝…＝
犪（狓［狋，犽］）＝犉．当且仅当狓［狋，１］赋值取反时，犆狋变
为不满足，其它布尔变量赋值取反，犆狋仍为１满足
或变为２满足．设狓［狋，１］∈｛狌犼，狌－犼｝，则犆狋∈
犆［犼，１］，但对于狓≠犼，犆狋犆［狓，１］，即犆狋出现在一
个且仅一个犆［犼，１］中，另外犆［犼，１］中仅含有犛［犪，１］

中的项，所以｜犛［犪，１］｜＝∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，１］｜．同理可证

｜犛［犪，犽－１］｜＝∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，犽－１］｜．所以∑

犽－１

犼＝１
｜犛［犪，犼］｜

∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，１］｜＋∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，犽－１］｜．

由引理１１，∑
犽－１

犼＝１
｜犛［犫，犼］｜＝∑

犽－１

犼＝１
｜犛［犪，犼］｜，所以引

理得证． 证毕．
引理１３．　设算法结束时得到布尔变量赋值

犫（犝），则犽｜犛［犫，犽］｜＋犽｜犖犛［犫］｜＝∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，０］｜＋

∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，犽］｜．
证明．　先证明算法步１～４的Ｗｈｉｌｅ循环结束

时，得到的布尔变量赋值犪（犝）满足，犽｜犛［犪，犽］｜＋
犽｜犖犛［犪］｜＝∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，犽］｜＋∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，０］｜．

设犆狋＝｛狓［狋，１］，…，狓［狋，犽］｝∈犖犛［犪］，
犪（狓［狋，１］）＝…＝犪（狓［狋，犽］）＝犉．犆狋中每个布尔变
量字母赋值取反，犆狋会由不满足变为１满足，即
犪（犆狋，狓［狋，１］）＝…＝犪（犆狋，狓［狋，犽］）＝犜．设狓［狋，狔］∈
｛狌犼［狔］，狌－犼［狔］｝，则犆狋∈犆［犼［狔］，０］，１狔犽．而对于任
意狓｛犼［狔］：１狔犽｝，有犪（犆狋，狌狓）＝犪（犆狋，狌－狓）＝
犖，所以犆狋犆［狓，０］．所以∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，０］｜＝犽｜犖犛［犪］｜．

同理可证∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，犽］｜＝犽｜犛［犪，犽］｜．所以，∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，

０］｜＋∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，犽］｜＝犽｜犖犛［犪］｜＋犽｜犛［犪，犽］｜．

由引理１１得，｜犖犛［犪］｜＋｜犛［犪，犽］｜＝｜犖犛［犫］｜
＋｜犛［犫，犽］｜，所以引理得证． 证毕．

定理５．　设算法结束时得到布尔变量赋值
犫（犝），则∑

犽

犼＝１
｜犛［犫，犼］｜２犽＋１２犽＋２｜犆｜．

证明．　由引理１２、引理１０和引理１３得

∑
犽－１

犼＝１
｜犛［犫，犼］｜∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，１］｜＋∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，犽－１｜

∑
狀

犼＝１
｜犆［犼，０］｜＋∑

狀

犼＝１
｜犆［犼，犽］｜

＝犽｜犖犛［犫］｜＋犽｜犛［犫，犽］｜
２犽ｍｉｎ｛｜犖犛［犫］｜，｜犛［犫，犽］｜｝（１１）

由推论２，｜犖犛［犫］｜｜犛［犫，犽］｜，所以

∑
犽－１

犼＝１
｜犛［犫，犼］｜２犽ｍｉｎ｛｜犖犛［犫］｜，｜犛［犫，犽］｜｝

＝２犽｜犖犛［犫］｜ （１２）
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且有∑
犽

犼＝１
｜犛［犫，犼］｜＝∑

犽－１

犼＝１
｜犛［犫，犼］｜＋｜犛［犫，犽］｜

（２犽＋１）｜犖犛［犫］｜，所以∑
犽

犼＝１
｜犛［犫，犼］｜２犽＋１２犽＋２｜犆｜．

证毕．
由定理５可得，算法犳犾犻狆犿犪狓犽狊犪狋（·）的近似

性能比为２犽＋２２犽＋１．

６　两位跳变局部搜索算法
直观想法告诉我们，每次将多个布尔变量赋值

取反的局部搜索方法，能够尝试更多可能的布尔变
量赋值，因而可能获得更好的解．现在讨论每次选择
两个布尔变量赋值取反，解答Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题的
局部搜索方法．将这种方法称为两位跳变的局部搜
索算法．下面叙述中总假设犽３，每个项均含有犽
个布尔变量字母．

给定Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题实例：犝、犆和布尔变量
赋值犪（犝），犆中的项分为１满足，…，犽满足和不满
足，共犽＋１类，犛［犪，犼］为犼满足的项集合，
１犼犽，犖犛［犪］为不满足的项集合．另外假设
犆［犻，犼，狓］表示布尔变量狌犻和狌犼赋值取反，由狓满足
变为不满足或犽满足的项集合；犆［犻，犼，０］表示布尔
变量狌犻和狌犼赋值取反，由不满足变为狓满足的项集
合；犆［犻，犼，犽］表示布尔变量狌犻和狌犼赋值取反，由犽
满足变为狓满足的项集合，其中１狓犽－１．

为方便，假设犛［犪，１～犽－１］＝∪
犽－１

犼＝１
犛［犪，犼］；

犆［犻，犼，１～犽－１］＝∪
犽－１

狓＝１
犆［犻，犼，狓］．因对于犻，犼，犻≠犼，

犛［犪，犻］∩犛［犪，犼］＝，所以｜犛［犪，１～犽－１］｜＝

∑
犽－１

犼＝１
｜犛［犪，犼］｜，｜犆［犻，犼，１～犽－１］｜＝∑

犽－１

狓＝１
｜犆［犻，犼，狓］｜．

对于犽＝３和犽４两种情况，犛［犪，１～犽－１］和
犆［犻，犼，１～犽－１］中的项无法用统一形式表示，因而
算法性能也有所不同．我们先给出两位跳变解答
Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题算法的统一描述形式，再分犽＝３
和犽４两种情况分析算法的性能．

算法６．　狋狑狅犳犾犻狆犿犪狓犽狊犪狋（犝，犆）．
１．犪（狌犽）←犚犪狀犱｛犜，犉｝，１犽狀；
２．Ｗｈｉｌｅ（存在狌犼，使｜犆［犻，犼，１～犽－１］｜＜
｜犆［犻，犼，０］｜＋｜犆［犻，犼，犽］｜）ｄｏ

３．　犪（狌犻）←犪（狌犻）；犪（狌犼）←犪（狌犼）；
４．ＥｎｄＷｈｉｌｅ

５．Ｉｆ（｜犛［犪，犽］｜｜犖犛［犪］｜）ｔｈｅｎ犫（犝）←犪（犝）；
６．　Ｅｌｓｅ犫（犝）←犪－（犝）；
７．Ｅｎｄｉｆ
８．Ｒｅｔｕｒｎ犫（犝）．
算法的Ｗｈｉｌｅ循环执行一次，需要针对两个布

尔变量狌犻，狌犼分别计算项集合犛［犪，１］，…，犛［犪，犽］，
犖犛［犪］和犆［犻，犼，０］，…，犆［犻，犼，犽］，可在犗（犽犿）时
间内完成．每执行一次变量赋值取反操作，犛［犪，１～
犽－１］中的项数目至少增加１．因犆中只有犿个项，
所以算法Ｗｈｉｌｅ循环一定能够结束．算法在Ｗｈｉｌｅ
循环中找到两个布尔变量狌犻，狌犼满足｜犆［犻，犼，１～
犽－１］｜＜｜犆［犻，犼，０］｜＋｜犆［犻，犼，犽］｜的时间复杂性为
犗（犽犿狀２）．每循环一次，［１～犽－１］满足的项数目至
少增加１，所以算法时间复杂性为犗（犽犿２狀２）．

下面所采用的符号与前面相同，总假设犛［犪，·］
和犖犛［犪］表示算法Ｗｈｉｌｅ循环结束时，被赋值犪
（犝）满足的项集合和不被犪（犝）满足的项集合；
犛［犫，·］和犖犛［犫］表示算法结束时，被赋值犫（犝）满
足的项集合和不被犫（犝）满足的项集合．另外我们下
面只给出结论的简要证明．

引理１４．　布尔变量赋值犪（犝）满足：｜犆［犻，犼，
１～犽－１］｜｜犆［犻，犼，０］｜＋｜犆［犻，犼，犽］｜，犻≠犼，１犻，
犼狀．

证明．　若存在狌犻，狌犼，满足｜犆［犻，犼，１～犽－１］｜＜
｜犆［犻，犼，０］｜＋｜犆［犻，犼，犽］｜，由算法Ｗｈｉｌｅ循环条件
可知，Ｗｈｉｌｅ循环不会结束． 证毕．

（１）解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题的性能分析
引理１５．　布尔变量赋值犫（犝）满足
（狀－２）｜犛［犫，１］｜＋（狀－２）｜犛［犫，２］｜
＝∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
（｜犆［犻，犼，１］｜＋｜犆［犻，犼，２］｜）．

证明．　每个犛［犪，１］中的项在犆［犻，犼，１～２］中
出现１＋（狀－３）＝狀－２次；每个犛［犪，２］中的项在
犆［犻，犼，１～２］中出现１＋（狀－３）＝狀－２次．所以

（狀－２）｜犛［犪，１］｜＋（狀－２）｜犛［犪，２］｜
＝∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
（｜犆［犻，犼，１］｜＋｜犆［犻，犼，２］｜）．

由引理１１可知，｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜＝｜犛［犫，１］｜＋
｜犛［犫，２］｜．所以引理结论为真． 证毕．

引理１６．　布尔变量赋值犫（犝）满足
３（狀－２）｜犖犛［犫］｜＋３（狀－２）｜犛［犫，３］｜

＝∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
（｜犆［犻，犼，０］｜＋｜犆［犻，犼，３］｜）．

证明．　每个犖犛［犪］中的项在犆［犻，犼，０］中出现
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３＋３（狀－３）＝３（狀－２）次；每个犛［犪，３］中的项在
犆［犻，犼，３］中出现３＋３（狀－３）＝３（狀－２）次．所以

３（狀－２）｜犖犛［犪］｜＋３（狀－２）｜犛［犪，３］｜
＝∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
（｜犆［犻，犼，０］｜＋｜犆［犻，犼，３］｜）．

由引理１１可知，｜犖犛［犪］｜＋｜犛［犪，３］｜＝
｜犖犛［犫］｜＋｜犛［犫，３］｜，所以引理结论为真．证毕．

定理６．　算法结束时得到布尔变量赋值犫（犝），
则｜犛［犫］｜７８｜犆｜．

证明．　由引理１５、引理１４和引理１６得
（狀－２）｜犛［犫，１］｜＋（狀－２）｜犛［犫，２］｜
＝∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
（｜犆［犻，犼，１］｜＋｜犆［犻，犼，２］｜）

∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
（｜犆［犻，犼，０］｜＋｜犆［犻，犼，３］｜）

＝３（狀－２）｜犖犛［犫］｜＋３（狀－２）｜犛［犫，３］｜（１４）
又由算法５～７步的条件语句可知，｜犖犛［犫］｜
｜犛［犫，３］｜，所以
｜犛［犫，１］｜＋｜犛［犫，２］｜６ｍｉｎ｛｜犖犛［犫］｜，犛［犫，３］｜｝

＝６｜犖犛［犫］｜ （１５）
｜犛［犫］｜＝｜犛［犫，１］｜＋｜犛［犫，２］｜＋｜犛［犫，３］｜

７｜犖犛［犫］｜ （１６）
由｜犆｜＝｜犛［犫］｜＋｜犖犛［犫］｜，即得｜犛［犫］｜

７
８｜犆｜． 证毕．

由定理６我们知道，选择两个布尔变量赋值取
反跳变的局部搜索算法，在解答Ｍａｘ（３）Ｓａｔ问题
时，近似性能比仍为８／７．

（２）解答Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ（犽４）问题的性能分析
引理１７．　布尔变量赋值犪（犝）满足

（狀－犽）｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜＋｜犛［犪，犽－２］｜＋
（狀－犽）｜犛［犪，犽－１］｜＝∑

狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
｜犆［犻，犼，１～犽－１］｜．

证明．　若犽＝４，则
①每个犛［犪，１］中的项在犆［犻，犼，１］中出现狀－

４次；
②每个犛［犪，２］中的项在犆［犻，犼，２］中出现２次；
③每个犛［犪，３］中的项在犆［犻，犼，３］中出现狀－４

次．所以结论为真．
若犽５，则
①每个犛［犪，１］中的项在犆［犻，犼，１］中出现狀－

犽次；
②每个犛［犪，２］中的项在犆［犻，犼，２］中出现１次；
③每个犛［犪，犽－２］中的项在犆［犻，犼，犽－２］中出

现１次；
④每个犛［犪，犽－１］中的项在犆［犻，犼，犽－１］中出

现狀－犽次．所以结论为真． 证毕．
引理１８．　布尔变量赋值犪（犝）满足

（犽（狀－犽）＋犆２犽）｜犖犛［犪］｜＋（犽（狀－犽）＋犆２犽）｜犛［犪，犽］｜
＝∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
（｜犆［犻，犼，０］｜＋｜犆［犻，犼，犽］｜）．

证明．　每个犛［犪，０］中的项在犆［犻，犼，０］中出
现犽（狀－犽）＋犆２犽次；每个犛［犪，犽］中的项在犆［犻，犼，犽］
中出现犽（狀－犽）＋犆２犽）次．所以结论为真． 证毕．

当狀５时，只须枚举狀个布尔变量的２５种取
值，可得到Ｍａｘ（４）Ｓａｔ问题的精确解．另外若狀＝
犽，则只要犿＜２犽，即可给出布尔变量赋值，使所有项
都满足，而若犿＝２犽，则任意布尔变量赋值均为
Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题的精确解．

因此，下面总假设Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ问题实例满
足：①狀６；②若犽５，则狀犽＋１．我们在下面的
定理证明中，要求Ｍａｘ（犽）Ｓａｔ实例总满足这个关
于布尔变量数目的假设．

定理７．　布尔变量赋值犫（犝）满足｜犛［犫］｜
１－ １
２犽＋２＋犽（犽－１）／（狀－犽（ ））｜犆｜．
证明．　因狀－４２，所以算法解答Ｍａｘ（４）

Ｓａｔ实例时，可由引理１７得到
（狀－４）（｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜＋｜犛［犪，３］｜）
（狀－４）｜犛［犪，１］｜＋２｜犛［犪，２］｜＋（狀－４）｜犛［犪，３］｜
＝∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
｜犆［犻，犼，１～３］｜ （１７）

又因若犽５，则狀犽＋１，所以算法解答Ｍａｘ
（犽）Ｓａｔ问题实例时，由引理１７得到
（狀－犽）（｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜＋｜犛［犪，犽－２］｜＋
｜犛［犪，犽－１］｜）（狀－犽）｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜＋
｜犛［犪，犽－２］｜＋（狀－犽）｜犛［犪，犽－１］｜
＝∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
｜犆［犻，犼，１～犽－１］｜ （１８）

因此对于犽４，总有
（狀－犽）（｜犛［犪，１］｜＋｜犛［犪，２］｜＋｜犛［犪，犽－２］｜＋

｜犛［犪，犽－１］｜）∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
｜犆［犻，犼，１～犽－１］｜（１９）

由不等式（１９）、引理１４和引理１８得
（狀－犽）（｜犛［犪，１～犽－１］｜）（狀－犽）（｜犛［犪，１］｜＋
｜犛［犪，２］｜＋｜犛［犪，犽－２］｜＋｜犛［犪，犽－１］｜）

∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
｜犆［犻，犼，１～犽－１］｜
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∑
狀－１

犻＝１∑
狀

犼＝犻＋１
（｜犆［犻，犼，０］｜＋｜犆［犻，犼，犽］｜）

＝（犽（狀－犽）＋犆２犽）｜犖犛［犪］｜＋
（犽（狀－犽）＋犆２犽）｜犛［犪，犽］｜ （２０）
再由引理１１可得到

（狀－犽）（｜犛［犫，１～犽－１］｜）
（犽（狀－犽）＋犆２犽）｜犖犛［犫］｜＋（犽（狀－犽）＋犆２犽）｜犛［犫，犽］｜

（２１）
即｜犛［犫，１～犽－１］｜犽＋犽（犽－１）２（狀－犽（ ））（｜犖犛［犫］｜＋
｜犛［犫，犽］｜）．因｜犖犛［犫］｜｜犛［犫，犽］｜，所以｜犛［犫，１～
犽］｜犽（犽－１）

狀－犽＋２犽（ ）＋１｜犖犛［犫］｜，所以｜犛［犫］｜

１－ １
２犽＋２＋犽（犽－１）／（狀－犽（ ））｜犆｜． 证毕．
由定理７可知，算法狋狑狅犳犾犻狆犿犪狓犽狊犪狋（·）的近

似性能比为１＋ １
２犽＋１＋犽（犽－１）／（狀－犽）．
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ｓｏｆｔｗａｒｅｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．
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