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摘　要　反馈顶点集（ＦＶＳ）问题是一个经典的ＮＰ完全问题，在很多领域有重要的应用．人们对该问题进行了大量
的研究，但目前还没有有效的算法枚举带权无向图的反馈顶点集．文中通过对带权无向图中反馈顶点集问题的结
构的深入分析，给出了一个有效的基于分支搜索技术的固定参数枚举算法．算法将反馈顶点集问题转化为反馈边
集问题，通过枚举狕个权值最大的森林来枚举狕个权值最小的含犽条边的反馈边集，从而得到狕个权值最小的含犽
个顶点的反馈顶点集，算法时间复杂度为犗（５犽狀２（ｌｏｇ狀＋犽）＋３犽狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．
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１　引　言
图犌的一个反馈顶点集（ＦｅｅｄｂａｃｋＶｅｒｔｅｘＳｅｔ，

ＦＶＳ）是一个由犌中一些顶点构成的集合，从图犌

中删除该集合中的所有点后，图中不含圈，即图犌
中的每个圈至少有一个点在ＦＶＳ中．如果图犌为
带权图，即给每个点分配一个非负实数的权值，那么
ＦＶＳ的权值是ＦＶＳ中所有顶点的权值之和．找一
个最小的ＦＶＳ（对带权图为找权值最小的ＦＶＳ，不



带权图为找顶点数最少的ＦＶＳ）问题是一个经典的
ＮＰ完全问题［１］．ＦＶＳ问题在电路测试、操作系统
的解死锁、分析工艺流程和生物计算等领域都有应
用［２］．ＦＶＳ问题最初在组合电路设计中被阐述．在
组合电路中，为了避免紊乱情况的发生，在电路中的
每条环路上放置一个寄存器．需要放置寄存器的节
点数越少，总延迟就越短，寻求延迟最短的放置寄存
器方案就等价于在对应的电路图中找含定点数最少
的ＦＶＳ问题．另外，ＦＶＳ问题在生物信息计算领域
基因组装问题中有着重要的应用．

由于ＦＶＳ问题是ＮＰ难的，除非ＮＰ＝Ｐ，否则
ＦＶＳ问题是不可能有多项式时间算法的，因此人们
首先从近似算法的角度展开了对ＦＶＳ问题的研究．
ＢａｒＹｅｈｕｄａ等提出了对不带权ＦＶＳ近似度为４和
对带权ＦＶＳ近似度为ｍｉｎ（２Δ２，４ｌｏｇ狀）的多项式时
间可解的近似算法，其中Δ为图犌中顶点的最大度
数［３］．在此基础上，Ｂａｆｎａ等提出了对不带权ＦＶＳ
近似度为２的近似算法［４］和带权ＦＶＳ近似度为２－
２／（２Δ－２）的基于“局部近似”的近似算法［５］．

由于近似算法的结果不够精确，往往不能满
足需求，人们开展了ＦＶＳ的精确算法的研究．对不
带权ＦＶＳ，Ｒａｚｇｏｎ等用分枝剪枝策略（Ｂｒａｎｃｈ
Ｐｒｕｎｅ）提出了时间复杂度为犗（１．８８９９狀）的精确算
法［６］，其中狀是图犌中顶点的数目．在此基础上，
Ｆｏｍｉｎ等利用加权分支技术提出了时间复杂度为
犗（１．７５４８狀）的精确算法［７］．在实际应用中，狀的数目
往往比较大，这些算法无法应用于实际．但人们发现
在很多实际应用中，ＦＶＳ的大小犽（ＦＶＳ中所含顶
点的个数）比较小，于是人们将ＦＶＳ问题参数化．不
带权ＦＶＳ问题的参数化定义［８］如下．

定义１．　给定含有狀个顶点的图犌和非负整
数犽，能否在图犌中找到一个不大于犽的ＦＶＳ．

人们对不带权ＦＶＳ的参数化问题进行了大量
的研究．Ｄｏｗｎｅｙ与Ｆｅｌｌｏｗｓ［８］、Ｂｏｄｌａｅｎｄｅｒ［９］最早证
明了不带权无向图中ＦＶＳ问题是ＦＰＴ（Ｆｉｘｅｄ
ＰａｒａｍｅｔｅｒＴｒａｃｔａｂｌｅ，即在时间犳（犽）狀犗（１）内可解，其
中犳（犽）是仅关于犽的一个函数［８］）的．对于不带权
无向图中ＦＶＳ问题：文献［１０］给出了时间复杂
度为犗（（２犽＋１）犽狀２）的确定性算法；Ｒａｍａｎ等对短
圈（长度短的圈）上的点进行分支，给出了时间复杂
度为犗（ｍａｘ｛１２犽，（４ｌｏｇ犽）犽｝狀ω）（狀ω是求两个狀×狀
矩阵的乘积的时间）的算法［１１］；文献［１２］应用极值
图理论得到时间复杂度为犗（（２ｌｏｇ犽＋２ｌｏｇｌｏｇ犽＋
１８）犽狀２）的算法；基于结论：当图中顶点度数至少为３
且存在一个大小不超过狀１－ε／３的ＦＶＳ，那么图中最

短圈的长度最大为６／ε（ε１／２），文献［１３］利用分支
技术提出了时间复杂度为犗（（１２ｌｏｇ犽／ｌｏｇｌｏｇ犽＋
６）犽狀ω）的确定性算法；文献［１４］和文献［１５］利用
迭代压缩技术，通过对ＦＶＳ问题的结构进行分析，
分别提出了时间复杂度为犗（（３７．７）犽狀２）和
犗（（１０．５６７）犽狀３）的确定性算法；Ｃｈｅｎ等利用分支搜
索和迭代压缩技术，通过分析问题分支后的隐含特
性，提出了时间复杂度为犗（５犽犽狀２）的确定性算
法［１６］，这是目前无向图中ＦＶＳ问题的ＦＰＴ算法的
最好结果．对于有向图，文献［１７］证明了不带权有向
图的ＦＶＳ问题是ＦＰＴ的，通过将有向图ＦＶＳ问题
转化为受限制的Ｍｕｌｔｉｃｕｔ问题提出一个时间复杂
度为犗（４犽犽！狀犗（１））的ＦＰＴ算法．

Ｃｈｅｎ等在文献［１６］中给出了带权ＦＶＳ问题的
参数化定义，具体如下．

定义２．　给定含有狀个顶点的带权图犌和整
数犽，能否在图犌中找到一个权值最小的不大于犽
的ＦＶＳ．
Ｂｅｃｋｅｒ等对带权无向图中ＦＶＳ问题提出了时

间复杂度为犗（６犽犽狀２）且概率为１－（１－１／６犽）犮６犽的
随机算法［１８］．对带权无向图中ＦＶＳ问题，Ｃｈｅｎ等
首次证明了该问题是ＦＰＴ的，并提出了一个时间复
杂度为犗（５犽犽狀２）的确定性ＦＰＴ算法［１６］．带权有向
图中ＦＶＳ问题是否存在ＦＰＴ算法仍然是一个开放
性研究课题．

在实际应用中，我们经常遇到枚举与计数两类
问题，在参数计算领域人们提出了参数化的枚举和
计数问题［１９２０］．文献［２０］给出了一个时间复杂度为
犗（２犽犽２＋犽狀）的算法枚举所有大小为犽的点覆盖，其
中犽等于最小点覆盖的大小．很多实际应用并不需
要找问题所有的解，而只需要一定数目的最优解．固
定参数枚举算法的研究已经引起参数计算研究领域
学者的关注．文献［２１］首次给出了固定参数可枚举
的概念，即对于一个ＮＰ问题，若存在一个算法能够
在犳（犽）狀犗（１）狕犗（１）的时间内（其中犳（犽）是关于犽的一
个函数）找出该问题的狕个大小为犽的最优解，则称
该问题是固定参数可枚举的．文献［２１］给出了
ＶｅｒｔｅｘＣｏｖｅｒ、Ｐａｔｈ以及平面图中ＤｏｍｎａｔｉｎｇＳｅｔ
的固定参数枚举算法，所用技术分别为分支搜索、彩
色编码和树分解．

枚举多个最优的ＦＶＳ在实际应用中很有意义，
尤其是在操作系统的解死锁的应用中．下面给出无
向图中ＦＶＳ的固定参数枚举问题的定义．

定义３（ＦＶＳ的固定参数枚举）．　给定一个带
权无向图犌和两个非负整数犽，狕，要求找出图犌中
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狕个权值最小的犽ＦＶＳ，即假设所有的犽ＦＶＳ按权
值非降序排列，取排在前面的狕个犽ＦＶＳ，其中犽
ＦＶＳ为含有犽个点的ＦＶＳ．

目前还没有ＦＶＳ的固定参数枚举算法，本文对
带权无向图的ＦＶＳ问题提出一种有效的基于分支
搜索技术的固定参数枚举算法．本文首先求出给定
图犌的一个犽ＦＶＳ犉′，然后穷举犉′的所有子集
犉１，由犉１构造图犌的一种结构划分，对结构划分利
用分支搜索技术得到一系列元组，各元组为分支搜
索树上各叶子节点所表示的状态结构．再对元组表
示的状态结构进行分析，将ＦＶＳ问题转化为反馈边
集（ＦｅｅｄｂａｃｋＥｄｇｅＳｅｔ，ＦＥＳ，由犌中一些边构成的
集合，从图犌中删除ＦＥＳ中的边将使得图犌不含
圈）问题，最后通过枚举狕个权值最大森林来枚举狕
个权值最小的ＦＥＳ．整个算法的时间复杂度为
犗（５犽狀２（ｌｏｇ狀＋犽）＋３犽狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．

本文第２节给出相关定义和引理；第３节给出
ＦＶＳ的固定参数枚举子过程；第４节给出ＦＶＳ的
固定参数枚举算法；第５节是本文的结论．

２　相关定义和引理
犌＝（犞，犈）为一个含有狀个顶点的图，犞是犌

的顶点集，犈是边集．设犠犞，设犌［犠］＝（犠，犈犠）
为由顶点子集犠导出的图犌的子图，其中边集合
犈犠＝｛（狌，狏）｜狌，狏∈犠且（狌，狏）∈犈｝．设狏是图犌中
一个顶点，犌＼狏表示从图犌中删除狏点以及以狏为
端点的边之后得到的新图，犞＼狏表示从顶点集犞中
删除狏．

为了更好地描述ＦＶＳ的固定参数枚举算法，首
先给出以下定义．

定义４（ＩＦ划分）［１６］．　给定一个图犌＝（犞，犈），
称三元组（犞０，犞１，犞２）是图犌的独立集森林划分
（ＩｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔＦｏｒｅｓｔＰａｒｔｉｔｉｏｎ，简称ＩＦ划分），其
中（犞０，犞１，犞２）满足如下条件：

（１）犞０∪犞１∪犞２＝犞，并且犞０，犞１和犞２互不
相交；

（２）犌［犞１］和犌［犞２］都是森林；
（３）犞０是独立集，犞０中的每个点在图犌中都是

２度点，且其邻居都在犞２中．
定义５（ＩＦ划分ＦＶＳ）．　给定图犌、图犌的ＩＦ

划分（犞０，犞１，犞２）和非负整数犽，ＩＦ划分ＦＶＳ犉是
图犌的ＦＶＳ，并且满足犉犞０∪犞１，｜犉｜犽．

定义６．　给定一个图犌和图犌的ＩＦ划分
（犞０，犞１，犞２），ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）的压缩图是一个

新图犎＝（犞犎，犈犎），其中犞犎中每个点对应图
犌［犞２］中的一个连通块，犈犎中每条边（狌，狏）对应犞０
中的一个点狑，且狑的两个邻居分别在点狌和狏对
应的犌［犞２］的连通块中．
ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）的压缩图犎可由以下方

法得出：首先将犌［犞２］中的每个连通块压缩为一个
点作为压缩图犎的顶点．对于犞０中任意一个点狑，
若狑的两个邻居分别在图犎的顶点狌和狏对应的
犌［犞２］的连通块中，则在图犎的顶点狌和狏之间连
接一条边．因为犞０中的点都是２度点，所以犞０中的
点和犎中的边一一对应．图犎中的连通块和图
犌［犞０∪犞２］中的连通块也一一对应．如果图犌是顶
点带权图，给犎中每条边赋予一个权值，边的权值
等于边所对应的犞０中点的权值，这样图犎是一个
边带权的图．

设τ（犽，犞０，犞１，犞２）＝犽－（｜犞０｜－＃犮（犞２）＋１），
φ（犽，犞０，犞１，犞２）＝犽－（｜犞０｜－＃犮（犞２）＋＃犮（犞０∪
犞２）），其中＃犮（犞２）和＃犮（犞０∪犞２）分别是图犌［犞２］
和图犌［犞０∪犞２］中连通块的数目．设ＩＦ划分（犞０，
犞１，犞２）的压缩图为犎，由压缩图定义可知，压缩图
犎的任意一个不大于犽的ＦＥＳ中的边所对应的犞０
中的点集合都是图犌［犞０∪犞２］的ＦＶＳ．设犎的最
大生成树或最大生成森林为犜（由压缩图的每个连
通块的生成树构成的森林为生成森林），不在犜中
的边集为犎的权值最小的ＦＥＳ，也是所含边数最少
的ＦＥＳ，ＦＥＳ中边对应的犞０中点的集合就是图
犌［犞０∪犞２］的权值最小的含顶点数最少的ＦＶＳ．由
于犎中有＃犮（犞２）个点，犎的连通块数等于
犌［犞０∪犞２］中的连通块数＃犮（犞０∪犞２），则犜中含有
＃犮（犞２）－＃犮（犞０∪犞２）条边，那么犎的ＦＥＳ至少含
｜犞０｜－＃犮（犞２）＋＃犮（犞０∪犞２）条边，即至少要删除
｜犞０｜－＃犮（犞２）＋＃犮（犞０∪犞２）个犞０中的点才能使
得图犌［犞０∪犞２］不含圈，同样说明图犌的ＩＦ划分
ＦＶＳ中至少包含｜犞０｜－＃犮（犞２）＋＃犮（犞０∪犞２）个
犞０中的点，则ＩＦ划分ＦＶＳ中最多包含φ（犽，犞０，
犞１，犞２）个犞１中的点．可见，τ（犽，犞０，犞１，犞２）和φ（犽，
犞０，犞１，犞２）是ＩＦ划分ＦＶＳ中包含犞１中点数目的
上界．

令犆（犌）表示图犌是否含有圈，若图犌含有圈，
则犆（犌）＝１，否则犆（犌）＝０．结合以上分析，得出以
下引理．

引理１．　给定图犌的一个ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）
和参数犽．如果（犞１＝ａｎｄφ（犽，犞０，犞１，犞２）＞０）
ｏｒ犞２＝ｏｒ（φ（犽，犞０，犞１，犞２）＝０ａｎｄ犆（犌［犞１∪
犞２］）＝０），则求图犌中ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）ＦＶＳ
问题可以转化为求ＩＦ划分的压缩图犎中不大于犽
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的ＦＥＳ问题；如果（φ（犽，犞０，犞１，犞２）＝０ａｎｄ
犆（犌［犞１∪犞２］）＝１）ｏｒφ（犽，犞０，犞１，犞２）＜０，则找不
到图犌中ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）ＦＶＳ．

证明．如果犞１＝，则犌＝犌［犞０∪犞２］，则求
犌的ＩＦ划分ＦＶＳ问题转化为求ＩＦ划分的压缩图
犎的ＦＥＳ问题．压缩图犎的任意一个不大于犽的
ＦＥＳ中的边所对应的犞０中的点集合都是ＩＦ划分
ＦＶＳ．

如果犞２＝，犞０也必然等于，那么图犌＝
犌［犞１］，其压缩图为空图，犞１的任意一个子集都是图
犌的ＦＶＳ．

当φ（犽，犞０，犞１，犞２）＝０时，图犌的ＩＦ划分
ＦＶＳ中的犽个点必须属于犞０．此时，如果犆（犌［犞１∪
犞２］）＝０，且犞１和犞２不为空集，则把犞１中的点移到
犞２后构成的元组（犞０，，犞２∪犞１）是一个有效的
ＩＦ划分，基于此划分同样求得原划分的ＦＶＳ．如果
犆（犌［犞１∪犞２］）＝１，则找不到ＩＦ划分ＦＶＳ．

如果φ（犽，犞０，犞１，犞２）＜０，要删除多于犽个点使
得图犌［犞０∪犞２］不含圈，那么图犌不存在ＩＦ划分
ＦＶＳ．由此证明了此引理． 证毕．

下面给出文献［１６］中关于ＦＶＳ问题的重要
引理．

引理２［１６］．给定含狀个点的图犌，可以在
犗（５犽犽狀２）时间内找到一个不大于犽的ＦＶＳ或者证
明图犌不存在不大于犽的ＦＶＳ．

３　犉犞犛的固定参数枚举子过程
带权无向图的固定参数枚举过程简述如下：首

先在图中找一个大小为犽的ＦＶＳ犉′，接着找出图犌
中所有基于犉′的ＩＦ划分．然后对每个ＩＦ划分，枚
举狕个权值最小的犽ＦＶＳ．最后从所有求得的犽
ＦＶＳ中选取狕个权值最小的犽ＦＶＳ，即为问题的
解．ＩＦ划分ＦＶＳ的枚举过程为：首先利用分支搜索
技术得到一组表示分支搜索树中叶子节点状态的元
组，然后枚举各元组对应的狕个权值最小犽ＦＶＳ．本
节主要介绍枚举ＩＦ划分ＦＶＳ中两个主要步骤：元
组构造和基于元组的局部枚举．
３１　元组构造

元组构造过程是为了求得满足（犞１＝ａｎｄ
φ（犽，犞０，犞１，犞２）＞０）ｏｒ犞２＝ｏｒ（φ（犽，犞０，犞１，
犞２）＝０ａｎｄ犆（犌［犞１∪犞２］）＝０）的ＩＦ划分
（犞０，犞１，犞２），犽表示对当前的ＩＦ划分所要找的
ＦＶＳ大小．用元组狉＝（犌，犞０，犞１，犞２，犉，犃，犛）表示
找到满足条件时图的状态，其中犌是元组对应的
图，犃是元组构造算法中产生的度数不大于１的点
集合，犉为必须放入ＦＶＳ的点集合，犛中的元素是
顶点集，每个顶点集中的点是待处理的点，且同一个
集合中的所有点在原图中构成一条路径．

对一个ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２），元组构造算法
犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌，犞０，犞１，犞２，犽，犉，犃，犛）依次考虑
犞１中满足不同条件的点，然后对各类点进行相应操
作，得到一组元组，且元组中划分（犞０，犞１，犞２）满足
犞１＝且φ（犽，犞０，犞１，犞２）＞０或犞２＝或
φ（犽，犞０，犞１，犞２）＝０且图犌［犞１∪犞２］不含圈，算法
见图１．以下分析元组构造算法的各个步骤．

犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌，犞０，犞１，犞２，犽，犉，犃，犛）
输入：图犌＝（犞，犈）和图犌的一个ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２），整数犽，犉＝犃＝犛＝
输出：一个集合犚，犚收集了一系列元组狉＝（犌，犞０，犞１，犞２，犉，犃，犛），其中，犃是算法中产生的度数不大于１的点的集合，犉是必须放

入ＦＶＳ中的点的集合，犛中的元素是顶点集，每个顶点集中点是待处理的２度点且所有这些点能构成一条路径
１．犚＝；
２．ｉｆ（犞１＝ａｎｄφ（犽，犞０，犞１，犞２）＞０）ｏｒ（犞２＝）ｏｒ（φ（犽，犞０，犞１，犞２）＝０ａｎｄ犆（犌［犞１∪犞２］）＝０），将元组狉＝（犌，犞０，犞１，犞２，犉，

犃，犛）加到犚中，返回犚；
３．ｉｆ（φ（犽，犞０，犞１，犞２）＜０）ｏｒ（φ（犽，犞０，犞１，犞２）＝０ａｎｄ犆（犌［犞１∪犞２］）＝１），返回犚；
４．ｉｆ犞１中存在点狑在图犌中的度数不大于１，则返回犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌＼狑，犞０，犞１＼狑，犞２，犽，犉，犃∪｛狑｝，犛）；
５．ｅｌｓｅｉｆ犞１中存在点狑有２个邻居在犞２中，且在图犌中的度数为２，则返回犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌，犞０∪｛狑｝，犞１＼狑，犞２，犽，犉，犃，犛）；
６．　ｅｌｓｅｉｆ犞１中存在点狑至少有２个邻居在犞２中而且在图犌中的度数大于２
６．１．　　｛ｉｆ狑至少有２个犞２中的邻居在图犌［犞２］的同一块中，则返回犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌＼狑，犞０，犞１＼狑，犞２，犽－１，犉∪｛狑｝，犃，犛）；
６．２． ｅｌｓｅ犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌＼狑，犞０，犞１＼狑，犞２，犽－１，犉∪｛狑｝，犃，犛）∪犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌，犞０，犞１＼狑，犞２∪｛狑｝，犽，犉，犃，犛）；｝
７．　　ｅｌｓｅ从图犌［犞１］中选择任意一棵树中的最深的叶子节点狑１，狑是狑１的父亲节点，狑的孩子节点为狑１，…，狑狋
７．１．　｛ｉｆ狑有一个邻居在犞２中或者狑有多个孩子，则返回犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌＼狑，犞０，犞１＼狑，犞２，犽－１，犉∪｛狑｝，犃，犛）∪

犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌，犞０∪｛狑１，…，狑狋｝，犞１－｛狑，狑１，…，狑狋｝，犞２∪｛狑｝，犽，犉，犃，犛）；
７．２． ｅｌｓｅ将犞１中点狑１着成红色，且从图犌中压缩狑，并将狑放入犛中包含狑１的集合犛狑１，设压缩狑后的图为犌犮，返回

犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌犮，犞０，犞１＼狑，犞２，犽，犉，犃，犛∪｛犛狑１｝）；｝

图１　元组构造算法
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　　（１）当（犞１＝ａｎｄφ（犽，犞０，犞１，犞２）＞０）ｏｒ犞２＝
ｏｒ（φ（犽，犞０，犞１，犞２）＝０ａｎｄ犆（犌［犞１∪犞２］）＝０）
成立时，由引理１，可以将ＦＶＳ问题转化为ＦＥＳ问
题，此时把元组狉＝（犌，犞０，犞１，犞２，犉，犃，犛）放入集
合犚．

（２）如果φ（犽，犞０，犞１，犞２）＜０或（φ（犽，犞０，犞１，
犞２）＝０且犆（犌［犞１∪犞２］）＝１），由引理１，在图中找
不到ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）的犽ＦＶＳ．因此当算法步
２条件满足，结束递归分支．

（３）如果犞１中存在一个点狑在图犌中的度数
不大于１，则狑不在图犌的任何圈中．由于需要枚
举犽ＦＶＳ，可能将狑作为冗余点加入小于犽的ＦＶＳ
使得ＦＶＳ中含犽个点，于是将狑保存于犃．

（４）如果犞１中存在一个点狑在图犌中是２度
点，且它的两个邻居都在犞２中，根据ＩＦ划分的定
义，将狑从犞１移入犞０后同样构成有效的ＩＦ划分．

（５）如果犞１中存在一个点狑至少有两个邻居
在犞２中，且狑在图犌中的度数大于２，若狑在犞２中
的２个邻居属于犌［犞２］的同一棵树，则图犌［犞２∪
｛狑｝］中含有圈，需将狑加入ＦＶＳ，即将狑加入犉且
将狑从犌中删除，犽减１；若狑在犞２中的邻居属于
犌［犞２］的不同树，则对狑进行分支：分支１，狑属于
ＦＶＳ，即将狑加入犉且将狑从犌中删除，犽减１；分
支２，狑不属于ＦＶＳ，即将狑从犞１移入犞２．

（６）如果犞１中的点在图犌中的度数均大于１，
且每个点最多有一个邻居在犞２中时，设犜为犌［犞１］
中一棵树，任意设一个点作为犜的根节点，则总能
找到犜中最深的（与根节点距离最远）叶子节点，设
此叶子节点为狑１，其父亲节点为狑，且狑１，…，狑狋均
为狑的孩子．容易分析出狑１，…，狑狋度数均为２且
只有一个邻居在犞２中．下面分两种情况讨论．

情况１．若狑有一个邻居或者多个孩子在犞２
中，则对狑进行分支：分支１，狑属于ＦＶＳ，即将狑
加入犉且将狑从犌中删除，犽减１．分支２，狑不属
于ＦＶＳ，由于狑１，…，狑狋在图中的度数均为２，且均
有１个邻居在犞２中，如果将狑移入犞２，则狑１，…，
狑狋有２个邻居在犞２中，故将狑移到犞２中的同时将
狑１，…，狑狋移入犞０．

情况２．若狑没有邻居在犞２且只有一个孩子，
由于狑的度数大于１，故狑不可能是根节点，则狑
的度数为２，狑１和狑是两个相邻的２度点．对狑点
进行压缩（设狑′是狑的父亲节点，压缩狑点是从图
犌中删除狑并连接狑１和狑′）并将狑放入包含狑１的
集合犛狑１，可见犛狑１中的点在压缩前均为２度点，且

犛狑１中所有点在原图中构成一条路径．如果犛狑１已经
在犛中，则更新犛中的犛狑１，如果犛狑１不在犛中，则新
建一个包含狑１和狑的集合犛狑１，并将犛狑１加入犛，算
法中统一用犛∪｛犛狑１｝表示．为了将狑１和其它点区
分开，将犞１中点狑１着成红色．狑１移到其它集合后颜
色状态保持不变，则犞２中不可能有红点（如果狑１的
父亲节点狑不被压缩，则狑有邻居在犞２中或者狑１
的父亲节点有多个孩子，根据前面的步骤，狑１的父
亲节点或者属于犉，或者属于犞２．如果将狑１的父亲
节点放入犉，则狑１的度数变为１，将狑１放入犃０中；
如果将狑１的父亲节点放入犞２，则狑１的两个邻居都
在犞２中，将狑１放入犞０）．

引理３．　算法犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌，犞０，犞１，犞２，
犽，犉，犃，犛）返回一个元组集合犚，且对图犌中ＩＦ划
分（犞０，犞１，犞２）的任意一个犽ＦＶＳ，在元组集合犚中
一定存在一个元组狉与该犽ＦＶＳ相对应．

证明．　设犉１是图犌中ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）的
一个犽ＦＶＳ，则犉１是犞０∪犞１的子集．如果元组狉＝
（犌，犞０，犞１，犞２，犉，犃，犛）满足犉犉１且犉１与犚中的
犞２的交集为空集，那么称犉１与元组狉对应．元组构
造算法的递归过程对应一棵分支搜索树，且算法只
在步６．２和步７．１产生两个分支，假设狏是步６．２
或步７．１步所考虑的点，对狏点进行分支后，狏或者
属于犉，或者属于犞２，可见在这两个分支下的叶子
节点代表的元组是对立的．如果犉１包含狏，则与犉１
对应的元组狉在狏属于犉的分支中，如果犉１不含狏，
则狉在狏属于犞２的分支中．因此，要找到犉１所对应
的元组狉，可从上往下在分支搜索树中搜索，当只有
一个节点只有一个分支时直接考虑此节点的孩子节
点（根据前面的算法分析，对点狏只有一个分支且分
支中将狏加到犉，则狏也一定属于犉１，否则犉１不是
ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）的犽ＦＶＳ）；当点狏有两个分支
时，如果狏属于犉１，则在狏属于犉的分支中找，否则
在狏属于犞２的分支找，最后总能找到犉１所唯一对
应的叶子节点．分支搜索树中一个叶子节点对应一
个元组，由元组构造算法可知，对于不属于犚的元
组，不存在与其对应的ＩＦ划分ＦＶＳ，而犉１是ＩＦ划
分的犽ＦＶＳ，因此犉１和犚中唯一一个元组对应．

证毕．
下面分析算法产生元组的数目和时间复杂度．
引理４．　算法犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌，犞０，犞１，犞２，

犽，犉，犃，犛）在犗（２τ（犽，犞０，犞１，犞２）狀２）时间内返回元组集
合犚，且犚中最多包含２τ（犽，犞０，犞１，犞２）个元组，其中τ（犽，
犞０，犞１，犞２）＝犽－（｜犞０｜－＃犮（犞２）＋１），＃犮（犞２）是

４４１１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１０年



犌［犞２］中连通块的数目．
证明．　犚中元组的个数不大于算法对应的分

支搜索树中叶子节点的数目．用犜（犽，犞０，犞１，犞２）表
示分支搜索树中叶子节点的数目．下面用归纳法证
明犜（犽，犞０，犞１，犞２）ｍａｘ｛１，２τ（犽，犞０，犞１，犞２）｝．

如果τ（犽，犞０，犞１，犞２）＜０，则φ（犽，犞０，犞１，犞２）＜
０，根据算法犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆步３可知此时犜（犽，
犞０，犞１，犞２）＝１ｍａｘ｛１，２τ（犽，犞０，犞１，犞２）｝．对于其它情
况，假设某节点的孩子节点的子树中叶子节点数目
犜（犽′，犞′０，犞′１，犞′２）２τ（犽′，犞′０，犞′１，犞′２），只要证明该节点的
子树中叶子节点数目犜（犽，犞０，犞１，犞２）２τ（犽，犞０，犞１，犞２）
就可以证明该引理．

在算法犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆的步２返回一个元组，可
知此时犜（犽，犞０，犞１，犞２）＝１ｍａｘ｛１，２τ（犽，犞０，犞１，犞２）｝．

算法步４删除犌中一个点狑，犽、犞０和犞２不变，
则犜（犽，犞０，犞１，犞２）＝犜（犽，犞０，犞１＼狑，犞２）．由于τ（犽，
犞０，犞１＼狑，犞２）＝τ（犽，犞０，犞１，犞２），故可得犜（犽，犞０，
犞１，犞２）＝犜（犽，犞０，犞１＼狑，犞２）２τ（犽，犞０，犞１，犞２）．

算法步５把狑从犞１移到犞０，则犜（犽，犞０，犞１，
犞２）＝犜（犽，犞０∪｛狑｝，犞１＼狑，犞２）．由于τ（犽，犞０∪
｛狑｝，犞１＼狑，犞２）＝τ（犽，犞０，犞１，犞２）－１，故犜（犽，
犞０，犞１，犞２）＝犜（犽，犞０∪｛狑｝，犞１＼狑，犞２）
２τ（犽，犞０∪｛狑｝，犞１＼狑，犞２）＜２τ（犽，犞０，犞１，犞２）．

步６．１犞０和犞２不变，犽减１，犜（犽，犞０，犞１，犞２）＝
犜（犽－１，犞０，犞１＼狑，犞２）．由于τ（犽－１，犞０，犞１＼狑，犞２）＝
τ（犽，犞０，犞１，犞２）－１，故犜（犽，犞０，犞１，犞２）＝犜（犽－１，
犞０，犞１＼狑，犞２）２τ（犽－１，犞０，犞１＼狑，犞２）＜２τ（犽，犞０，犞１，犞２）．

步６．２对狑进行分支，犜（犽，犞０，犞１，犞２）＝
犜（犽－１，犞０，犞１＼狑，犞２）＋犜（犽，犞０，犞１＼狑，犞２∪
｛狑｝）．分支１和步６．１相同，即τ（犽－１，犞０，犞１＼狑，
犞２）＝τ（犽，犞０，犞１，犞２）－１．步６．２中，狑在犞２中的
邻居分别在犌［犞２］的不同树中，故将狑加入犞２中
至少连接犌［犞２］中的两个连通块，连通块的数目至
少减１，因此＃犮（犞２∪｛狑｝）＃犮（犞２）－１，于是有
τ（犽，犞０，犞１＼狑，犞２∪｛狑｝）＝犽－（｜犞０｜－＃犮（犞２∪
｛狑｝）＋１）τ（犽，犞０，犞１，犞２）－１．故
　犜（犽，犞０，犞１，犞２）＝犜（犽－１，犞０，犞１＼狑，犞２）＋

犜（犽，犞０，犞１＼狑，犞２∪｛狑｝）
２τ（犽，犞０，犞１，犞２）－１＋２τ（犽，犞０，犞１，犞２）－１
＝２τ（犽，犞０，犞１，犞２）．

下面考虑步７．１．设犞′０＝犞０∪｛狑１，…，狑狋｝，
犞′１＝犞１＼｛狑，狑１，…，狑狋，｝，犞′２＝犞２∪｛狑｝，则
犜（犽，犞０，犞１，犞２）＝犜（犽－１，犞０，犞１＼狑，犞２）＋

犜（犽，犞′０，犞′１，犞′２） （１）

步７．１的分支１和步６．１相同，因此
犜（犽－１，犞０，犞１＼狑，犞２）２τ（犽－１，犞０，犞１＼狑，犞２）＜２τ（犽，犞０，犞１，犞２）

（２）
步７．１的分支２中，｜犞′０｜＝｜犞０｜＋狋，若狑有一

个邻居在犞２中，则狋１，若狑没有邻居在犞２中，且
狑有多个孩子，则狋２，参照对步５和步６．２分支２
的分析，同样可以得出τ（犽，犞′０，犞′１，犞′２）τ（犽，犞０，
犞１，犞２）－１．故
　犜（犽，犞′０，犞′１，犞′２）２τ（犽，犞′０，犞′１，犞′２）２τ（犽，犞０，犞１，犞２）－１（３）

由不等式（１）、（２）和（３）可得
犜（犽，犞０，犞１，犞２）２τ（犽，犞０，犞１，犞２）．

步７．２删除犞１中一个点狑，犽、犞０和犞２不变，则
犜（犽，犞０，犞１，犞２）＝犜（犽，犞０，犞１＼狑，犞２）２τ（犽，犞０，犞１，犞２）．

综上所述，元组构造算法的递归过程对应的分
支搜索树中叶子节点个数犜（犽，犞０，犞１，犞２）
２τ（犽，犞０，犞１，犞２），即犚中的元组个数最多为２τ（犽，犞０，犞１，犞２）．

分支搜索树中由根节点到叶子节点的路径上，除
步１～３外，每执行一步，犞１中的顶点数至少减１，则
元组构造算法中各步的执行次数不超过狀．步１时间
复杂度为犗（１），容易分析出其它各步的时间复杂度
均为犗（狀）．分支搜索树中由根节点到叶子节点的路
径不超过２τ（犽，犞０，犞１，犞２）条（路径条数等于叶子节点数），
因此元组构造算法的运行时间为犗（２τ（犽，犞０，犞１，犞２）狀２）．

证毕．
３２　基于元组的局部枚举

设犌′表示原图，犽为要找的图犌′中ＦＶＳ的大
小，狉＝（犌，犞０，犞１，犞２，犉，犃，犛）是对图犌′经元组构
造算法得出的一个元组，简称为图犌′的元组．犉中
的点必须放入ＦＶＳ，犛中的元素为顶点集，设犛中
所有顶点集的并集为犞犛，那么犃，犞０，犞１，犞犛中的点
均可能是ＦＶＳ中的点．设犽１＝犽－｜犉｜，图犌′［犞－
犉］中基于元组狉的犽１ＦＶＳ只包含犃∪犞０∪犞１∪
犞犛中点．图犌′［犞－犉］中基于元组狉的犽１ＦＶＳ加上
犉中的点就可以构成图犌′的基于元组狉的犽ＦＶＳ．
基于元组的局部枚举主要过程是对图犌′［犞－犉］中
基于元组狉的狕个权值最小的犽１ＦＶＳ进行枚举．
本文首先将ＦＶＳ问题转化为ＦＥＳ问题，然后通过
枚举狕个权值最大的森林来枚举狕个权值最小的
犽１ＦＥＳ，从而找到狕个权值最小的犽１ＦＶＳ．
３．２．１　将ＦＶＳ问题转化为ＦＥＳ问题

由引理１，如果（犞１＝ａｎｄφ（犽，犞０，犞１，犞２）＞０）
ｏｒ犞２＝ｏｒ（φ（犽，犞０，犞１，犞２）＝０ａｎｄ犆（犌［犞１∪
犞２］）＝０）成立，可将ＦＶＳ转化为ＦＥＳ问题．由于
ＩＦ划分犽ＦＶＳ最多有φ（犽，犞０，犞１，犞２）个点属于
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犞１，如果φ（犽１，犞０，犞１，犞２）＝０，则犽ＦＶＳ都是犞０中
的点，将犞１中的点移入犞２．如果犞２＝，由ＩＦ划
分的定义，犞０＝，那么犌＝犌［犞１］，由于犌［犞１］是
森林，这样犞１中点不在任何圈中，可把犞１中的点全
部移入犃．

根据以上分析，给定一个元组构造算法得出的
元组，要将ＦＶＳ转化为ＦＥＳ问题，需将犌［犞２］中连
通块转化为点，然后将犃∪犞０∪犞犛中的点全部转化
为边，具体转化方法如下．

（１）对一个元组狉＝（犌，犞０，犞１，犞２，犉，犃，犛），如
果φ（犽１，犞０，犞１，犞２）＝０，令犞′０＝犞０，犞′１＝，犞′２＝
犞１∪犞２，犃′＝；如果犞２＝，则令犞′０＝犞０，犞′２＝
犞２，犞′１＝，犃′＝犃∪犞１．然后令元组狉＝（犌，犞′０，
犞′１，犞′２，犉，犃′，犛）．

（２）对元组狉中的ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）构造压
缩图犎．

（３）对犞０中的红点狑（此处及后文提到的红点
均为元组构造算法中产生的红点），犛中的元素犛狑＝
｛狑，狑１，…，狑犾－１｝是包含狑的集合，在图犌′［犞０∪
犞２∪犛狑］中存在一条由犛狑中所有点构成的路径犘＝
｛（狑，狑１），（狑１，狑２），…，（狑犾－２，狑犾－１）｝．因为压缩图
犎中每条边都是由犞０中点转化而成的，即犎中每
条边对应犞０中一个点，可以找到图犎中与狑对应
的边（狌，狏）．删除图犎中边（狌，狏），然后在图犎中添
加犾－１个点狌１，…，狌犾－１以及添加边（狌，狌１），（狌１，
狌２），…，（狌犾－２，狌犾－１），（狌犾－１，狏），这犾条边的权值分
别等于犘中点狑，狑１，…，狑犾－１的权值．这样犎中边
（狌，狌１）对应犘中点狑；边（狌犻，狌犻＋１）对应犘中点狑犻，
对１犻犾；边（狌犾－１，狏）对应犘中的点狑犾－１，即犎中
路径犘犎＝｛（狌，狌１），（狌１，狌２），…，（狌犾－２，狌犾－１），
（狌犾－１，狏）｝与图犌′［犞０∪犞２∪犛狑］中路经犘对应．

（４）对犞０中每个红点执行步３后，得到图犎狉．
（５）对犃中每个红点狑，犛狑是包含狑的集合，

将犛狑中的点并到犃中，设得到的犃＝｛狑１，狑２，…，
狑｜犃｜｝．然后在犎狉中加２｜犃｜个新点狌１，狏１，…，狌｜犃｜，
狏｜犃｜以及｜犃｜条边（狌１，狏１），…，（狌｜犃｜，狏｜犃｜），这｜犃｜条
边的权值分别等于犃中点狑１，狑２，…，狑｜犃｜的权值．
这样犎狉中新添加的｜犃｜条边与犃中点一一对应．

由犎狉的构造方法可知犎狉中边与犃∪犞０∪犞犛
中点一一对应．设犃中有犱个红点，且包含犃中各
红点的集合的并集为犞′犛，每添加一条孤立边到犎狉
将增加两个点；每将一条边扩展为一条长为犾的路
径增加犾－１个点，犾等于包含某红点集合的大小，而
且需扩展的路径条数为｜犛｜－犱．因此图犎狉中边的

数目｜犈｜＝｜犃∪犞０∪犞犛｜狀，点的数目｜犞｜＝
＃犮（犞２）＋（｜犞犛－犞′犛｜－（｜犛｜－犱））＋２｜犃∪犞′犛｜
２狀，其中狀为图犌′［犞－犉］中顶点数．

引理５．　给定图犌′＝（犞，犈）、整数犽和图犌′的
一个元组狉，设犽１＝犽－｜犉｜，枚举图犌′［犞－犉］的基
于此元组的狕个权值最小的犽１ＦＶＳ可转化为枚举
图犎狉中狕个权值最小的犽１ＦＥＳ，其中犎狉是由元组
狉转化得到的．

证明．　设元组狉＝（犌，犞０，犞１，犞２，犉，犃，犛），犛
中包含犃中各红点的集合的并集为犞′犛．犃中的点
是在元组算法中产生的度数不大于１的点，这些点
不在任何圈中，因此可以把犃∪犞′犛中的点都当作０
度点处理．在图犌′［犞－犉］中删除以犃∪犞′犛中的点
为端点的边，得到的新图为犌０，则犌０比图犌′［犞０∪
犞２∪（犞犛－犞′犛）］多｜犃∪犞′犛｜个孤立点，显然求图
犌′［犞－犉］基于元组狉的ＦＶＳ等价于求图犌０中不含
犞２中的点的ＦＶＳ．

如果犃＝且犞０中不含红点，图犌的压缩图为
犎，那么犌０＝犌［犞０∪犞２］＝犌，犎狉＝犎，根据引理１，
求图犌０中所有基于元组狉的犽ＦＶＳ可转化为求图
犎狉中所有犽ＦＥＳ问题．

如果犃不为空，根据图犎狉的构造方法，在图犌０
中，每个犃∪犞′犛中的点在图犎狉中对应一条边．如果
犞０中含红点，对犞０中的红点狑１，由元组构造算法
步７．２可知，包含狑１的集合犛狑１中的点在压缩前都
是２度点，那么在犌０也是２度点，并且犛狑１中的点在
图犌０中构成一条路径犘，根据图犎狉的构造方法，路
径犘对应于犎狉中一条路径犘犎．每个犞０中的非红点
对应犎狉中一条边．因此，对于犃不为空且犞０中含红
点，犃不为空且犞０中不含红点以及犃为空且犞０中
含红点这３种情况，都满足犎狉的边与犃∪犞０∪犞犛
中的点一一对应，犎狉的连通块与犌０的连通块一一
对应．因此，求图犌０中所有基于元组狉的犽ＦＶＳ可
转化为求图犎狉中所有犽ＦＥＳ问题．

综上所述，枚举图犌′［犞－犉］基于元组狉的狕个
权值最小的犽１ＦＶＳ可以转化为枚举元组狉转化的
图犎狉中狕个权值最小的犽１ＦＥＳ． 证毕．
３．２．２　枚举狕个权值最大的森林

根据引理５，枚举狕个权值最小的犽１ＦＶＳ可转
化为枚举图犎狉＝（犞狉，犈狉）的狕个权值最小的犽１
ＦＥＳ，而枚举狕个权值最小的犽１ＦＥＳ可通过找犎狉
的狕个权值最大的、含｜犈｜－犽１条边的森林来实现．
对于每个森林，不在森林中的边集合就是犎狉的犽１
ＦＥＳ，狕个权值最大的且含｜犈｜－犽１条边的森林对应
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狕个权值最小的犽１ＦＥＳ．
枚举图犎狉的狕个权值最大、含狋条边的森林的

算法思想为：假设图中所有含狋条边的森林包含于
一个森林集合犘，首先找出犘中权值最大的森林，
然后用此森林将犘划分为互不相交的子集，接着求
取各子集中权值最大的森林，比较得出其中权值最
大的森林为犘中权值第２大的森林，再用权值第２
大的森林对包含它的子集做进一步划分．依此下去，
直到找出权值第狕大的森林．由此可见，枚举森林的
核心过程为找一个森林集合中权值最大的森林和对
森林集合犘的划分，下面对这两个过程进行介绍．

（１）找一个森林集合中权值最大的森林
设犘是图犎狉中含狋条边的森林集合，如果犘

表示为以下形式
犘＝｛犜｜（犻１，犼１）∈犜，…，（犻狉，犼狉）∈犜，　　

（犿１，狆１）犜，…，（犿犺，狆犺）犜，｜犜｜＝狋｝．
犡犘＝｛（犻１，犼１），…，（犻狉，犼狉）｝，犢犘＝｛（犿１，狆１），…，

（犿犺，狆犺）｝，设犜（犡狆，犢狆）为包含犡犘中边但不包含犢犘
中边、含狋条边的森林，那么犘为所有犜（犡狆，犢狆）的
集合．容易看出二元组（犡犘，犢犘）能唯一确定一个森
林集合犘，把集合犘中森林犜（犡狆，犢狆）也称为基于
（犡犘，犢犘）的森林．

引理６．　给定一个图犎狉（犞狉，犈狉）和二元组
（犡，犢），在犗（｜犈狉｜ｌｏｇ｜犞狉｜）时间内能够找出权值最
大的犜（犡，犢），犜（犡，犢）为包含犡中边但不包含犢
中边且含狋条边的森林．

证明．　求一个权值最大的犜（犡，犢）的算法可参
照求解最小生成树算法［２２］来实现，即首先将犡中的
边放入犜，然后从图犎狉中删除犡和犢中的边，接着
根据权值由大到小的顺序依次对犎狉的剩余边进行
考虑，如果一条边加到当前找到的森林犜中后不构
成圈，则将此边加到犜中并从图中删除，否则从图中
直接删除此边，再考虑下一条边，直到犜中含有狋条
边．根据Ｋｒｕｓｋａｌ算法的分析，容易得出求一个权值
最大的犜（犡，犢）的时间复杂度为犗（｜犈狉｜ｌｏｇ｜犞狉｜）．

证毕．
如果森林集合犘由二元组（犡犘，犢犘）确定，那么

可通过引理６求取集合犘中权值最大的含狋条边的
森林．

（２）对森林集合犘进行划分
设森林集合犘由二元组（犡犘，犢犘）确定，犘中权

值最大的森林为犜（犘），犜（犘）中不属于犡犘的边为
犲１，犲２，…，犲犺．用犜（犘）将集合犘划分成互不相交的
子集等价于将二元组（犡犘，犢犘）进行划分，划分（犡犘，

犢犘）的步骤为：对整数犻，１犻犺，将犲１，犲２，…，犲犻－１
加到犡犘，并将犲犻加到犢犘构成新的二元组（犡犻，犢犻），
即犡犻＝犡犘∪｛犲１，…，犲犻－１｝，犢犻＝犢犘∪｛犲犻｝．所构成的
犺个二元组为以下形式：（犡１，犢１）＝（犡犘，犢１＝犢犘∪
｛犲１｝），（犡２，犢２）＝（犡犘∪｛犲１｝，犢２＝犢犘∪｛犲２｝），…，
（犡犺，犢犺）＝（犡犘∪｛犲１，…，犲犺－１｝，犢犺＝犢犘∪｛犲犺｝）．很
明显，基于（犡犘，犢犘）的森林除去犜（犘）后等于基于
各二元组（犡１，犢１），…，（犡犺，犢犺）的森林的并集．

根据以上分析，犎狉中所有含狋条边的森林集合
犘由二元组（犡＝，犢＝）确定，枚举森林算法设
计如下：首先找出图犎狉中基于（犡，犢）的权值最大的
森林犜１，为图犎狉中权值最大的森林．然后用犜１将
（犡，犢）划分为互不相交的二元组，将所有二元组放
入犔，再找出基于犔中各二元组的权值最大的森林，
从中选出权值最大的一个为犜２，犜２为权值第２大的
森林，用犜２将犜２所对应的二元组进行划分，依此下
去直到找出第狕大的森林．具体算法过程见图２．
犈狀狌犿犲狉犪狋犲犉狅狉犲狊狋（犎狉，狕，狋）
输入：图犎狉，整数狕，狋
输出：狕个权值最大的含狋条边的森林
１．二元组集合犔＝｛（犡＝，犢＝）｝；
２．犝犜＝；　／／犝犜保存找到的含狋条边的森林
３．ｆｏｒ（犻＝１；犻狕；犻＋＋）
４．｛在图犎狉上分别找出与序列犔中各元组对应的权值最大的

含狋条边的森林，设其中权值最大的含狋条边的森林为犜，
犜对应的二元组为（犡１，犢１）；

５．　犜犻＝犜，将犜犻放入犝犜；
６．　用犜犻对（犡１，犢１）进行划分，并将新产生的二元组插入犔，

从犔中删除（犡１，犢１）；｝
７．返回犝犜；

图２　枚举狕个权值最大的含狋条边的森林
引理７．　给定图犎狉（犞狉，犈狉），算法犈狀狌犿犲狉犪狋犲

犉狅狉犲狊狋（犎狉，狕，狋）可以在犗（狕狋｜犈狉｜ｌｏｇ｜犞狉｜＋狕２）时间
内找出狕个权值最大的、含狋条边的森林．

证明．　算法犈狀狌犿犲狉犪狋犲犉狅狉犲狊狋（犎狉，狕，狋）中每
执行完一次步３的循环将生成一个森林．

第１次循环：根据引理６找出犎狉中权值最大的
含狋条边的森林犜１，犜１＝｛（犻１，犼１），…，（犻狋，犼狋）｝，并
用犜１生成一组二元组，其中：（犡１，犢１）＝（，｛犲１｝），
（犡２，犢２）＝（｛犲１｝，｛犲２｝），…，（犡狋，犢狋）＝（｛犲１，…，
犲狋－１｝，｛犲狋｝）．将二元组（犡１，犢１），…，（犡狋，犢狋）放入犔．

第犻次循环：设第犻－１次循环后犔＝｛（犡１，
犢１），…，（犡犺，犢犺）｝，首先找出基于各二元组的权值
最大的含狋条边的森林犜（犘１），…，犜（犘犺），并选出
其中权值最大的森林赋给犜犻，则犜犻为犎狉中权值第犻
大、含狋条边的森林．设犜犻是基于（犡犽，犢犽）的森林，
用犜犻将（犡犽，犢犽）进行划分，将所有二元组加到犔
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中，并从犔中删除（犡犽，犢犽）．
将算法进行到第狕次循环，能找到狕个权值最

大含狋条边的森林．根据划分二元组的方法，每次循
环新产生的二元组数目最多为狋个．划分一个二元
组的时间复杂度为犗（狋），根据引理６，基于二元组找
一个权值最大含狋条边的森林的时间复杂度为
犗（｜犈狉｜ｌｏｇ｜犞狉｜）．如果每次都将新划分的二元组分
为一组，那么犔中的元组在第犻次循环中就有犻－１
个分组，选出各组内二元组对应的权值最大含狋条
边的森林，然后组间进行比较，进而选出与犔中二
元组对应的权值最大含狋条边的森林．这样，第犻次
循环所需时间为犗（狋｜犈狉｜ｌｏｇ｜犞狉｜＋狋＋犻），那么，整
个算法即枚举狕个权值最大含狋条边的森林算法的
时间复杂度为犗（狕狋｜犈狉｜ｌｏｇ｜犞狉｜＋狕２）． 证毕．
３．２．３　基于元组的局部枚举算法

前面已经介绍了将ＦＶＳ问题转化为ＦＥＳ问题
和枚举狕个权值最大的森林的过程，则枚举图犌′中
基于元组狉＝（犌，犞０，犞１，犞２，犉，犃，犛）的狕个权值最
小的犽ＦＶＳ的算法设计如下：首先将图犌′［犞－犉］
的ＦＶＳ问题转化为求元组狉对应图的ＦＥＳ问题，
即构造元组狉的转化图犎狉；设犽１＝犽－｜犉｜，然后枚
举图犎狉的狕个权值最大的含有｜犈狉｜－犽１条边的森
林，找到狕个森林对应的图犎狉的狕个ＦＥＳ，由各
ＦＥＳ找到对应的图犌′［犞－犉］的ＦＶＳ，图犌′［犞－犉］
的狕个ＦＶＳ分别加上犉中点构成图犌′基于元组狉
的狕个权值最小的犽ＦＶＳ．具体算法见图３．
犔狅犮犪犾犈狀狌犿犲狉犪狋犻狅狀（犌′，狉，狕，犽）
输入：图犌′，一个元组狉＝（犌，犞０，犞１，犞２，犉，犃，犛），整数狕和犽
输出：图犌′中基于元组狉的狕个权值最小的犽ＦＶＳ
１．犽１＝犽－｜犉｜；
２．犝＝；／／犝保存找到的犽ＦＶＳ
３．构造元组狉的图犎狉（犞狉，犈狉）；
４．犝犜＝犈狀狌犿犲狉犪狋犲犉狅狉犲狊狋（犎狉，狕，｜犈狉｜－犽１）；
５．ｆｏｒ犝犜中每个含｜犈狉｜－犽１条边森林犜
６．　｛犎狉中不属于犜中的边所构成的集合为犎狉的一个ＦＥＳ

犉犲，找到与犉犲中边所对应的犞０∪犞犛∪犃中的点加入犉，
再将犉加到集合犝；｝

７．返回犝；

图３　基于元组的局部枚举算法
引理８．　给定图犌′、参数犽和元组狉＝（犌，犞０，

犞１，犞２，犉，犃，犛），算法犔狅犮犪犾犈狀狌犿犲狉犪狋犻狅狀可以在时
间犗（狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））内枚举出图犌′中基于元组的狕
个权值最小的犽ＦＶＳ．

证明．　算法犔狅犮犪犾犈狀狌犿犲狉犪狋犻狅狀首先将图
犌′［犞－犉］的ＦＶＳ问题转化为求元组对应的图
犎狉（犞，犈）的ＦＥＳ问题；设犽１＝犽－｜犉｜，然后利用算
法犈狀狌犿犲狉犪狋犲犉狅狉犲狊狋枚举图犎狉的狕个权值最大的

含有｜犈狉｜－犽１条边的森林，对某个森林犜，图犎狉中
不在犜中的边就构成了犎狉的一个ＦＥＳ犉犲，找到与
犉犲对应的犞０∪犞犛∪犃中的点，再把这些点加入犉，
此时犉就是图犌′中一个犽ＦＶＳ．完成对图犎狉的狕
个权值最大的含有｜犈狉｜－犽１条边的森林的处理后，
就得到了图犌′中基于元组狉的狕个权值最小的犽
ＦＶＳ．根据犎狉的构造方法，犎狉中的边数目｜犈狉｜狀，
顶点数目｜犞狉｜２狀，其中狀为图犌′［犞－犉］中顶点
数．由引理７可知，枚举狕个权值最大的含｜犈｜－犽１
条边的森林的时间复杂度为
　　犗（狕（｜犈狉｜－犽１）｜犈狉｜ｌｏｇ｜犞狉｜＋狕２）
　　＝犗（狕（狀－犽１）狀ｌｏｇ狀＋狕２）＝犗（狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．

算法步１、步２和步７的时间复杂度为犗（１），步３
构造图犎狉以及步５的时间复杂度为犗（狕狀）．因
此，枚举图犌′中基于给定元组狉的狕个权值最小的
犽ＦＶＳ的时间复杂度为犗（狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．证毕．

４　犉犞犛的固定参数枚举算法
在第３节已经描述了ＦＶＳ的固定参数枚举问

题的两个主要过程：元组构造和基于元组的局部枚
举算法．本节将介绍ＦＶＳ的固定参数枚举算法并分
析其时间复杂度．算法首先构造一组ＩＦ划分，然后
调用元组构造算法和基于元组的局部枚举算法枚举
各ＩＦ划分的狕个权值最小的犽ＦＶＳ，并保留其中狕
个权值最小的犽ＦＶＳ，算法具体过程如图４所示．
犈狀狌犿犲狉犪狋犻狅狀犉犞犛（犌，犽，狕）
输入：Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），ｋ，ｚ
输出：图Ｇ的ｚ个权值最小的ｋ犉犞犛
１．利用文献［１６］中的算法求Ｇ一个大小为ｋ的犉犞犛Ｆ′；
２．Ｙ＝；　／／Ｙ保存Ｇ的ｚ个权值最小ｋ犉犞犛；
３．犳狅狉（ｊ＝０；ｊｋ；ｊ＋＋）
４．｛犳狅狉犉′的每个ｊ大小的子集Ｆ１，如果Ｇ［Ｆ′－Ｆ１］是森林，则
５．　｛Ｇ０＝Ｇ［Ｖ－Ｆ１］，Ｖ０＝，Ｖ１＝Ｖ－Ｆ′，Ｖ２＝Ｆ′－Ｆ１，

ｋ′＝ｋ－ｊ，Ｆ＝Ａ＝Ｓ＝Ｒ＝Ｕ＝Ｕ１＝Ｕ２＝；
６．Ｒ＝犆狅狀狊狋狉狌犮狋犌狉狅狌狆（犌０，犞０，犞１，犞２，犽′，犉，犃，犛）；
７．ｉｆ狕｜犚｜，则狕１＝１；
８．ｅｌｓｅ狕１＝狕／｜犚槡｜；
９．ｆｏｒ犚中的每个元组狉
１０．　　犝１＝犝１∪取犔狅犮犪犾犈狀狌犿犲狉犪狋犻狅狀（犌０，狉，狕１，犽′）；
１１．保留犝１中狕个权值最小的犽′ＦＶＳ，设所对应的狕１个

犽′ＦＶＳ都在犝１中的元组的集合为犚′；
１２．ｆｏｒ犚′中的每个元组狉′
１３．　　犝２＝犝２∪犔狅犮犪犾犈狀狌犿犲狉犪狋犻狅狀（犌０，狉′，狕，犽′）；
１４．将犝１∪犝２中狕个权值最小的犽′ＦＶＳ放入犝；
１５．将犝中狕个犽′都加上犉１中点构成犽ＦＶＳ，放入犢；｝｝

／／ｅｎｄｆｏｒ
１６．输出犢中狕个权值最小且互不相同的犽ＦＶＳ；

图４　ＦＶＳ的固定参数枚举算法
算法步４～步１５为枚举一个ＩＦ划分的狕个权
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值最小ＦＶＳ，根据图４中算法，得到以下引理．
引理９．　给定图犌和图犌的一个ＩＦ划分

（犞０，犞１，犞２），能够在犗（２τ（犽，犞０，犞１，犞２）狀２ｌｏｇ狀＋
１．４１４τ（犽，犞０，犞１，犞２）狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））时间内枚举ＩＦ划分
（犞０，犞１，犞２）的狕个权值最小犽ＦＶＳ．

证明．　犚是ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）经元组构造
算法得到的元组集合，设犖是犚中元组数目．由引
理３，一个犽ＦＶＳ只对应一个元组，设集合犢为图犌
的狕个权值最小犽ＦＶＳ的集合，下面分两种情况
讨论．

如果狕槡犖，设狕１＝１，通过基于元组的局部枚
举算法，分别构造犚中各元组对应的１个权值最小的
犽ＦＶＳ并放于集合犝１，那么犝１中有犖个犽ＦＶＳ，根
据引理８，此过程的时间复杂度为犗（犖（狀２ｌｏｇ狀＋１）．
对任意一个元组狉，如果基于狉的犽ＦＶＳ都不在犝１
中，那么基于狉的犽ＦＶＳ不可能属于犢，则从元组集
合犚中删除该元组．因此，犚中剩余的元组个数犖１＝
狕．对犚中剩下的元组，通过基于元组的局部枚举算
法，分别求基于各元组的狕个权值最小的犽ＦＶＳ并
放入集合犝２，则犝２中有犖１狕＝狕２个犽ＦＶＳ，根据引
理８，此过程的时间复杂度为犗（犖１狕（狀２ｌｏｇ狀＋
狕））＝犗（槡犖狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．犝１∪犝２＝犝２中狕个权
值最小的犽ＦＶＳ为ＩＦ划分的狕个权值最小的
犽ＦＶＳ．因此，在狕槡犖的情况下，枚举ＩＦ划分
（犞０，犞１，犞２）的狕个权值最小的犽ＦＶＳ的时间复杂
度为犗（犖狀２ｌｏｇ狀＋槡犖狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．

如果狕＞槡犖，设狕１＝狕／槡犖，通过基于元组的
局部枚举算法，分别对犖个元组构造与其对应的狕１
个权值最小的犽ＦＶＳ放入犝１，那么犝１中有犖狕１个
犽ＦＶＳ，根据引理８，此过程的时间复杂度为
犗（犖狕１（狀２ｌｏｇ狀＋狕１））＝犗（槡犖狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕１））．对
任意一个元组狉，若与之对应的狕１个权值最小的
犽ＦＶＳ不全在犝１中，则基于元组狉但不属于犝１的
犽ＦＶＳ不可能属于犢，从元组集合犚中删除该元组．
这样犚中剩下的元组为对应的狕１个权值最小的犽
ＦＶＳ都属于犝２的元组．根据引理３，一个犽ＦＶＳ只
对应一个元组，所以，犚中剩下的元组数犖１不超过
槡犖．对这犖１个元组，分别找各元组对应的狕个权
值最小犽ＦＶＳ并保存于犝２，则犝２中有犖１狕个犽
ＦＶＳ，根据引理８，此过程的时间复杂度为
犗（犖１狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））＝犗（槡犖狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．犝１∪

犝２中狕个权值最小的犽ＦＶＳ为ＩＦ划分的狕个权值
最小的犽ＦＶＳ．因此，当狕＞槡犖时，枚举ＩＦ划分
（犞０，犞１，犞２）的狕个权值最小的犽ＦＶＳ的时间复杂度
为犗（槡犖狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．

综上所述，给定一个ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２），找图
犌关于ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）的狕个权值最小的犽
ＦＶＳ的时间复杂度为犗（犖狀２ｌｏｇ狀＋槡犖狕（狀２ｌｏｇ狀＋
狕））．由引理４，犚中元组个数不超过２τ（犽，犞０，犞１，犞２），那
么犖２τ（犽，犞０，犞１，犞２），槡犖１．４１４τ（犽，犞０，犞１，犞２），由此证
明此引理． 证毕．

定理１．　给定图犌＝（犞，犈），枚举图犌中狕个
权值最小的犽ＦＶＳ的时间复杂度为犗（５犽狀２（ｌｏｇ狀＋
犽）＋３犽狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．

证明．　给定图犌＝（犞，犈），用文献［１６］中求取
不带权图的ＦＶＳ的算法，可得一个大小为犽的ＦＶＳ
犉′．图犌的每个犽ＦＶＳ可看作由犉′的大小为犼的
子集犉１和犞－犉′的一个大小为犽－犼的子集犉２构
成，其中０犼犽，即找图犌的犽ＦＶＳ问题可以转
化为找图犌０＝犌［犞－犉１］的不含犉′－犉１中点的
（犽－犼）ＦＶＳ，图犌０的每个（犽－犼）ＦＶＳ加上犉１都
是图犌的犽ＦＶＳ．明显可知图犌［犉′－犉１］和图
犌［犞－犉′］都是森林且都是图犌０的子图，图犌０的
（犽－犼）ＦＶＳ不含犉′－犉１中的点，若设犞０＝，
犞１＝犞－犉′，犞２＝犉′－犉１，则（犞０，犞１，犞２）是图犌０有
效的ＩＦ划分．对所有整数犼，０犼犽，穷举犉′中所
有大小为犼且满足图犌［犉－犉１］是森林的子集犉１，
用犉１能形成一组犐犉划分．枚举各ＩＦ划分对应的
图犌的狕个权值最小的犽ＦＶＳ，然后取其中狕个权
值最小的犽ＦＶＳ，即为图犌的狕个权值最小的犽
ＦＶＳ．

由引理９，对一个ＩＦ划分（犞０，犞１，犞２）的狕个权
值最小的犽－犼大小ＦＶＳ可以在以下时间内完成：
　　犗（２τ（犽－犼，犞０，犞１，犞２）狀２ｌｏｇ狀＋

１．４１４τ（犽－犼，犞０，犞１，犞２）狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））
　＝犗（２（犽－犼）－（０－＃犮（犉′－犉１）＋１）狀２ｌｏｇ狀＋
１．４１４（犽－犼）－（０－＃犮（犉′－犉１）＋１）狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕）

　＝犗（４犽－犼狀２ｌｏｇ狀＋２犽－犼狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕）），
其中，＃犮（犉′－犉１）｜犉′－犉１｜＝犽－犼．

那么对所有整数犼，０犼犽，穷举犉′的所有大
小为犼的子集犉１并生成ＩＦ划分，然后再枚举各
ＩＦ划分的狕个权值最小、大小为犽－犼的ＦＶＳ，可以
在以下时间内完成：
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∑
犽

犼＝０
犽（）犼犗（４犽－犼狀２ｌｏｇ狀＋２犽－犼狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））

＝犗（５犽狀２ｌｏｇ狀＋３犽狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．
　　ＩＦ划分的总个数不超过２犽个，那么总共枚举
出了２犽狕个犽ＦＶＳ，从中取狕个权值最小的时间为
犗（２犽狕）．根据引理２，求取图犌的一个犽ＦＶＳ的时
间复杂度为犗（５犽犽狀２）．因此，对带权图犌，枚举狕个
权值最小的犽ＦＶＳ的时间复杂度为犗（５犽狀２（ｌｏｇ狀＋
犽）＋３犽狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））． 证毕．

５　结　论
本文讨论了枚举带权无向图中狕个权值最小

的犽ＦＶＳ的问题，提出了一个ＦＶＳ的固定参数枚
举算法，其时间复杂度为犗（５犽狀２（ｌｏｇ狀＋犽）＋
３犽狕（狀２ｌｏｇ狀＋狕））．算法基于分支搜索技术，将ＦＶＳ
问题转化为ＦＥＳ问题，通过枚举转化图犎狉的狕个
权值最大的森林来枚举狕个权值最小的ＦＥＳ，从而
枚举出狕个权值最小的犽ＦＶＳ．

如果将算法中枚举图犎狉的狕个权值最大的森
林的过程改为枚举图犎狉的狕个权值最大的生成森
林（枚举生成森林的算法见文献［２３２４］），那么各生
成森林对应图犎狉的一个极小ＦＥＳ（删除ＦＥＳ中任
何点将不再是图犎狉的ＦＥＳ），通过极小ＦＥＳ找到的
ＦＶＳ将是大小不超过犽的ＦＶＳ，这样，改变后的算
法可用于枚举狕个权值最小且大小不超过犽的
ＦＶＳ．在本文的算法中，将分支过程中产生的０度点
和１度点都转化为图犎狉的边，然后在图犎狉中枚举
森林时一块考虑了这些点，但是当参数犽恰好等于
图犌中含顶点数最少的ＦＶＳ的大小时，这些０度点
和１度点不可能在图犌的犽ＦＶＳ中；当要枚举狕个
权值最小且大小不超过犽的ＦＶＳ时，这些０度点和
１度点也不可能在所要枚举的ＦＶＳ中，因此，当参
数犽恰好等于图中含顶点数最少的ＦＶＳ的大小以
及当要枚举狕个权值最小且大小不超过犽的ＦＶＳ
时，无需将０度点和１度点都转化为犎狉的边，这样
犎狉的规模将减小很多，枚举的时间也将减小．当参
数犽接近于图中含顶点数最少的ＦＶＳ的大小犱时，
也可不将０度点和１度点转化为图犎狉的边，可参照
文献［２１］中枚举犽ＶｅｒｔｅｘＣｏｖｅｒ时处理０度点和１
度点的方法对这些点单独处理，但是这样对每个整
数犼，犱犼犽，需枚举图犎狉的狕个权值最小的
犼ＦＥＳ，即枚举的森林个数将相对增多．

ＦＶＳ问题是经典的ＮＰ完全问题，有很多重要
应用，人们对此问题进行了大量的研究．在参数计算
理论领域，对无向图中参数化ＦＶＳ问题有一系列
ＦＰＴ算法，而且对无向图ＦＶＳ的核心化也进行了
研究［２５２７］，最近得出犗（犽２）的核［２７］．目前已经证明
不带权有向图ＦＶＳ是ＦＰＴ的，但是有向图有无多
项式的核以及带权有向图的ＦＶＳ有无ＦＰＴ算法仍
然是开放性课题，有待于进一步研究．
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［１０］ＤｏｗｎｅｙＲ，ＦｅｌｌｏｗｓＭ．ＰａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄＣｏｍｐｌｅｘｉｔｙ．Ｓｐｒｉｎｇｅｒ
Ｖｅｒｌａｇ，１９９９

［１１］ＲａｍａｎＶ，ＳａｕｒａｂｈＳ，ａｎｄＳｕｂｒａｍａｎｉａｎＣＲ．Ｆａｓｔｅｒｆｉｘｅｄ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｔｒａｃｔａｂｌｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘ
ｓｅｔ／／ＢｏｓｅＰ，ＭｏｒｉｎＰｅｄｓ．ＩＳＡＡＣ２００２．Ｖａｎｃｏｕｖｅｒ（ＢＣ），
Ｃａｎａｄａ．ＬＮＣＳ２５１８．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００２：２４１２４８

０５１１ 计　　算　　机　　学　　报 ２０１０年



［１２］ＫａｎｊＩ，ＰｅｌｓｍａｊｅｒＭ，ＳｃｈａｅｆｅｒＭ．Ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ｆｏｒｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔ／／ＤｏｗｎｅｙＲ，ＦｅｌｌｏｗｓＭ，ＤｅｈｎｅＦ
ｅｄｓ．ＩＷＰＥＣ２００４．Ｂｅｒｇｅｎ，Ｎｏｒｗａｙ．ＬＮＣＳ３１６２．Ｓｐｒｉｎｇｅｒ
Ｖｅｒｌａｇ，２００４：２３５２４７

［１３］ＲａｍａｎＶ，ＳａｕｒａｂｈＳ，ＳｕｂｒａｍａｎｉａｎＣＲ．Ｆａｓｔｅｒｆｉｘｅｄｐａ
ｒａｍｅｔｅｒｔｒａｃｔａｂｌｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｆｉｎｄｉｎｇｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｓ．
ＡＣＭＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，２００６，２（３）：４０３４１５

［１４］ＧｕｏＪ，ＧｒａｍｍＪ，ＨüｆｆｎｅｒＦ，ＮｉｅｄｅｒｍｅｉｅｒＲ，ＷｅｒｎｉｃｋｅＳ．
Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎｂａｓｅｄｆｉｘｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｆｅｅｄｂａｃｋ
ｖｅｒｔｅｘｓｅｔａｎｄｅｄｇｅｂｉｐａｒｔｉｚａｔｉｏｎ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒａｎｄ
ＳｙｓｔｅｍＳｃｉｅｎｃｅｓ，２００６，７２（８）：１３８６１３９６

［１５］ＤｅｈｎｅＦ，ＦｅｌｌｏｗｓＭ，ＬａｎｇｓｔｏｎＭ，ＲｏｓａｍｏｎｄＦ，Ｓｔｅｖｅｎｓ
Ｋ．Ａｎ狅（２狅（犽）狀３）ｆｐｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｔｈｅｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｆｅｅｄｂａｃｋ
ｖｅｒｔｅｘｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ．ＴｈｅｏｒｙＣｏｍｐｕｔｉｎｇＳｙｓｔｅｍｓ，２００７，４１
（３）：４７９４９２

［１６］ＣｈｅｎＪ，ＦｏｍｉｎＦ，ＬｉｕＹ，ＬｕＳ，ＶｉｌｌａｎｇｅｒＹ．Ｉｍｐｒｏｖｅｄａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｓｆｏｒｔｈｅｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍｓ／／ＤｅｈｎｅＦ，Ｓａｃｋ
Ｊ，ＺｅｈＮｅｄｓ．ＷＡＤＳ２００７．Ｈａｌｉｆａｘ，Ｃａｎａｄａ．ＬＮＣＳ４６１９．
ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００７：４２２４３３

［１７］ＣｈｅｎＪ，ＬｉｕＹ，ＬｕＳ，Ｏ’ＳｕｌｌｉｖａｎＢ，ＲａｚｇｏｎＩ．Ａｆｉｘｅｄｐａ
ｒａｍｅｔｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｔｈｅｄｉｒｅｃｔｅｄｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔ
ｐｒｏｂｌｅｍ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＳＴＯＣ２００８．Ｖｉｃｔｏｒｉａ（ＢＣ），
Ｃａｎａｄａ，２００８：１７７１８６

［１８］ＢｅｃｋｅｒＡ，ＢａｒＹｅｈｕｄａＲ，ＧｅｉｇｅｒＤ．Ｒａｎｄｏｍｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ｆｏｒｔｈｅｌｏｏｐｃｕｔｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｒｔｉｆｉｃｉａｌＩｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ
Ｒｅｓｅａｒｃｈ，２０００，１２：２１９２３４

［１９］ＦｌｕｍＪ，ＧｒｏｈｅＭ．Ｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｃｏｕｎｔｉｎｇ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，２００２，３３（４）：

８９２９２２
［２０］ＦｅｒｎａｕＦ．Ｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｅｎｕｍｅｒａｔｉｏｎ／／ＩｂａｒｒａＯＨ，

ＺｈａｎｇＬｅｄｓ．ＣＯＣＯＯＮ２００２．Ｓｉｎｇａｐｏｒｅ．ＬＮＣＳ２３８７．
ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００２：５６４５７３

［２１］ＣｈｅｎＪ，ＫａｎｊＩ，ＭｅｎｇＪ，ＸｉａＧ，ＺｈａｎｇＦ．Ｏｎｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅ
ｅｎｕｍｅｒａｂｉｌｉｔｙｏｆＮＰｐｒｏｂｌｅｍｓ／／ＢｏｄｌａｅｎｄｅｒＨＬ，Ｌａｎｇｓｔｏｎ
ＭＡｅｄｓ．ＩＷＰＥＣ２００６．Ｚüｒｉｃｈ，Ｓｗｉｔｚｅｒｌａｎｄ．ＬＮＣＳ４１６９．
ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００６：２１５２２６

［２２］ＣｏｒｍｅｎＴ，ＬｅｉｓｅｒｓｏｎＣ，ＲｉｖｅｓｔＲ，ＳｔｅｉｎＣ．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎｔｏ
Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．２ｎｄＥｄｉｔｉｏｎ．Ｂｏｓｔｏｎ，ＭＡ：ＭｃＧｒａｗＨｉｌｌＢｏｏｋ
Ｃｏｍｐａｎｙ，２００１

［２３］ＫａｐｏｏｒＳ，ＲａｍｅｓｈＨ．Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｅｎｕｍｅｒａｔｉｎｇａｌｌｓｐａｎ
ｎｉｎｇｔｒｅｅｓｏｆｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄａｎｄｗｅｉｇｈｔｅｄｇｒａｐｈｓ．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌ
ｏｎＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，１９９５，２４（２）：２４７２６５

［２４］ＳｏｒｅｎｓｅｎＫ，ＪａｎｓｓｅｎｓＧ．Ａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｔｏｇｅｎｅｒａｔｅａｌｌｓｐａｎ
ｎｉｎｇｔｒｅｅｓｏｆａｇｒａｐｈｉｎｏｒｄｅｒｏｆｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｃｏｓｔ．ＰｅｓｑｕｉｓａＯｐ
ｅｒａｃｉｏｎａｌ，２００５，２５（２）：２１９２２９

［２５］ＢｕｒｒａｇｅＫ，ＥｓｔｉｖｉｌｌＣａｓｔｒｏＶ，ＦｅｌｌｏｗｓＭ，ＬａｎｇｓｔｏｎＭ，Ｍａｃ
Ｓ，ＲｏｓａｍｏｎｄＦ．Ｔｈｅｕｎｄｉｒｅｃｔｅｄｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔｐｒｏｂｌｅｍ
ｈａｓａｐｏｌｙ（犽）ｋｅｒｎｅｌ／／ＢｏｄｌａｅｎｄｅｒＨＬ，ＬａｎｇｓｔｏｎＭＡｅｄｓ．
ＩＷＰＥＣ２００６．Ｚüｒｉｃｈ，Ｓｗｉｔｚｅｒｌａｎｄ．ＬＮＣＳ４１６９．Ｓｐｒｉｎｇｅｒ
Ｖｅｒｌａｇ，２００６：１９２２０２

［２６］ＢｏｄｌａｅｎｄｅｒＨＬ．Ａｃｕｂｉｃｋｅｒｎｅｌｆｏｒｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔ／／
ＴｈｏｍａｓＷ，ＷｅｉｌＰｅｄｓ．ＳＴＡＣＳ２００７．Ａａｃｈｅｎ，Ｇｅｒｍａｎｙ．
ＬＮＣＳ４３９３．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００７：３２０３３１

［２７］ＴｈｏｍａｓｓéＳ．Ａｑｕａｄｒａｔｉｃｋｅｒｎｅｌｆｏｒｆｅｅｄｂａｃｋｖｅｒｔｅｘｓｅｔ／／
ＳＯＤＡ２００９，ＮｅｗＹｏｒｋ，２００８：１１５１１９

犠犃犖犌犑犻犪狀犡犻狀，ｂｏｒｎｉｎ１９６０，
Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓ
ｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｎｅｔｗｏｒｋｏｐ
ｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｂｉｏｌｏｇｙ．

犑犐犃犖犌犌狌狅犎狅狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９８５，Ｍ．Ｓ．．Ｈｅｒｒｅｓｅａｒｃｈｉｎ
ｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，ｃｏｍｐｕｔｅｒｔｈｅｏｒｙ．

犆犎犈犖犑犻犪狀犈狉，ｂｏｒｎｉｎ１９５４，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓ
ｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｂｉｏｌｏｇｙ，ｃｏｍｐｕｔｅｒ
ｔｈｅｏｒｙ，ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
　　ＴｈｉｓｗｏｒｋｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＢａｓｉｃＲｅｓｅａｒｃｈ
Ｐｒｏｇｒａｍ（９７３Ｐｒｏｇｒａｍ）ｏｆＣｈｉｎａ（２００８ＣＢ３１７１０７）ｗｈｉｃｈｆｏ
ｃｕｓｅｓｏｎｔｈｅｄｅｓｉｇｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｖａｒｉｏｕｓｉｎ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｆｉｅｌｄｓ，ｔｈｅＮａｔｉｏｎａｌＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ
ＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａｕｎｄｅｒＧｒａｎｔｓ（６０７７３１１１，６０８７３２６５）
ｗｈｉｃｈｆｏｃｕｓｏｎｔｈｅｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｔｅｃｈｎｉｑｕｅａｎｄｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎ
ｎｅｔｗｏｒｋ，ａｎｄｔｈｅＰｒｏｇｒａｍｆｏｒＣｈａｎｇｊｉａｎｇＳｃｈｏｌａｒｓａｎｄＩｎｎｏ
ｖａｔｉｖｅＲｅｓｅａｒｃｈＴｅａｍｉｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＣｈｉｎａｕｎｄｅｒＧｒａｎｔ
（ＩＲＴ０６６１）．

Ｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｎｄｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ
ｉｓａｒｅｃｅｎｔｌｙｄｅｖｅｌｏｐｅｄｓｕｂａｒｅａｉｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃｏｍｐｕｔｅｒｓｃｉ
ｅｎｃｅ．Ｔｈｅｔｈｅｏｒｙｉｓａｍｉｅｄａｔｐｒａｃｔｉｃａｌｌｙｓｏｌｖｉｎｇａｌａｒｇｅｎｕｍ
ｂｅｒｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓｔｈａｔａｒｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｌｙｉｎｔｒａｃｔａ
ｂｌｅ．Ｔｈｅｔｈｅｏｒｙｉｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｔｈａｔｍａｎｙｉｎｔｒａｃ
ｔａｂｌｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｐｒａｃｔｉｃｅａｒｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈａ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｔｈａｔｖａｒｉｅｓｗｉｔｈｉｎａｓｍａｌｌｏｒｍｏｄｅｒａｔｅｒａｎｇｅ．
Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅ，ｂｙｔａｋｉｎｇｔｈｅａｄｖａｎｔａｇｅｓｏｆｔｈｅｓｍａｌｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，
ｍａｎｙｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｌｙｉｎｔｒａｃｔａｂｌｅｐｒｏｂｌｅｍｓｃａｎｂｅｓｏｌｖｅｄｅｆｆｅｃ
ｔｉｖｅｌｙａｎｄｐｒａｃｔｉｃａｌｌｙ．Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，ｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｐａ

１５１１７期 王建新等：带权无向图中反馈顶点集的固定参数枚举算法
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