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摘　要　在越来越受到人们关注的基于物理流体动画领域，目前分别模拟牛顿流体或粘弹性流体的方法很多，但
很少有统一模拟两者的方法．文中基于光滑粒子流体动力学方法，通过对传统纳维斯托克斯方程添加弹性应力
项，提出了一种新的统一模拟牛顿流体和粘弹性流体的方法．通过实验说明该方法不仅有效，易于实现，而且具有
良好的可控性，仅仅通过调节参数就可以模拟不同粘弹性、不同类型的流体现象．
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１　引　言
流体现象广泛存在于日常生活、工业生产和计

算机动画作品中．近２０年来，在计算机图形学领域，
基于物理的流体动画受到越来越多人的关注，成为目
前的一个研究热点和重要方向．实际中存在的流体
都是有粘性的，如果流体的流动行为满足牛顿粘性



定律，即剪应力与剪切应变率之间满足线性关系，粘
性不随速度而变，称为牛顿流体（Ｎｅｗｔｏｎｉａｎｆｌｕｉｄ），
如水、空气等；而把不满足线性关系的流体称为非牛
顿流体（ｎｏｎＮｅｗｔｏｎｉａｎｆｌｕｉｄ），如胶状物、牙膏等．
粘弹性流体（ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃｆｌｕｉｄ），属于非牛顿流体，
它同时具有固体和流体的特征．该流体受到应力较
小时表现出固体的特征，但应力超过阈值而产生较
大应变时又体现出流体的特点．很多物质具有这样
的特点，如黏液、胶、鸡蛋白、生面团、尚未凝固的混
凝土、牙膏、黏土、洗手液、果冻、番茄酱等．

在计算机模拟流体现象的方法中，“无网格”的
光滑粒子流体动力学（ＳｍｏｏｔｈｅｄＰａｒｔｉｃｌｅＨｙｄｒｏｄｙ
ｎａｍｉｃｓ，ＳＰＨ）是近年来一种比较流行的方法．这种
方法不仅容易体现流体的细节，诸如浪花、泡沫和飞
溅的效果，而且能很自然地处理有较大拓扑变形的
流动，所以得到越来越广泛的应用．

目前分别模拟牛顿流体或粘弹性流体的方法很
多，但很少有统一模拟两者的方法．本文基于ＳＰＨ
方法，通过对传统ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ（ＮＳ）方程添加弹
性应力项，提出了一种新的统一模拟牛顿流体和粘
弹性流体的方法．在实验中，从不同角度对所模拟流
体的绘制结果和速度进行了对比、分析，充分说明了
本方法的有效性．

本文第２节介绍图形学领域中牛顿流体和粘弹
性流体的相关工作；第３节提出模拟的统一方法；第
４节说明绘制流体场景的方法；第５节对绘制结果
从不同角度进行讨论与分析；最后一节总结并提出
未来工作．

２　相关工作
在计算机图形学领域，基于物理的流体模拟方

法大致可以分为两大类：基于网格的欧拉方法和基
于粒子的拉格朗日方法．欧拉方法将流体所占据空
间离散成固定的网格，分析网格上每一固定点的流
体速度、压强和密度等参数随时间的变化．该方法很
容易保持流体不可压却不容易保证质量守恒；拉格
朗日法则通过研究流体中每一微团的相应物理参数
随时间的运动变化，来描述整个流体的运动．下面将
分别对牛顿流体和粘弹性流体的相关工作做介绍．
２．１　牛顿流体

欧拉法．１９９６年，Ｆｏｓｔｅｒ等人［１］首次在图形学
领域通过有限差分的方法，在规则网格上求解三维
ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程．接着，Ｓｔａｍ［２］引入了半拉格朗

日机制和隐式积分求解的方法，使得计算能够采用
较大的时间步长．为了准确捕捉流体表面的细节，
Ｆｏｓｔｅｒ等人［３］引入了ｌｅｖｅｌｓｅｔ方法，由于该方法体
积损失比较严重，作者在流体内部分布一些无质量
的粒子来弥补该缺陷．不久，Ｅｎｒｉｇｈｔ等人［４］提出了
ｐａｒｔｉｃｌｅｌｅｖｅｌｓｅｔ方法，通过在流体外部同样增加粒
子来改进ｌｅｖｅｌｓｅｔ方法；且通过将速度外推到空气
中来正确处理自由表面处的边界条件，从而获得更
加精确的界面和视觉效果．

粒子法．ＳＰＨ是目前最为常用的一种拉格朗
日粒子法，该方法利用离散的粒子来表示流体，由于
每个粒子包含着各自的质量，且粒子数目在模拟过
程中保持不变，使得该方法容易保证流体质量守恒．
不过由于通常用理想气体状态方程来求解压强，使
得ＳＰＨ方法存在弱可压的缺点．Ｄｅｓｂｒｕｎ等人［５］首
次将该方法引入图形学领域来计算物体较大变形时
的受力．接下来，Ｍüｌｌｅｒ等人［６７］推广了该方法，实
现了交互级的流体模拟．Ａｄａｍｓ等人［８］通过对ＳＰＨ
粒子定义重要度为依据来使其自动合并和分裂，从
而有效地加快了模拟的速度．最近，越来越多的人将
目光投注在更加复杂的流体现象上，例如：流体在疏
松多孔物质上的流动［９］、流体与颗粒状物质（如沙
粒）的交互［１０１１］、多相流自然灾害场景的真实模
拟［１２］等．关于ＳＰＨ的全面介绍可以查看文献［１３］．
粒子法里，还有一些其他的方法，如Ｐｒｅｍｏｅ等
人［１４］引入了ＭＰＳ（ＭｏｖｉｎｇＰａｒｔｉｃｌｅＳｅｍｉｉｍｐｌｉｃｉｔ）
方法，通过解全局泊松方程来求解压强，从而使得流
体不可压．由于各方法有各自的优势和局限性，目前
也出现了一些混合表示的方法，如Ｌｏｓａｓｓｏ等［１５］提
出了一种双向耦合的模拟框架来同时利用ＳＰＨ和
ｐａｒｔｉｃｌｅｌｅｖｅｌｓｅｔ的优点．
２２　粘弹性流体

欧拉法．Ｃａｒｌｓｏｎ等人［１６］结合ＭａｒｋｅｒａｎｄＣｅｌｌ
（ＭＡＣ）方法模拟了任意粘性的流体，甚至固体也当
作高粘性流体处理，其中粘性随温度、水分含量而变
化，从而实现了融化、凝固和流动效果．通过将粒子
分割到高分辨率的网格中来精确抽取表面．具体求
解中，为了避免高粘性带来的稳定性问题，扩散项采
用隐式欧拉代替显式格式，并采用共轭梯度法来迭
代计算．Ｇｏｋｔｅｋｉｎ等［１７］通过在ＮＳ方程中加入弹性
应力项成功地模拟了粘弹性流动现象，并采用ｖｏｎ
Ｍｉｓｅｓ判据来判断是否会发生塑性流动，如果应变
偏差的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数值大于屈服点，则以正比于
超出量的速度塑性流动［１８］．接着，文献［１９］通过考
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虑旋转张量，对其公式进行了改进，可以真实模拟粘
弹性流体的旋转效果．

粒子法．Ｓｔｏｒａ等［２０］采用ＳＰＨ方法逼真地模
拟了火山熔岩粘性流动的过程．文献［２１］基于拉格
朗日粒子方法，将流体与物体间的力表示成粘附矩
阵的形式，同时将物体表面也作粒子化表示，从而可
以很方便地描述粘性流体与物体的相互作用．Ｍａｏ
等［２２］为了避免文献［１７］模拟粘弹性流体旋转时候
存在的问题，在ＮＳ方程弹性应力张量项加入旋转
张量，并使用ＳＰＨ对流体进行模拟，但其所能模拟
的现象仍然很有限．接着，作者在此基础上真实地模
拟了互不溶粘性流体的碰撞及其响应［２３］．Ｐａｉｖａ
等［２４］继承了文献［１６］的想法，使用ＳＰＨ较为真实
地再现了物体的熔化，但其模拟的熔化物体和现象
较为单一．与此同时，越来越多的研究者通过对粒子
间增加弹簧来达到粘弹性的效果．Ｎｉｘｏｎ等［２５］对物
体表面采用质点弹簧模型来表示，内部利用ＮＳ流
体运动方程求解变形，从而可以模拟柔性物体运动
变形情况．Ｃｌａｖｅｔ［２６］通过修改弹簧的静止长度来达
到不同的粘弹性、塑性效果．而Ｔａｍｕｒａ［２７］则通过随
机连接的两种不同的弹簧来模拟粘弹性流体的表
面．近年来，越来越多的工作［２８３０］集中在通过有限元
方法计算应变张量（ｓｔｒａｉｎｔｅｎｓｏｒ）来模拟粘弹性
流体．

其他方法．Ｄｅｓｂｒｕｎ等［３１］使用隐式曲面来模
拟柔性物体的融合．Ｗｅｉ等［３２］采用三维自动格子
机（ＣｅｌｌｕｌａｒＡｕｔｏｍａｔａ）的方法，通过重力和传播两
个规则来传递热量和流体，该方法的计算量相对于
完全基于物理的方法要小很多．

３　统一的流体模拟方法
本节阐述统一模拟牛顿流体和粘弹性流体的方

法．该方法是通过对ＮＳ方程添加弹性应力张量项
来实现的．本节重点对该项的求解进行剖析，并讨论
流体运动时与障碍物的碰撞处理及模拟流程．
３１　统一的模拟方法

ＳＰＨ是一种完全无网格的拉格朗日方法，流体
运动用跟随流动的粒子运动来描述．流动的粒子储
存了自己的质量、速度和位置等物理信息．空间任一
位置狉处的属性犃可通过周围粒子插值来计算：

犃（狉）＝∑犼犃犼犠（狉－狉犼，犺）
犿犼
ρ犼 （１）

其中，下标犼表示将位置狉周围支持域内的所有粒

子求和，犠（狉－狉犼，犺）是半径为犺的光滑核函数，狉犼，
犿犼和ρ犼分别为粒子犼的位置矢量、质量和密度．

属性犃的梯度值和拉普拉斯值也可以通过对
光滑核函数犠（狉－狉犼，犺）求相应值来得到：

犃（狉）＝∑犼犃犼犠（狉－狉犼，犺）
犿犼
ρ犼 （２）

２犃（狉）＝∑犼犃犼２犠（狉－狉犼，犺）
犿犼
ρ犼 （３）

与传统的欧拉方法相同，ＳＰＨ也是通过求解流
体力学方程来对流体进行模拟的．对于恒温的不可
压流体，描述其运动的主要方程包括质量守恒方程
（连续性方程）和动量守恒方程（ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程）：

犇ρ
犇狋＋ρ·狏＝０ （４）

　ρ犇狏犇狋＝－狆＋μ
２狏＋μ狊·犛ｅｌａｓｔｉｃ＋ρ犵＋犳ｓｕｒｆａｃｅ

＝犳ｐｒｅｓｓｕｒｅ＋犳ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ＋犳ｅｌａｓｔｉｃ＋ρ犵＋犳ｓｕｒｆａｃｅ （５）
其中狏，狆，ρ，犵，μ分别为速度矢量、压强、密度、重力
加速度矢量和动力粘度系数．μ狊·犛ｅｌａｓｔｉｃ为本文为
了统一模拟牛顿流体和粘弹性流体而对传统ＮＳ方
程添加的弹性应力项，μ狊为弹性应力系数，犛ｅｌａｓｔｉｃ为
弹性应变张量，其求解方法下一小节具体介绍．
犳ｐｒｅｓｓｕｒｅ、犳ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ、犳ｅｌａｓｔｉｃ和犳ｓｕｒｆａｃｅ为对应的压强力项、粘
滞力项、弹性应力项和表面张力项．由于ＳＰＨ采用
的粒子数目在模拟过程中保持不变，且每个粒子质
量不变，因此ＳＰＨ能够自动保证质量守恒．

压强力、粘滞力和表面张力的计算采用文献［６］
的方法：

犳ｐｒｅｓｓｕｒｅ犻 ＝－∑犼
犿犼
ρ犼
狆犻＋狆犼
２犠（狉犻－狉犼，犺）　（６）

犳ｖｉｓｃｏｓｉｔｙ犻 ＝μ∑犼
犿犼
ρ犼（狏犼－狏犻）

２犠（狉犻－狉犼，犺）　（７）

犳ｓｕｒｆａｃｅ犻 ＝－σ狀犻狀犻∑犼
犿犼
ρ犼

２犠（狉犻－狉犼，犺），狀犻δ
０， 狀犻＜
烅
烄

烆 δ
（８）

其中σ为表面张力系数，δ为预定义的阈值，当超过
该阈值时表明粒子位于流体表面．狀犻为表面法向，计
算为

狀犻＝∑犼
犿犼
ρ犼犠（狉犻－狉犼，犺） （９）

为了求解式（６）和（７），需要首先求得粒子的密
度和压强，密度计算如下：

ρ犻＝∑犼犿犼犠（狉犻－狉犼，犺） （１０）
接着，粒子的压强可以通过理想气体状态方程

得到［５］：
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狆犻＝犽（ρ犻－ρ０） （１１）
公式中犽为与流体声速相关的常数，ρ０为预先设定
的平衡密度常数．

弹性应力项可以通过ＳＰＨ插值表示为

犳ｅｌａｓｔｉｃ犻 ＝μ狊∑犼
犿犼
ρ犼犛

ｅｌａｓｔｉｃ犻 ·犠（狉犻－狉犼，犺）（１２）
３．２　弹性应力项的求解

本部分推导弹性应变张量犛ｅｌａｓｔｉｃ的计算公式．如
果能够获得流体的显式变形函数，则该值可以通过
变形函数的空间导数求得．然而，由于流体运动变形
的复杂性，几乎不可能找到一个有效描述的公式．因
此，我们通过将弹性应变张量分解为总应变张量与
塑性应变张量的差来间接求解：

犛ｅｌａｓｔｉｃ＝犛ｔｏｔａｌ－犛ｐｌａｓｔｉｃ （１３）
由于后两项也较难获得，可以转化为求其时间

导数的方式：

犛ｔｏｔａｌ＝犛ｔｏｔａｌ０＋∫
狋

０

ｄ犛ｔｏｔａｌ
ｄ狋ｄ狋 （１４）

犛ｐｌａｓｔｉｃ＝犛ｐｌａｓｔｉｃ０ ＋∫
狋

０

ｄ犛ｐｌａｓｔｉｃ
ｄ狋ｄ狋 （１５）

其中犛ｔｏｔａｌ０和犛ｐｌａｓｔｉｃ０ 分别为程序初始化时的总应变张
量与塑性应变张量，本文实现过程中将其设定为零
矩阵．上述公式后半部分带有积分运算，在数值求解
过程中需要将其离散化：

ｄ犛ｅｌａｓｔｉｃ
ｄ狋＝ｄ犛

ｔｏｔａｌ

ｄ狋－ｄ犛
ｐｌａｓｔｉｃ

ｄ狋 （１６）

犛ｅｌａｓｔｉｃ狋＋Δ狋＝犛ｅｌａｓｔｉｃ狋 ＋ｄ犛
ｅｌａｓｔｉｃ

ｄ狋Δ狋 （１７）

公式中Δ狋为时间步长．下面分别求解ｄ犛
ｔｏｔａｌ

ｄ狋和
ｄ犛ｐｌａｓｔｉｃ
ｄ狋．前者即为应变率张量，可通过速度的梯度来
求得

ｄ犛ｔｏｔａｌ
ｄ狋＝（狏＋（狏）Ｔ）／２ （１８）

其中狏为雅可比矩阵，在ＳＰＨ计算中可求解如下

狏＝∑犼
犿犼
ρ犼（狏犼－狏）犠（狉－狉犼，犺）（１９）

塑性应变张量导数的求解需要引入另外一个
量，弹性应变偏差犛′，其数值可通过弹性应变张量
犛ｅｌａｓｔｉｃ求得

犛′＝犛ｅｌａｓｔｉｃ－犜狉（犛
ｅｌａｓｔｉｃ）
３ 犐　 （２０）

公式中犜狉（犛ｅｌａｓｔｉｃ）为张量方阵的迹，犐为单位
矩阵．根据冯·米赛斯屈服准则（ｖｏｎＭｉｓｅｓ’ｓｙｉｅｌｄ

ｃｒｉｔｅｒｉｏｎ），当犛′的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数值低于阈值τ时，
没有塑性流动．当超过该值时，流动的速率将会正比
于所超出的数值，表达为

ｄ犛ｐｌａｓｔｉｃ
ｄ狋＝λ犛′

犛′犳
ｍａｘ（０，犛′犳－τ）（２１）

其中λ为所模拟流体的弹性衰减系数．犛′犳为张量
犛′的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，定义为张量矩阵内部各元素
平方和的平方根：

犛′犳＝∑犻∑犼犛′２犻槡 犼 （２２）
这样，式（１６）可以变为
　ｄ犛

ｅｌａｓｔｉｃ

ｄ狋＝

（狏＋（狏）Ｔ）／２－λ犛′
犛′犳

ｍａｘ（０，犛′犳－τ）
（２３）

将式（２３）代入式（１７）就可以求得每一时间步的弹性
应变张量犛ｅｌａｓｔｉｃ．
３．３　障碍物碰撞处理及模拟流程

本节讨论流体粒子运动时与边界固体障碍物的
碰撞处理，采用的方法与文献［２６］类似但略有改动．
为了检测粒子与边界固体的碰撞，程序初始化之前
需预先对模拟场景进行距离场采样并保存到背景网
格中．接着，在模拟过程中，对每个粒子插值计算出
符号距离值犱，并判断该值与边界固体碰撞阈值犜
的大小，如果小于该阈值表明发生碰撞．同时，碰撞
点表面法向狀狅可通过距离场梯度求得．当检测到碰
撞且粒子已进入障碍物内部时，则将粒子位置沿着
表面法向狀狅垂直投影到表面；同时修改其速度如
下：假设碰撞粒子相对于障碍物的速度为狏（本文实
现设定障碍物固定不动，相对速度等于粒子自身速
度），将其沿障碍物界面的法切向分解为

狏ｎｏｒｍａｌ＝（狏·狀狅）狀狅 （２４）
狏ｔａｎｇｅｎｔ＝狏－狏ｎｏｒｍａｌ （２５）

碰撞后的法向和切向速度将变为
狏ｎｏｒｍａｌｎｅｗ＝－α狏ｎｏｒｍａｌ （２６）
狏ｔａｎｇｅｎｔｎｅｗ＝β狏ｔａｎｇｅｎｔ （２７）

其中，α为法向速度修改系数，实验取值０．０５，碰撞
后法向速度反向．β为表面摩擦系数，控制障碍物表
面的滑移特性，可以获得自由滑移边界条件（β＝１）
和无滑移边界条件（β＝０），本文取值０．９．碰撞后的
总速度为切法向两速度之和．

以上各节已经讨论了统一模拟牛顿流体和粘弹
性流体的ＳＰＨ方法．实际流程主要分为以下步骤：

１．程序初始化．包括参数、几何场景、初始粒子分布等
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的初始化．
２．对每个粒子查找周围粒子并求解光滑核函数

犠（狉－狉犼，犺）及对应的梯度和拉普拉斯值．
３．对每个粒子计算密度和压强．
４．计算压强力、粘滞力、弹性应力和表面张力，并代入

式（５）求解粒子的加速度．
５．通过数值积分计算粒子的速度和位置，本文采用显式

欧拉积分，为保证计算稳定，时间步长应满足ＣＦＬ条件［３３］．
６．判断粒子是否进入固体障碍物内部，如进入，进行碰

撞处理．继续运行，转步２．

４　场景绘制
第３节计算出流体粒子运动的位置、速度等物理

信息，接下来需要构建流体表面．我们采用文献［８］
的隐式表面定义方法：

（狉）＝
∑犼犱犼犠（狉－狉犼，犺）
∑犼犠（狉－狉犼，犺）

－∑犼狉犼犠（狉－狉犼，犺）
∑犼犠（狉－狉犼，犺）

－狉

（２８）
其中犱犼为粒子犼到表面的距离，计算方法、核函数
定义均与文献［８］相同．接着，我们采用ｍａｒｃｈｉｎｇ
ｃｕｂｅｓ［３４］算法来对定义好的隐式表面进行三角形
化，并用渲染引擎ＰＯＶＲａｙ①来对提取出的三角形

网格进行绘制．

５　绘制结果与讨论
为了验证本文方法的有效性和通用性，我们实

现了立方体流体块降落、穿山甲降落、兔子斜坡滑落
和立方体流体穿越障碍物４个实验的真实感建模与
绘制．实验平台为ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２ＤｕｏＥ８４００３．０ＧＨｚ
ＣＰＵ，３ＧＢ内存和ＧｅＦｏｒｃｅ８８００ＧＴＧＰＵ的ＰＣ机．
实验程序采用Ｃ＋＋开发．实验中采用的数值计算时
间步长为０．００１ｓ，每５个时间步输出一帧渲染数据．
５．１　模拟现象比较

本节主要通过４组实验从不同角度对比模拟的
牛顿流体（实验中为水）和粘弹性流体的异同．式（５）
中参数μ和μ狊用来控制模拟流体的种类和粘滞度，
水的参数μ和μ狊设定为８×１０４和０，粘弹性流体相
应为８×１０５和８×１０６，其它模拟参数都相同．图１
对比了立方体流体块从空中降落到地面的过程．可
以看到，表面张力使得水块在降落过程中变成球体，
但该力对于粘弹性流体的影响较小．落到地面后，前
者会形成水花飞溅起来并最终落地归于平静；而后
者会先水平撑开接着弹性回拢并最终平衡于棱台
状．图２说明了本文提出的方法同样适用于复杂的

图１　立方体流体块降落实验结果（从左到右时刻为０ｓ，０．３３ｓ，０．５８ｓ，２ｓ）

图２　穿山甲降落实验结果（从左到右时刻为０ｓ，０．２５ｓ，０．５７ｓ，２ｓ）
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几何形体．穿山甲水体会溅起更多的水花，在２ｓ时
静止于方行边界内，而粘弹性体则“下蹲”并“趴”在
地上．图３与图４用来说明边界障碍物的滑移特性，
由于本文设定式（２７）的β取值０．９，即边界面近似
光滑，本特征可以从图４看到．图５和图６描述了流

体如何经过复杂边界，从图中可以看到两种流体均
部分穿越井字形障碍，之后水块溅起大量水花，并最
终几乎全部落到地上；粘弹性流体块则沿着未被遮
挡的空隙一点点断断续续地降落，５．４ｓ时仍有部分
滞留于障碍物上．

图３　水兔子斜坡滑落实验结果（从左到右时刻为０ｓ，０．２５ｓ，０．５３ｓ，１．２ｓ，４．０９ｓ）

图４　粘弹性兔子斜坡滑落实验结果（从左到右时刻为０ｓ，０．２５ｓ，０．４ｓ，０．５５ｓ，１．５ｓ）

图５　水立方体穿越障碍物实验结果（从左到右依次为俯视图、仰视０ｓ，０．３ｓ，０．５ｓ，３．４６ｓ时刻）

图６　粘弹性立方体穿越障碍物实验结果（从左到右依次为俯视图、仰视０ｓ，０．５２５ｓ，１．８５ｓ，５．４ｓ时刻）

５．２　实验参数比较
实验参数对于本文实验起着至关重要的作用，

通过调整参数值能够模拟各种不同特性的流体．其
中，式（５）的参数μ、μ狊和式（２３）的τ最为重要．鉴于
立方体流体块降落实验具有简单、效果对参数较为
敏感的特点，接下来将通过该实验来对这３个参数
的作用作对比分析．参数μ越大，流体粘性越大．
图７说明当μ狊，τ一定时，流体粘性随着μ的增大而

增大，同一时刻溅起的水花越来越少．参数μ狊越大，
流体越具有粘弹性．图８说明了μ，τ值一定时，随着
μ狊的增大，流体粘性和弹性增大，模拟平衡状态时，
从左到右棱台的形状越来越高瘦．参数τ对于粘弹
性流体较重要，它影响棱台的形状，其值越大，棱台
越高瘦，流体弹性越大（图９），其值为０．０５时，可以
在视频中看到立方体居然反复地弹性“跳动”．

图７　参数作用实验１（参数μ狊为０，τ为０．００５，μ从左到右依次为８×１０４，２×１０５和８×１０５，时刻为０．６ｓ）
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图８　参数作用实验２（参数μ为８×１０５，τ为０．００５，μ狊从左到右依次为０，５×１０６和８×１０６，时刻为１．５ｓ）

图９　参数作用实验３（参数μ为８×１０５，μ狊为８×１０６，τ从左到右依次为０，０．００５和０．０５，时刻为１．５ｓ）

５．３　运行速度比较
表１列出５．１节各实验的粒子数及运行速度，

可以看到，粒子数越多，运行越慢．而相同粒子数情
况下，粘弹性流体比牛顿流体的计算速度（平均每秒
帧数Ｆｐｓ，不包含渲染时间）要慢１５％～２０％左右．
对比实验１与实验４，可以发觉障碍物对于计算速
度的影响较小．

表１　实验粒子数及运行速度
实验名称 粒子数 速度／Ｆｐｓ

１立方体块降落 水 ６０８４ １．９２
粘弹性 ６０８４ １．６０

２穿山甲降落 水 ６５２３ １．７６
粘弹性 ６５２３ １．４９

３兔子斜坡滑落 水 ２３７４ ５．０３
粘弹性 ２３７４ ３．９７

４立方体过障碍物 水 ６０８４ １．９０
粘弹性 ６０８４ １．５６

６　结论与未来工作
本文基于ＳＰＨ方法，通过对传统ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ

方程添加弹性应力项，提出了一种统一模拟牛顿流
体和粘弹性流体的方法．实验从不同角度对所模拟
流体的渲染结果和速度进行了对比、分析，充分说明
了本方法的有效性，且通过调整参数可以模拟不同
粘弹性、不同类型的流体．本文方法还具有易于实现
的特点，可以很方便地添加到其它流体现象模拟中．
今后，我们将进一步拓展本方法所能模拟的现象，并
考虑采用ＧＰＵ进行并行加速．
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