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摘　要　彩色编码是求解实际工程中难解问题的一种新兴而重要的技术．在应用该技术时，算法复杂度取决于彩
色编码着色方案的规模，因此规模的大小将成为衡量彩色编码算法优劣的标准．彩色编码的研究在最近几年得到
了许多有重要意义的结果．基于完全散列函数的ＰＨ算法产生的着色方案规模为犗（６．１犽狀），是目前世界上最好的
确定彩色编码结果；彩色编码算法ＰＢＣＣ是一种利用组合思想针对狀２犽的有效着色算法．文中以分治算法为基
础，结合核心化技术，并利用ＰＢＣＣ算法求解子问题，提出了一种基于混合策略的彩色编码算法ＨＡＢＣＣ，并且证明
了由ＨＡＢＣＣ算法产生的着色方案确实可以覆盖到所有子集，着色方案规模为｜犛（狀，犽）｜２犽·ｌｏｇ犽犽－１·狀．通过与
ＰＨ算法的比较，说明了ＨＡＢＣＣ算法具有更小的着色方案规模，对彩色编码技术的实际应用具有重要的意义．
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１　引　言
随着信息产业和现代工业的快速发展，各领域

中的信息海量增长，许多组合问题利用目前人类具
有的计算资源无法在有效的时间内解决．在计算机
复杂性理论中，这些计算难解问题大多属于ＮＰ难
解问题．然而，大量的这些ＮＰ难解问题又是工程应
用中不可避免而且必须解决的问题．

子集选择（ｓｕｂｓｅｔｓｅｌｅｃｔｉｏｎ）是组合学研究领域
中的一类重要的问题，通常被描述成下面的形式：给
定一个包含狀个元素的全集犝，找到满足某一特定
条件犚，包含犽个元素的子集犠犝．所有此类问题
都可以用穷举的方法在指数时间内得到可行解，即
枚举所有的组合情况构成的集合，该穷举算法的时
间复杂度为犗（（狀犽））．
犽Ｐａｔｈ问题是一个典型的子集选择问题，给定

一个图犌和一个整数犽，要求在图犌中找到一个包
含犽个节点的简单路径．犽Ｐａｔｈ问题的难点在于对
路径简单性的要求（即路径节点不重复），最早提出
的算法时间复杂度为犗（２犽犽！狀犗（１））［２，８］．Ａｌｏｎ等人
通过对犽Ｐａｔｈ问题的深入研究，阐明了解决该问题
的本质是在图犌所有的狀个节点中选择犽个节点构
成的子集．基于这一观察，于１９９５年首次提出了彩色
编码技术，得到了一个时间复杂度为犗（５．４４犽狀犗（１））
的随机算法［１］，极大地降低了求解问题的时间复
杂度．

彩色编码的基本思想可以描述为：给定元素集
合犝和颜色集合犆，其中｜犝｜＝狀，｜犆｜＝犽，将犝中
的每个元素都使用犆中的一种颜色进行着色．假定
原问题的目标解包含的犽个元素正好被着为犽种不
同的颜色，原问题将获得额外的着色约束条件而简
化．为了便于对彩色编码的理解，沿用文献［４］中的
定义如下．

定义１（（狀，犽）着色）．　给定元素全集犝＝｛犲１，
犲２，…，犲狀｝和颜色全集犆＝｛犮１，犮２，…，犮犽｝，将集合犝
中的所有元素使用犆中的任意颜色进行着色犺犻＝
犳（犲犻）（其中犳（犲）表示对元素犲赋予一种颜色），得到
一个狀元组犎＝〈犺１，犺２，…，犺狀〉，且犻，犺犻∈犆，

∪
狀

犻＝１
｛犺犻｝＝犆，即犝中每个元素均可对应一种颜色，且

颜色全集中每种颜色至少被使用过一次，则称该狀
元组为一个（狀，犽）着色．

定义２（覆盖）．　给定一个（狀，犽）着色犎＝

〈犺１，犺２，…，犺狀〉和一个子集犠，其中犠是从犝＝
｛犲１，犲２，…，犲狀｝中任意选取犽个元素所组成的子集，
对任意犻和犼，若犲犻，犲犼∈犠且犻≠犼，则犺犻≠犺犼，则称
着色犎覆盖子集犠．

定义３（（狀，犽）着色方案）．　若（狀，犽）着色的集
合满足：任取犝的一个犽元素子集犠，至少存在一
个可以覆盖犠的（狀，犽）着色，则称该集合为（狀，犽）着
色方案，记作犛（狀，犽）．方案包含着色的数目称为着
色方案的规模，记作｜犛（狀，犽）｜．

值得注意的是，彩色编码技术本身并不直接解
决目标问题，而是通过额外的限制条件有效地降低
了目标问题的搜索空间．在求解某些问题时，需要枚
举所有的元素组合情况，而利用彩色编码技术后，一
种着色可以覆盖大量不同的组合情况，从而有效地
减少了搜索空间．彩色编码已成功应用于求解
犽Ｐａｔｈ［１，３］、犽Ｃｙｃｌｅ［１］、Ｍａｔｃｈｉｎｇ［１３］、Ｐａｃｋｉｎｇ［１３］等
ＮＰ难问题，并在生物蛋白质网络中的路径查找［９］

和Ｍｏｔｉｆ查找［１０１１，１４］等问题上有着广泛的应用．
基于彩色编码的算法时间复杂度依赖于着色方

案的规模，根据算法所用的着色方式不同，彩色编码
可以分为随机式着色和确定式着色．

Ａｌｏｎ等人提出彩色编码思想时，详细介绍了随
机式着色算法．使用犽种不同的颜色对图中的所有
节点进行着色，在着色图中利用动态规划寻找正确
着色（犽个节点颜色各不相同）的问题实例．通过分
析问题实例正确着色的概率，重复着色求解过程足
够次数，将有较大概率求得正确解，算法的时间复杂
度为犗（５．４４犽狀犗（１））．Ｈüｆｆｎｅｒ等人［１３］利用１．３犽种
颜色着色，将随机算法复杂度改进到犗（４．３２犽）．最
近，Ｃｈｅｎ等人利用分治思想，组合小规模的解来构
成较大规模的解，提出了复杂度为犗（４犽）的随机算
法［３］．同样基于分治思想，Ｋｎｅｉｓ等人也提出了划分
着色的随机算法［５］，复杂度为犗（４犽）．虽然随机着
色算法可以得到一定精度的结果，但在对结果精度
有很高要求的情况下，这样的概率解是不能令人满
意的．

为了构造确定式着色，Ａｌｏｎ等人在文献［１］中
指出可以利用完全散列函数族将随机算法确定化．
根据文献［６７］中的理论，（狀，犽）完全散列函数族犉
可以在犗（２犗（犽）狀ｌｏｇ狀）的时间复杂度内构造出来，且
函数族犉的大小为犗（２犗（犽）ｌｏｇ狀）．通过枚举犉中的
所有函数，得到大小为犗（２犗（犽）ｌｏｇ狀）的确定式着色方
案．经过分析，表示任一散列函数需要多于１２ｋｂｉｔｓ，
枚举所有的散列函数至少需要２１２犽＞４０００犽，因此，
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这种着色方案的构造算法即使在犽较小时也不太
实用．

最近，Ｃｈｅｎ等人大幅改进了确定式着色方案的
研究结果，提出了复杂度为犗（６．１犽狀）的算法．在具
体的构造过程中，采用了４层散列处理来避免冲
突，即犣狀→犣２犽→犣犽／４→犣犮犼（犮犼－１）．该算法（记为ＰＨ
（ＰｅｒｆｅｃｔＨａｓｈｉｎｇ））首先使用核心化方法将（狀，犽）着
色问题在多项式时间内规约到（犽２，犽）着色问题，然
后将犽２元素散列到犽／４个位置上，再利用另一组散列
函数分别将每个位置的元素重新散列到犮犼（犮犼－１）个
位置上来解决冲突，最后使用已有的（犮犼（犮犼－１），犮犼）
着色方案构造总体着色方案．进一步，通过对犮犼大小
的分类讨论，确定算法的复杂度为犗（６．１犽狀）．虽然
算法得到了很好的理论复杂度，但在实际应用中的
效果不尽理想．

直接利用组合思想也可以得到确定式着色方
案．最近，从组合算法角度对着色方案构造算法的研
究得到了一个新的结果．文献［４］对彩色编码在狀
２犽（非小参数）情况下的应用进行了深入研究，提出
了一种基于划分的着色算法ＰＢＣＣ（ＰａｒｔｉｔｉｏｎＢａｓｅｄ
ＣｏｌｏｒＣｏｄｉｎｇ）．在实际情况下的应用表明，ＰＢＣＣ比
ＰＨ算法有更高的实用价值．但是狀２犽约束条件
的限制，ＰＢＣＣ算法在很多情况下无法应用．

本文从简单的分治策略出发，结合核心化技术，
并充分利用现有的ＰＢＣＣ算法，提出了一种基于混
合策略的着色算法（ＨｙｂｒｉｄＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅＢａｓｅｄ
ＣｏｌｏｒＣｏｄｉｎｇ，ＨＡＢＣＣ）．通过理论分析以及实际着
色方案规模的比较，ＨＡＢＣＣ算法比现有算法具有
更小规模的着色方案，并且易于构造，从而具有更好
的实用性能，对彩色编码技术的应用具有重要的
意义．

２　基于混合策略的着色算法
基于混合策略的着色算法将从简单的分治策略

出发，结合核心化技术，并利用现有的ＰＢＣＣ算法处
理子问题，下面几节将分别介绍以上算法技术．
２．１　分治着色算法

为了便于接下来的讨论，定义着色以及着色方
案的变换操作如下．

定义４（着色的连接）．　给定（狀１，犽１）着色犎１＝
〈犺１，犺２，…，犺狀１〉及（狀２，犽２）着色犎２＝〈犺′１，犺′２，…，
犺′狀２〉，犎１和犎２的连接定义为〈犺１，犺２，…，犺狀１，犺′１，
犺′２，…，犺′狀２〉，记为犎１犎２．

定义５（着色方案的和连接）．　给定着色方案
犛（狀１，犽１）及犛（狀２，犽２），不妨设｜犛（狀１，犽１）｜
｜犛（狀２，犽２）｜，着色方案的和连接定义为犛（狀１，犽１）
犛（狀２，犽２）＝｛犎犻犳（犛（狀２，犽２））｜犎犻∈犛（狀１，犽１）｝，
其中函数犳（犛（狀２，犽２））返回着色方案犛（狀２，犽２）中的
任意一个着色．因此，着色方案规模｜犛（狀１，犽１）
犛（狀２，犽２）｜＝ｍａｘ（｜犛（狀１，犽１）｜，｜犛（狀２，犽２）｜）．

定义６（着色方案的积连接）．　给定着色方案
犛（狀１，犽１）及犛（狀２，犽２），着色方案的积连接定义为
犛（狀１，犽１）犛（狀２，犽２）＝｛犎犻犎犼｜犎犻∈犛（狀１，犽１），
犎犼∈犛（狀２，犽２）｝．即犛（狀１，犽１）中的每个着色都将
和犛（狀２，犽２）中的每个着色进行连接．因此，着色方
案规模｜犛（狀１，犽１）犛（狀２，犽２）｜＝｜犛（狀１，犽１）｜×
｜犛（狀２，犽２）｜．

分治着色算法的基本思想是将元素分成两部
分，分别进行着色．实际着色时，首先将元素全集犝
分成两个部分，记为犝１，犝２，其中犝１∩犝２＝，
犝１∪犝２＝犝，且｜犝１｜＝狀１，｜犝２｜＝狀２．为使构造出的
着色方案确定式地覆盖所有选择情况，必须枚举颜
色数在犝１和犝２中的所有分布情况．犝中任一犽元
素的子集犠，满足｜犝１∩犠｜＝犽１，｜犝２∩犠｜＝犽２，显
然犽１＋犽２＝犽．如果存在集合犝１∩犠的犽１着色方案
犛（狀１，犽１）和犝２∩犠的犽２着色方案犛（狀２，犽２），那么
犛（狀１，犽１）犛（狀２，犽２）将覆盖犝的所有犽元素子集．
此外，当犽１×犽２＝０时，有两种情况：犽１＝０，此时
犛（狀１，犽）可覆盖子集犠；或犽２＝０，此时犛（狀２，犽）可覆
盖子集犠．故犛（狀１，犽）犛（狀２，犽）即可覆盖犠犝１
或犠犝２的所有情况．因此，取狀１＝狀／２，狀２＝
狀／２，分治着色算法构造着色方案的公式如下：
犛（狀，犽）＝犛（狀／２，犽）犛（狀／２，犽）∪

∪
犽１，犽２１

犽１＋犽２＝犽
犛（狀／２，犽１）犛（狀／２，犽２）（１）

显然，式（１）是一个递推式，在假设可以获得较
小规模问题解的前提下，组合小规模问题的解可以
获得大规模问题的解．公式中的第一部分是目标解
全部存在于同一个部分中的特殊情况，此时，只需要
将目标解分别在两部分中的着色方案进行和连接即
可，连接后的着色方案规模等于较大的子着色方案
规模．公式中的第二部分则将每种分布的两个部分
着色方案进行积连接，加入总的着色方案．

递归需要终止条件，根据式（１），给出３个简单
情况下的处理，其中狀表示元素个数，犽表示颜色
数目．

（１）狀＜犽时，（狀，犽）着色不存在，直接返回空集；
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（２）当狀＝犽时，每个元素对应一种颜色，返回
着色方案｛〈１，２，…，狀〉｝即可；

（３）当犽＝１时，所有元素着同一种颜色，返回
着色方案｛〈１，１，…，１〉｝．

每次调用递归算法，元素个数狀都将减半，在经
过ｌｏｇ狀层递归调用后，此时狀为１，直接返回着色
方案．这样，可以在不产生着色方案的情况下，分析
分治着色算法产生的着色方案规模．

便于后面的分析，首先给出以下引理．
引理１．　对任意的正整数狀２，ｌｏｇ狀／２＝

ｌｏｇ狀－１．
证明．
（１）当狀２且狀为偶数时，ｌｏｇ狀／２＝

ｌｏｇ狀－１＝ｌｏｇ狀－１，显然成立．
（２）当狀２且狀为奇数时，ｌｏｇ狀／２＝

ｌｏｇ（狀＋１）－１＝ｌｏｇ（狀＋１）－１．假设ｌｏｇ（狀＋１）
－１＝ｌｏｇ狀－１不成立，即ｌｏｇ（狀＋１）≠ｌｏｇ狀，
则此时必然有狀＝２犽，其中犽＝１，２，３，…，这与狀为
奇数矛盾．因此，狀为奇数时，ｌｏｇ（狀＋１）－１＝
ｌｏｇ狀－１也成立．

因此，对任意的正整数狀２，ｌｏｇ狀／２＝
ｌｏｇ狀－１成立． 证毕．

定理１．　对任意的正整数狀和犽且狀犽，分
治着色算法产生的着色方案满足｜犛（狀，犽）｜
ｌｏｇ狀犽－１．

证明．
（１）当犽＝１时，只需将狀个元素着同一种颜色，

返回该（狀，１）着色构成的集合．此时，｜犛（狀，１）｜
　ｌｏｇ狀０＝１，显然成立．

（２）当犽＝２时，由式（１）有
｜犛（狀，２）｜＝ｍａｘ（｜犛（狀／２，２）｜，｜犛（狀／２，２）｜＋

｜犛（狀／２，１）｜×｜犛（狀／２，１）｜）
ｍａｘ（｜犛（狀／２，２）｜，｜犛（狀／２，２）｜）＋１．

假设｜犛（狀，２）｜ｌｏｇ狀成立，只需证明
ｍａｘ（｜犛（狀／２，２）｜，｜犛（狀／２，２）｜）＋１ｌｏｇ狀　
也成立．根据引理１有
　ｍａｘ（ｌｏｇ（狀／２），ｌｏｇ（狀／２））＋１＝
ｌｏｇ（狀／２）＋１＝（ｌｏｇ狀－１）＋１＝ｌｏｇ狀．
由上可知，｜犛（狀，２）｜ｌｏｇ狀成立．
（３）假设犽犻－１时，｜犛（狀，犽）｜ｌｏｇ狀犽－１均

成立，那么，当犽＝犻时，
｜犛（狀，犻）｜＝ｍａｘ（｜犛（狀／２，犻）｜，｜犛（狀／２，犻）｜）＋

∑犽１＋犽２＝犻
犽１，犽２１

｜犛（狀／２，犽１）｜×｜犛（狀／２，犽２）｜

ｍａｘ（｜犛（狀／２，犻）｜，｜犛（狀／２，犻）｜）＋
（犻－１）ｌｏｇ（狀／２）犻－２

ｌｏｇ（狀／２）犻－１＋（犻－１）ｌｏｇ（狀／２）犻－２
＝（ｌｏｇ狀－１）犻－１＋（犻－１）（ｌｏｇ狀－１）犻－２
（（ｌｏｇ狀－１）＋１）犻－１
＝ｌｏｇ狀犻－１．

因此，｜犛（狀，犻）｜ｌｏｇ狀犻－１成立．
（４）综上所述，对任意的正整数狀和犽且狀犽，

分治着色算法产生的着色方案满足｜犛（狀，犽）｜
ｌｏｇ狀犽－１． 证毕．

与Ｃｈｅｎ等人提出的复杂度为犗（６．１犽狀）的着
色方案构造算法相比，不需要狀远大于犽的限制，即
犽可以取不大于狀的任意正整数．而且上述算法构
造简单，易于实现，同时复杂度中没有忽略与狀及犽
相关的多项式系数．当然随着问题规模狀的增长，算
法复杂度增长很快．下面一节介绍核心化技术，以削
弱问题规模狀对算法复杂度的影响．
２．２　核心化

简单分治算法对问题规模狀的增长过于敏感，
从而局限了算法的应用范围．尽管目前基于完全散
列函数的着色算法都不尽实用，它们的一个理论基
础：小参数理论在降低参数狀对复杂度的影响上仍
然有很大的作用．应用完全散列函数可以得到的着
色方案将满足｜犛（狀，犽）｜２狀｜犛（犽２，犽）｜．这个结果
表明，应用一次完全散列函数就可以从很大程度上
降低元素全集规模狀增长所带来的不利影响，算法
可以专注于解决（犽２，犽）的着色问题．

引理２［３］．　如果（犽２，犽）着色问题可以得到一
个规模为狉的着色方案，那么（狀，犽）着色问题可以得
到一个规模不大于２狀狉的着色方案．

文献［３］通过应用Ｆｒｅｄｍａｎ等人对完全散列函
数的研究结果［６］证明了引理２的正确性，同时给出
了着色方案的构造方法．

设狆是满足狀狆＜２狀的素数，在集合犣狆＝
｛犪｜０犪＜狆，犪∈Ν｝上定义函数族

φ犪（狓）＝（犪狓ｍｏｄ狆）ｍｏｄ犽２．
假设犛（犽２，犽）＝｛犎１，犎２，…，犎狉｝，那么
犛（狀，犽）＝｛犎犻·φ犪｜１犻狉，犪∈犣狆｝，

其中犎犻·φ犪是定义为犎犻·φ犪（狓）＝犎犻（φ犪（狓））的
函数．

由引理２可知，对原问题应用一次核心化预处
理，可以大幅降低问题规模狀对算法复杂度的影响．
应用核心化技术后，算法首先比较狀与犽２的大小．
若狀＞犽２，则由分治着色算法首先构造（犽２，犽）着色
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方案，再利用散列函数，映射为（狀，犽）着色方案；若
狀犽２，则直接利用分治着色算法构造（狀，犽）着色方
案．结合引理２与定理１，得到以下结论．

定理２．　对任意的正整数狀和犽且狀犽，核心
化分治着色算法产生的着色方案满足｜犛（狀，犽）｜
２犽·ｌｏｇ犽犽－１·狀．

证明．　对任意的正整数狀和犽，｜犛（狀，犽）｜表示
核心化分治着色算法产生的着色方案规模．

（１）当犽狀犽２时，由定理１有，｜犛（狀，犽）｜
ｌｏｇ狀犽－１２犽－１·ｌｏｇ犽犽－１．

显然，｜犛（狀，犽）｜２犽·ｌｏｇ犽犽－１·狀成立．
（２）当狀＞犽２时，结合定理１及引理２，｜犛（狀，犽）｜

｜犛（犽２，犽）｜·２狀２犽－１·ｌｏｇ犽犽－１·２狀．
因此，对任意的正整数狀和犽且狀犽，｜犛（狀，犽）｜

２犽·ｌｏｇ犽犽－１·狀均成立． 证毕．
与ＰＨ算法相比，核心化分治着色算法产生的着

色方案没有犗（犮犽）形式的规模上界，但是ＰＨ算法产
生的实际着色方案的规模为犗（６．１犽４ｌｏｇ犽－１犽４ｌｏｇ犽－１狀），
犗（６．１犽狀）并不能很好地反映犽较小时的实际规模．
而上界２犽·ｌｏｇ犽犽－１·狀不仅没有忽略多项式的系
数，甚至没有忽略任何的常系数，因而是相当准
确的．
２．３　犎犃犅犆犆算法

对所有的分治算法而言，加快分治的终止速度
是改善分治算法性能的关键．简单的分治策略仅仅
包含犽＝１，狀＝犽等几个简单的终止条件，严重影响了
分治算法的性能．然而，基于划分的着色算法ＰＢＣＣ［４］
的出现从很大程度上改善了这一情况．ＰＢＣＣ算法
通过枚举着色块的分布情况，得到了狀２犽情况下
的优化着色方案，具体算法参见文献［４］．通过对实
际着色规模的分析，文献［４］还指出，在目前计算能
力可及并满足狀２犽的情况下，ＰＢＣＣ算法可以得
到比ＰＨ算法更小规模的着色方案．

下面，我们在分治策略的基础上，结合核心化预
处理，并利用ＰＢＣＣ算法处理狀２犽情况的子问题，
提出一种基于混合策略的着色算法（ＨＡＢＣＣ）．由
于分治着色算法元素狀递归下降的性质，任何（狀，犽）
的着色问题都可以被递归到以下４种情况之一：

（１）狀＜犽：返回空集；
（２）犽＝１：直接着色；
（３）犽狀２犽：ＰＢＣＣ算法处理；
（４）狀＞２犽：狀减半，递归调用．
算法ＨＡＢＣＣ中的递归子程序ＩＤＣＣ描述如

图１所示．

算法ＩＤＣＣ（狀，犽）
Ｉｎｐｕｔ：Ａｎｉｎｔｅｇｅｒ狀＝｜犝｜，ａｎｉｎｔｅｇｅｒ犽＝｜犆｜

ｗｈｅｒｅ狀１且犽１
Ｏｕｔｐｕｔ：Ａｃｏｌｏｒｉｎｇｓｃｈｅｍｅ犛（狀，犽）
１．ｉｆ狀＜犽ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎ；
２．ｉｆ犽＝１ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎ｛〈１，１，…１〉｝；
３．ｉｆ狀２犽ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎＰＢＣＣ（狀，犽）；
４．犛（狀，犽）＝；
５．Ｐａｒｔｉｔｉｏｎ犝ｉｎｔｏ２ｐａｒｔｓ，｜犝１｜＝狀１＝［狀／２］，｜犝２｜＝
狀２＝［狀／２］；

６．犛（狀，犽）←ＩＤＣＣ（狀１，犽）ＩＤＣＣ（狀２，犽）；
７．ｆｏｒ犻←１ｔｏ犽－１ｄｏ
　犛（狀，犽）←犛（狀，犽）∪（ＩＤＣＣ（狀１，犻）ＩＤＣＣ（狀２，犽－犻））；
ｅｎｄ

８．ｒｅｔｕｒｎ犛（狀，犽）；

图１　ＨＡＢＣＣ中递归子程序ＩＤＣＣ

正如２．２节中的介绍，在狀＞犽２情况下，核心化
预处理可以大幅降低问题规模狀对算法复杂度的影
响．在算法ＨＡＢＣＣ中，若狀＞犽２，则由分治着色算
法首先构造（犽２，犽）着色方案，再利用散列函数，映射
为（狀，犽）着色方案；若狀犽２，则直接利用分治着色
算法构造（狀，犽）着色方案．算法ＨＡＢＣＣ的描述如
图２所示．

算法ＨＡＢＣＣ（狀，犽）
Ｉｎｐｕｔ：Ａｎｉｎｔｅｇｅｒ狀＝｜犝｜，ａｎｉｎｔｅｇｅｒ犽＝｜犆｜

ｗｈｅｒｅ狀１且犽１
Ｏｕｔｐｕｔ：Ａｃｏｌｏｒｉｎｇｓｃｈｅｍｅ犛（狀，犽）
１．犛（狀，犽）＝；
２．ｉｆ狀＞犽２ｔｈｅｎ

犛（犽２，犽）←ＩＤＣＣ（犽２，犽）＝｛犎１，犎２，…，犎狉｝；
犛（狀，犽）←｛犎犻·ψ犪｜１犻狉，犪∈犣狆｝；

３．ｅｌｓｅ
犛（狀，犽）←ＩＤＣＣ（狀，犽）；

ｅｎｄ
４．ｒｅｔｕｒｎ犛（狀，犽）；

图２　基于混合策略的着色算法ＨＡＢＣＣ

３　犎犃犅犆犆算法分析
３．１　犎犃犅犆犆算法的正确性分析

定理３．　ＨＡＢＣＣ算法产生的着色方案能够覆
盖全集犝的所有犽元素子集．

证明．　当狀＞犽２时，根据引理２及其相应的着
色方案构造算法，只需证明ＩＤＣＣ算法能产生
（犽２，犽）着色方案；当狀犽２时，需要证明ＩＤＣＣ算法
能产生（狀，犽）着色方案．综上所述，只需证明狀犽２
时，ＩＤＣＣ算法能产生（狀，犽）着色方案．这样，ＨＡＢＣＣ
算法能构造（狀，犽）着色方案，从而覆盖全集犝的所
有犽元素子集．

在狀犽２情况下，ＩＤＣＣ算法分情况处理：
（１）狀＜犽：返回空集；（２）犽＝１：所有元素着相同颜色
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并返回；（３）犽狀２犽：ＰＢＣＣ算法处理，返回（狀，犽）
着色方案；（４）２犽＜狀犽２：狀减半，枚举犽分布情况，
递归调用．在情况（１）（２）下，显然ＩＤＣＣ算法可以返
回（狀，犽）着色方案；情况（３）时，根据文献［４］中的理
论，同样返回（狀，犽）着色方案；情况（４）时，依据简单
的分治枚举策略，将问题递归到更小的规模．由于递
归下降的性质，任何（狀，犽）的着色问题都可以递归到
以上四种情况之一．在不超过２ｌｏｇ犽层递归调用
后，此时狀＝１，犽１，返回着色方案，递归结束．由分
治枚举的性质知，在狀犽２的情况下，ＩＤＣＣ算法都
返回（狀，犽）着色方案．

因此，ＨＡＢＣＣ算法能构造（狀，犽）着色方案，从
而覆盖全集犝的所有犽元素子集． 证毕．
３．２　犎犃犅犆犆算法产生的着色方案规模分析

为了便于与ＰＨ算法比较，首先回顾一下文献
［３］中的相关内容，分析ＰＨ算法的着色方案规模．
ＰＨ算法产生的着色方案规模依赖于Ｃ１～Ｃ５的参
数组合，分析所需枚举的各个参数的数目，得到以下
数据：

Ｃ１．枚举整数对（犪，犫），需要狆２＝犗（狀２）＝
犗（犽４）；

Ｃ２．枚举整数序列犆，需要５犽／４－１
犽／（ ）４－１＝

犗（１．８６９２犽）；
Ｃ３．枚举狉个整数对的序列犔，其中狉

ｌｏｇ犽－２，需要狆２狉＝犗（４ｌｏｇ犽－２犽４ｌｏｇ犽－８）；
Ｃ４．枚举犆与犔间的映射关系，需要２犽／２＝

犗（１．４１４３犽）；
Ｃ５．枚举满足条件的子着色方案，需要

犗（２．４１４２犽）．
从以上数据可以看出，ＰＨ算法的理论复杂度①

犗（６．１犽狀）中的６．１犽来自于所有的指数因子部分，而
其余的部分都作为低阶因子被忽略．从算法理论的
渐近上界表示角度考虑，这种做法是允许的．然而，
从实际的角度分析，很多因子仍然是必须考虑的．就
ＰＨ算法而言，综合所有的情况，着色方案规模应为
犗（６．１犽４ｌｏｇ犽－１犽４ｌｏｇ犽－１狀）．以狀＝１００００，犽＝２０为例，
狀＝１Ｅ４，４ｌｏｇ犽－１＝１Ｅ２，犽４ｌｏｇ犽－１＝１．５５Ｅ２１，与６．１犽＝
５．０９Ｅ１５相比，显然犽４ｌｏｇ犽－１是不能忽略的．图３展示
了随着犽值的增长各因子的增长趋势．

尽管随着犽值的增长，因子６．１犽终将取得决定
性作用，但从图３可以看出，在整个问题规模增大到
无法现实求解之前，因子犽４ｌｏｇ犽－１都仍然有着重大的
作用，因而是无法忽略的．只有在同时充分考虑两者

的影响时，犽４ｌｏｇ犽－１６．１犽狀才大致反映了ＰＨ算法着色
方案规模的增长趋势．

值得注意的是：在图３的比较中，我们没有考
虑相同的核心化预处理过程所产生的影响．从
图３可以看出，相同犽值情况下，２犽－１·ｌｏｇ犽犽－１

比６．１犽４ｌｏｇ犽－１犽４ｌｏｇ犽－１小数个数量级，大约仅为
６．１犽４ｌｏｇ犽－１犽４ｌｏｇ犽－１的平方根．经过数值计算，只有当
犽＞１８０时，２犽－１·ｌｏｇ犽犽－１才大于６．１犽４ｌｏｇ犽－１犽４ｌｏｇ犽－１，
而此时规模已达到１０２１０．因此，在现实可计算的范
围内，ＨＡＢＣＣ算法产生的着色方案规模上界远小
于ＰＨ算法．

图３　犽值增长时各因子增长趋势比较
有了以上分析后，接下来比较分析ＨＡＢＣＣ与

ＰＨ算法产生着色方案的实际规模．首先，根据
式（１）以及文献［４］中的式（１），ＨＡＢＣＣ算法产生的
着色方案规模可以在不产生实际着色方案的情况下
计算得出．此外，根据文献［３］中的理论，ＰＨ算法产
生的着色方案也可以通过枚举以下参数组合情况计
算得出．具体步骤如下：
　　１．依据Ｃ２，用一个长度为５犽／４－１且包括正好犽／４－
１个０的二进制串犅，其中第犼段正好包含了犮犼个１，来表示

犆．按照规则∑
犽／４－１

犼＝０
犮犼（犮犼－１）过滤这些候选串．

２．依据Ｃ５，对符合上面条件的二进制串，计算犜＝
∏犼｜犉犮犼｜，其中｜犉犮犼｜已知②．

３．将犮犼和（犪犻，犫犻）之间的映射关系表示为长度为∑犼犻·
狇／２犻的二进制串犃＞１，其中包括正好犼个０并且狇表示犮犼＞１
的数目．因此，第犼个０１犻－１的子串就可以代表犮犼和（犪犻，犫犻）
之间的关系．
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①

②

实际为犗（６．４犽狀），更复杂的分析才得到犗（６．１犽狀）的
结果．
｜犉犮犼｜数据来自文献［３］．



４．依据Ｃ３，对剩余的犃＞１，计算犚＝∑犃＞１犜·（狆·
（狆－１））犻′，其中狆是不小于犽２的最小素数，而犻′为犃＞１中
最长子串０１犻－１的参数犻．
５．对步１中的所有犅计算犚，并求和犙＝∑犅犚．若犽能

被４整除，则犎＝犙·狆，即为着色方案的规模．
６．若犽不能被４整除，计算犽′＝犽＋４－犽％４，根据

步１～５计算犙′，狆′是不小于犽′２的最小素数，则着色方案规
模犎＝犽′（）犽·犙′·狆′．

这样，ＰＨ算法产生的着色方案实际规模也可
以在不生成实际方案的情况下计算出来．图４展示
了狀＝１００００的情况①下，ＨＡＢＣＣ算法、ＰＨ算法的
着色规模以及组合数（ＣＯＭＢＩＮ）犆犽狀的比较．

图４　着色方案规模比较（狀＝１００００）
从图４可以看出，狀＝１００００的情况下，ＨＡＢＣＣ

与ＰＨ算法产生的着色方案规模都小于组合数，且
随着犽值的增长，在可计算的范围内，规模增长趋势
也较缓．且由于核心化处理削弱了问题规模对复杂
度的影响，因此，狀值越大，ＨＡＢＣＣ与ＰＨ算法相对
于组合算法的优势更明显．ＨＡＢＣＣ算法和ＰＨ算
法采用了相同的核心化预处理，使得着色方案规模
只与问题规模成线性关系，因此，ＨＡＢＣＣ和ＰＨ算
法的比较与狀值无关．从图４还可以看出，在相同犽
值情况下，ＨＡＢＣＣ算法产生的实际着色方案规模
的数量级大约仅为ＰＨ算法的一半．

另外，ＰＨＢＯＵＮＤ和ＨＡＢＣＣＢＯＵＮＤ分别
表示ＰＨ以及ＨＡＢＣＣ算法产生的着色方案规模上
界，从图４中可以看出，两种算法得到的规模上界与
实际值都很接近，是很紧的界．一方面说明了定
理１、２中关于着色方案规模上界的分析很成功，另
一方面也显示了图３中关于两者规模上界的比较是
很有意义的．同时发现，当犽取５或１３时，ＰＨ算法
产生着色方案的实际规模超过了上界，这是由于理
论分析时忽略了向上取整的影响，而实际构造时必

须考虑．
综上所述，ＨＡＢＣＣ算法提供了优化的着色方

案，其规模不仅远小于组合数目，而且在现实可计算
的范围内，比目前最优化的构造算法小数个数量级．

４　结　论
彩色编码是解决ＮＰ难问题的一种新兴而重要

的技术，该技术，特别是其确定化技术，在最近几年
的研究中得到了许多有重要意义的改进．目前最好
的结果是Ｃｈｅｎ等人在文献［３］中提出的一种ＰＨ
算法，其时间复杂度被证明为犗（６．１犽狀）．而另一方
面，为了使彩色编码技术更加实用化，文献［４］提出
了一种基于划分的着色算法，将彩色编码应用在
狀２犽的情况下，弥补了彩色编码在非小参数化中
应用的空白．

本文以分治算法为基础，结合核心化技术，提出
了混合策略构造着色方案的算法ＨＡＢＣＣ，该算法
有机地融合了ＰＨ及ＰＢＣＣ算法的优点，同时避免
了它们不足．经过理论及实际数据分析，该算法可以
得到比现有最好算法更小的着色方案，且易于构造，
从而大幅改进了彩色编码的实用性．
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