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摘　要　该文综述了任意图支配集精确算法分析和设计的新进展．支配集问题是经典ＮＰ完全问题，很多问题都
能与它相联系．我们针对最小支配集、最大独立集、最小独立支配集、最小连通支配集、最小加权支配集问题提供了
详尽算法描述和实例说明，以使文章自包含方便阅读．文中还讨论了诸如分支简化策略、复杂度分析、测度分析、记
忆等技术．自ＣｌａｕｄｅＢｅｒｇｅ首次准确阐述现代图支配概念后，经过很长一段时期的沉寂，关于指数时间精确算法设
计的研究热情在过去五年中显著增涨．除回顾这些最新成果之外，作者还盼望国内研究团体能更加重视这个快速
发展的研究领域．
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１　引　言
自ＣｌａｕｄｅＢｅｒｇｅ在２０世纪６０年代初首次描述

现代图的支配概念至今（２０１０），整整５０年过去了，
支配集及其各种变形问题已成为图论、组合数学、计
算机科学等领域被广泛研究和重视的问题之一，发
表的相关论文数以千记，文献［１］综述了２０世纪
９０年代前约１２００多篇支配集相关文章的内容．不
仅限于理论研究，支配集问题同样有着重要的实用
价值：通信基础设施的布局、城市交通路线规划、测
量及地理信息系统、系统控制和机构优化管理、编码
理论、图像处理、数值分析、ＶＬＳＩ设计、信息检索、
超级计算机的ＣＰＵ阵列布局和通信机制、生物学、
材料学、物理学、军事学等众多领域的一些重要问题
都可归结为某种形式的支配集问题．

人们在２０世纪７０年代就认识到任意图最小支
配集问题及其变形如最小独立支配集、最大独立集
等问题的ＮＰ难性质，在犘＝犖犘这个目前被广泛
认为不大可能的结果出现之前，要获得问题的准确
解只能求之于某个指数犗（犮狀）时间的算法，其中犮
是大于１的常数，狀是图顶点数，本文简称这类指数
时间的准确解算法为精确算法．

精确算法设计有着悠久的历史．非平凡精确算
法的历史可以追溯到１９６２年Ｈｅｌｄ和Ｋａｒｐ发表的
ＴＳＰ问题动态规划算法［２］———迄今仍是最快算法
之一（犗（２狀狀２））；Ｔａｒｊａｎ等［３］在１９７７年提出犗（２狀／３）
最大独立集算法，规则描述多达十几页．令人困惑的
是，就最小支配集问题来说，直到２００４年前后才由
一些独立研究者如Ｆｏｍｉｎ、Ｇｒａｎｄｏｎｉ等人突破２狀这
个平凡界限．２００４年以来精确算法研究逐渐形成一
个热潮———本文主要工作就是介绍这期间的重要
成果．

经过２０世纪９０年代的沉寂后，精确算法近期
再次引起重视大致有以下原因：

（１）受计算复杂性理论制约，指数时间算法是
目前获得精确解的唯一可行选择．

（２）近似算法不一定都能满足需要，并且许多
ＮＰ难问题没有或很难获得近似算法．例如，著名的
３ＳＡＴ问题，要么为真要么为假，采用近似算法毫
无意义．

（３）设计近似算法时，如果能事先获得一些小
规模网络的精确解感性认识，将对设计大有助益．

（４）如果能使精确算法的时间底数降低，例如

犮降至槡犮，可解决问题规模将翻倍．当问题规模不是
很大且犮接近１时，精确算法甚至比某些高次多项
算法表现更好．

（５）计算机硬件技术的进步、计算资源的普及
促进了精确算法的研究和使用．

（６）增进人们对计算复杂性理论的理解，激发
一些组合优化理论和算法设计方面的新成果诞生．

除了算法本身外，另一个同样重要的方面是复
杂度分析技术．最新成果表明似乎没有必要设计过
多规则，过去那种多达几十上百条规则的设计风格
不但违背人思维习惯，也没有给复杂度带来更理想
结果．这方面的重要进展是Ｍｅａｓｕｒｅ＆Ｃｏｎｑｕｅｒ技
术，它归功于Ｆｏｍｉｎ和Ｅｐｐｓｔｅｉｎ等人的工作．本文
中，我们将看到分支搜索技术（Ｂｒａｎｃｈ＆Ｒｅｄｕｃｅ）、
记忆（Ｍｅｍｏｒｉｚａｔｉｏｎ，实际是一种数据库技术）、动态
规划等技术在精确算法设计中的应用，文末处还提
供了这些精确算法的实测效果．我们尝试通过提供
详细算法描述和示例来记述近几年的重要研究
成果．

本文第２节介绍术语和一些理论成果；第３节
介绍最小支配集、最大独立集、最小独立支配集、最
小连通支配集和最小加权支配集问题的精确算法、
设计思想、复杂度等；第４节列表总结重要算法，介
绍一些技术发展趋势，并提供了算法实测效果；第５
节结束全文．为保持文章主体层次清晰，我们将部分
内容置于文尾附录中．

２　准备工作
２１　符号及术语

犌＝（犞，犈）：犌代表图，犞，犈分别表示该图的点
和边集；｜犛｜为集合犛的势（ｃａｒｄｉｎａｌｉｔｙ），即犛中非
空元素个数，例如｜犞｜＝狀，｜犈｜＝犿；犖（狌）为点狌的
开邻集，即所有与狌之间存在一条边的点集合；犖［狌］
为狌的闭邻集，即犖（狌）∪｛狌｝；Δ（犌）、δ（犌）分别代
表图犌的最大度和最小度，表示为ｍａｘ狌∈犞｜犖（狌）｜
和ｍｉｎ狌∈犞｜犖（狌）｜；犌［犛］为犌中只保留集合犛中的
点及两端点都属于犛的边，得到的诱导子图；犌－
｛犛｝为犌中去掉点集犛及与犛中任一点连接的边而
得到的导出子图．通常用大写字母表示集合，用小写
字母表示某一元素．

支配集犇犛（ＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＳｅｔ）表示图犌中点集
犇犛犞，满足对狌∈犞，要么狌∈犇犛要么狌是犇犛
中某点的邻节点，则称犇犛为支配集．γ（犌）表示图犌
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的｜犇犛｜．最小支配集犕犇犛（ＭｉｎｉｍｕｍＤＳ）表示图犌
所有犇犛中｜犇犛｜最小者．连通支配集犆犇犛（Ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ
ＤＳ）表示犌［犇犛］导出图连通．最小连通支配集犕犆犇犛
（ＭｉｎｉｍｕｍＣＤＳ）表示犆犇犛中｜犆犇犛｜最小者．独立集
犐犛（ＩｎｄｅｐｄｅｎｔＳｅｔ）表示点集犐犛犞，且犐犛中任一对
点间不存在边．最大独立集犕犐犛（ＭａｘｉｍｕｍＩＳ）表
示犐犛中｜犐犛｜最大者．独立支配集犐犇犛（Ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ
ＤＳ）表示某点集犐犇犛既是犐犛又是犇犛．最小独立支
配集犕犐犇犛（ＭｉｎｉｍｕｍＩＤＳ）表示犐犇犛中｜犐犇犛｜最
小者．最小加权支配集犕犠犇犛（ＭｉｎｉｍｕｍＷｅｉｇｈｔｅｄ
ＤＳ）表示顶点具有权值时的犕犇犛；顶点（或边）覆盖
是指给定一个顶点（或边）集合，使图中任一边（或
点）都与该集合的某点（或边）相接，则称该集合为图
犌的一个顶点（或边）覆盖．犗，犗为复杂度记号，后
者省略了多项式因子，犗（犮狀）＝犗（狆狅犾狔（狀）·犮狀）．
２２　理论基础

ＤＳ相关概念较早见于１９世纪，那时人们研究
棋盘上最少需要多少个王后才能攻击所有的方格，
可要求王后之间互相不能攻击，以及符合条件的放
置方法最大数量，用现代数学观点来看分别是集合

覆盖、独立支配集和独立支配集最大数目的问题．
现代ＤＳ概念最早由ＣｌａｕｄｅＢｅｒｇｅ在文献［４］

中提出，Ｏｒｅ在文献［５］中首次使用了支配集（ｄｏｍｉ
ｎａｔｉｎｇｓｅｔ）这个术语．Ｃｏｃｋａｙｎｅ在一篇综述文章［６］

中首次使用γ（犌）来表示支配集的势（＝｜犇犛｜），这
个记号已被广泛使用．Ｊｏｈｎｓｏｎ［７］在１９７９年表明了
ＤＳ问题的ＮＰ完全性质（确切说文献［７］证明的是
顶点覆盖问题，可转换为ＤＳ问题）．

所谓ＤＳ问题即，给定一个图犌和正整数犽，问
题（犘）：犌是否存在一个犇犛，使得｜犇犛｜犽．这个问
题的性质涉及支配集算法设计中最重要的理论基
础，我们有必要简单回顾一下．

定理１．　ＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＳｅｔ问题是ＮＰ完全问
题［１，７］．

证明．
（１）给定任意点集犛犞，｜犛｜犽，验证犛是否

为犌的一个支配集仅需多项时间，即犘犇犛∈犖犘．
（２）已知３ＳＡＴ问题为ＮＰ完全问题（由Ｋａｒｐ

于１９７２年证明），图１将３ＳＡＴ变换为支配集问题
（犘犇犛）．

图１　３ＳＡＴ归约到支配集

　　给定变量集合犝＝｛狌１，狌２，…，狌狀｝，狌犻取０或１；
子句集合犆＝｛犆１，犆２，…，犆犿｝，三元子句犆犼＝
｛狌狆，狌′犻，狌犾｝，其中狌′犻表示狌犻取反，狆，犾∈［１，狀］．对犝
中每个变量狌犻建立一个三角形△狌犻狌′犻狏犻，如图１所
示，如果狌犻为真用黑色点表示，为假则将狌′犻用黑色
点表示．对每个犆犼，如果含某狌犻则在图中以边连接
狌犻犆犼（此图犽＝狀）．

（３）首先需说明，如果存在犆为真的一种安
排犌含支配集｜犛｜（＝狀），按如下规则构造集合犛：

如狌犻为真则加入犛，反之将狌′犻加入犛．我们断言
犛一定是犌的支配集，因为：①每个三角形恰有一
个点属于犛，三角形点被支配；②根据假设犆为真
知：每个犆犼必与某黑色点连接（支配）．

（４）反过来我们需表明，如果犌存在支配集
｜犛｜犆为真（即每个犆犼为真），则

①每个三角形恰含一个狏犻，且狏犻已经被支配，
因此支配集犛的大小至少为狀，换句话说每个三角
形内有一点属于犛，｜犛｜至少为狀；②按（３）步的方法
构造犛，然后使与犆犼相交的三条边中至少有一条连
接黑色点，这种安排的结果必然使犆为真．

（５）最后，图的构造方法表明，转换到ＤＳ算例
只需建立３ＳＡＴ算例时间的常数倍． 证毕．

Ｃｈａｎｇ［８］等人证明即使在偶图中，ＭＤＳ问题仍
为ＮＰ完全问题．近似算法方面，对任意图ＭＤＳ、
ＭＣＤＳ问题来说，有任意常数ε＞０，使得除非犖犘
犇犜犐犕犈（狀犗（ｌｏｇｌｏｇ狀）），否则在多项时间内不存在一个
近似比（即近似精确解大小之比）小于（１－ε）ｌｎ狀的
近似算法［９１０］，对于ＭＩＤＳ问题，文献［１１］表明除非
犘＝犖犘否则不存在近似比在狀１－ε之内的算法．
文献［１２］表明，多项时间内ＭＩＳ问题不存在近似比
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低于犖１－犗（１）的近似算法．
下面列举了关于γ（犌）的主要定理．它们的证明

方式几乎如出一辙：采用某种策略从犌中选点加入
集合犛，当犛成为犇犛时计数其势的上界，以此估算
γ（犌），因而基本上是存在性定理，通常不易用来设
计算法．凡事都有例外，第３节中第一个突破２狀界
限的ＭＤＳ算法就利用了定理２的性质．

定理２［１３］．　在含狀个点、δ（犌）３的图中，存
在一个犇犛，其γ（犌）３狀／８．

定理３（Ａｒｎａｕｔｏｖ，１９７４）．　δ（犌）＝犽的图中，
存在一个犇犛，其γ（犌）１＋ｌｎ（犽＋１）犽＋１ ·狀．

定理４［５］．　一个图如果没有孤立点则γ（犌）
犖／２．

定理５［１３］．　狀
１＋Δ（犌）γ（犌）狀－Δ（犌）．

定理６［１４］．　对于任意图，γ（犌）（狀＋１－

（δ（犌）－１）Δ（犌）δ（犌））２．
定理７．　对任意狀３的连通图犌，γ犮（犌）

狀－２［１５］；狀
Δ（犌）＋１γ犮（犌）２犿－狀

［１６］；当δ（犌）３
时γ犮（犌）３狀／４－２，当δ（犌）４时，γ犮（犌）
３狀／５－２［１７］．

定理８．　对任意连通图有γ犮（犌）狀－Δ（犌）［４］；
γ犮（犌）３γ（犌）－２［１８］．
２３　关于犇犛历史

如２．２节记述，Ｂｅｒｇｅ和Ｏｒｅ是目前学界公认
引入现代ＤＳ概念的先驱．在文献［１］等众多文献
中，西方学界认为更早的ＤＳ相关概念来自１９世纪
对国际象棋（Ｃｈｅｓｓ）里某些问题的讨论．按照这个逻
辑，中国古代产生ＤＳ思想不比西方晚．诞生于约
２５００年前的围棋（Ｇｏ），追求以最少的子支配尽可能
多的面积，和最小支配集思想一致．围棋中任给一个
图，判断某点是否为黑或白方支配，最坏情况需至终
局才能肯定，尽管此时搜索范围不超过一个常数（围
棋博弈树复杂度为１０３６０，状态空间复杂度为１０１７０），
但此常数比宇宙中已知原子数（１０７７，不计暗物质）
还多得多；反观国际象棋，王后支配范围为确定的横
竖斜，任给一个图，我们容易在多项时间内判断某点
是否被攻击（国际象棋博弈树复杂度为１０１２３，状态
空间复杂度为１０４８）；围棋将是人与ＡＩ角逐的最后
阵地之一．另外我国古代军事学说常提到兵家必争
之地，现代观点可看做求一个战场图的最小加权支

配集，也包含ＤＳ思想；等等．

３　支配集构造技术
对于任意图，我们总能够通过枚举比较所有可

能的点组合来获得任一支配集问题的精确解，由此
导致平凡的犗∑

狀

犻＝１（）狀犻＝２狀－（ ）１＝犗（２狀）时间复
杂度．
３１　求最小支配集的犉犓犠搜索算法

ＦＫＷ分别是文献［１９］中３位作者名的开头字
母，该算法用于计算图的犕犇犛．算法思想：利用
２．２节定理２．为此，需将原始图犌改造成δ（犌′）３
的图犌′．对于零度点只需加入犇犛集合即可；对于１
度点狌，必然有一个犕犇犛含狌的邻节点狏而不含
狌；对于２度点，例如狌来说，有下面的结论．

结论１［１９］．　设犖（狌）＝｛狏，狑｝，如果犕犇犛是
任意点集犡犞的最小支配集，则下述三者之一成
立：①狏∈犕犇犛，狌犕犇犛；②狌∈犕犇犛，｛狏，狑｝
犕犇犛；③狏犕犇犛，狌犕犇犛，狑∈犕犇犛．

当０度、１度和２度点都被消去后，剩下的子图
满足定理２的要求：δ（犌′）３．此时通过枚举所有点
组合，给出犌′的最小支配集，进而得到原图的
ＭＤＳ，即深度图理论（ｄｅｅｐｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙ）．

算法．　犳犽狑（犌，犛，犡）．
输入：图犌、犛＝、犡（表示待支配的点集合，初始可令

犡＝犞）
输出：一个犕犇犛
１．如狌∈犌且犱（狌）＝０；如果狌∈犡，返回犳犽狑（犌－

｛狌｝，犛∪狌，犡＼狌）；否则，返回犳犽狑（犌－｛狌｝，犛，犡）；
２．如果狌∈犌且犱（狌）＝１，令犖（狌）＝狏；
　如果狌∈犡，返回犳犽狑（犌－｛狌，狏｝，犛∪狏，犡＼犖［狏］）；
否则，返回犳犽狑（犌－｛狌｝，犛，犡）；

３．如果狌∈犌且犱（狌）＝２，令犖（狌）＝｛狏，狑｝．如果狌
犡转步４，否则，转步５；

４．形成３个分支，返回：（１）犳犽狑（犌－｛狌，狏｝，犛∪狏，
犡－犖［狏］）；（２）犳犽狑（犌－｛狌，狏，狑｝，犛∪狌，犡－狏－狑）；
（３）犳犽狑（犌－｛狌｝，犛，犡）；

５．形成３个分支，返回：（１）犳犽狑（犌－｛狌，狏｝，犛∪狏，犡－
犖［狏］）；（２）犳犽狑（犌－｛狌，狏，狑｝，犛∪狌，犡－狌－狏－狑）；
（３）犳犽狑（犌－｛狌，狑｝，犛∪狑，犡－犖［狑］）；

６．如果以上条件都不满足，则δ（犌）３，枚举法求出并
返回当前子图的最小支配集；

７．比较所有分支结果，选择一个最小支配集犛做最后
的输出．
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复杂性主要由６步决定，定理２表明最多只需
枚举狀′（）１＋…＋狀′

３犖′／（ ）８次，利用ｓｔｉｒｌｉｎｇ近似公式
狓！＝狓（）ｅ狓

２π·槡狓，有犗（ 狀′
３犖′／（ ）８≈１．９３７８２狀≈

２０．９５５）狀′．狀′为子图点数，不超过狀，算法突破了犗（２狀）
界限．

图２是该算法示例，其中，图２（ａ）为初始输入
图，图２（ｂ）显示一个犕犇犛．人们形象地称此类算法

为搜索树（ＳｅａｒｃｈＴｒｅｅ）或分支简化（Ｂｒａｎｃｈ＆
Ｒｅｄｕｃｅ，以下简记Ｂ＆Ｒ）算法，见图２（ｃ）．当子问题
只含一种情况时，称为简化规则（ｒｅｄｕｃｅｒｕｌｅｓ），例
如犳犽狑算法的步１、步２，搜索树不产生分支；如果
子问题含多种情况，称此时采取的策略为分支规则
（ｂｒａｎｃｈｒｕｌｅｓ），例如算法的步４、步５，搜索树产生
至少两个分支．图２（ｃ）中我们让程序描绘算法每一
个简化点和分支点，得到一个搜索过程树，树中含
１３４９３个叶结点．算法在每个叶子所代表的子图里
执行枚举（步６）．输入节点编号见图２（ｄ）．

图２　ＦＫＷ算法示例

　　Ｂ＆Ｒ是Ｄａｖｉｓ和Ｐｕｔｎａｍ［２０］在４０多年前开发
的技术，是解决ＮＰ难题最常用的方法．其核心思想
是应用一系列简化规则将问题分解为小规模的子问
题，然后递归地在子问题上应用同样规则直到问题
分解为基问题（ｂａｓｅｃａｓｅ）．尽管最早突破犗（２狀）界
限，犳犽狑仍难令人满意，如果图中无低于２度的点，
算法又回到平凡的枚举．下面的Ｇｒａｎｄｏｎｉ算法是目
前最好的ＭＤＳ算法之一．
３２　求最小支配集的犌狉犪狀犱狅狀犻算法

原算法［２１］给出的是｜犕犇犛｜而非具体犕犇犛，本
文稍做改动，给出具体犕犇犛．算法的复杂度［２２］为多
项空间犗（２０．６１狀），指数空间为犗（２０．５９８犖）．用自然
语言描述算法如下．

算法．　犌狉犪狀犱狅狀犻（犛，犛）．
输入：初始化犛＝｛犖［狏］｜狏∈犞｝，犛＝
输出：犛（图犌的犕犇犛）

１．｜犛｜＝０，则返回犛；
２．当前犛中寻找子集犛犻犛犼，返回犌狉犪狀犱狅狀犻（犛＼犛犻，

犛）；
３．寻找狌∈犛犻，要求狌的出现频率为１．返回犌狉犪狀犱狅狀犻（犛－

（犛犻），犛∪犛犻）；
４．寻找犛中具有最大势的犛犻，判断：如果｜犛犻｜２，调用

最大匹配算法直接给出犛；／／多项时间
否则，返回ｍｉｎ｛犌狉犪狀犱狅狀犻（犛＼犛犻，犛），犌狉犪狀犱狅狀犻（犛－

（犛犻），犛∪犛犻）｝；
说明，犛－（）表示从每个子集犛犻中都去除元素

｛｝，犛＼犛犻表示仅从犛中删除子集犛犻．步４当｜犛犻｜
２时，需要构造一个图犌′，这个图的点集为犝＝｛狌∈
犛犻｜犛犻∈犛｝，如果某犛犻＝（狌，狏），则狌狏为犌′的边．求
出该图的最大匹配犕后，每个犕中的边对应一个
犛犻，再将孤立的点所对应子集加入犛．任意图最大
匹配问题多项时间算法［２３］最早由Ｅｄｍｏｎｄ（１９６４）提
出，当时复杂度为犗（狀４），后被改进到犗（狀３）．
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Ｇｒａｎｄｏｎｉ算法获得优势原因有三：（１）将ＭＤＳ
问题转化为集合覆盖问题（初始化）．（２）特定条件
下覆盖问题转换为最大匹配在多项时间内解决．
（３）应用ＭｅａｓｕｒｅａｎｄＣｏｎｑｕｅｒ（Ｍ＆Ｃ）复杂度分析
技术．
Ｂ＆Ｒ技术广泛应用后的相当长一段时间内

（２０世纪７０、８０年代），人们倾向于设计更多更复杂
的规则，其数量动辄几十上百，然而用来度量规则所
产生子问题规模的测度却非常简单，例如当前图点
数，我们称此类测度为常规测度．“Ｍ＆Ｃ”思想是用
更复杂的非常规测度来衡量每一个分支规则的影
响．做个比喻：假设身高体重是健康的常规测度，
１．７５ｍ体重８５ｋｇ算健康，然而这个测度只说明他
大致健康，健康到何种程度，是优良中还是及格？还
需做更细致的检测分析，包括测量肌肉重量和脂肪
重量、腰部重量和臀部重量、肢体重量、器官重量，等
等，它们之间的比率要适当才算健康，一个人如果细
胳膊细腿却粗身子，就算８５ｋｇ也枉然．在得到这些
更细致的“重量”后，把它们作为一个整体系统中的
子系统而分别赋予一个“恰当”的权值，求和后就得
到一个衡量健康的更精确参数，使最终结论更接近
（而非到达！）真实健康值．设计更多规则不一定导致
算法更快的道理容易理解，例如用不规则开口桶来
盛水，水的高度不会超过桶的最低处，同样犗（３狀，
２狀）＝犗（３狀），算法复杂度取决于最慢规则的复杂度．
过多（分支）规则有时反而增加复杂性，例如导致巨
大的隐藏系数．

搜索树复杂度常规分析技术使用递归方程
（ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ）的特征多项式．以本节算法
为例，用犔（犽）表示算法分支产生的叶子节点数，犝
表示子集中待覆盖的点，常规测度犽＝｜犛｜＋｜犝｜．
算法只在步４当｜犛犻｜＞２时产生两个分支，第１个
分支犛不含犛犻，则犛－犛犻，此时犽′＝犽－１；第２个分
支｜犛犻｜至少为３，犽″｜犛｜－１＋｜犝｜－３；所以有
犔（犽）犔（犽－１）＋犔（犽－４），取方程狓４－狓３－１＝０
的最大正根后有２０．４６５（｜犛｜＋｜犝｜）＝２０．９３狀，获得最坏情况
下的一个上界．如果有多个这样的方程，取所有解中
的最大正实根．

当去掉的｜犛犻｜较大时算例规模下降较快，反之
下降较慢，常规测度（权值都为１）没有刻画这些更
细致的特征．Ｍ＆Ｃ针对｜犛犻｜的不同，权重化测度为
犽＝∑犻１α犻狘犛狘＋∑犼１β犼狘犝狘，α犻，β犼∈［０，１］．还可进一步
对α犻，β犼做一些假设以简化分析过程（例如限制

犻，犼６时α犻，β犼＝１等），最终得到形如狓犽＝狓犽－Δ犻＋
狓犽－Δ犼的方程，其中Δ犻Δ犼分别为含α犻，β犼的函数．这是
一个多元递归方程，这种方程可以同时有很多个，求
解它们可利用Ｅｐｐｓｔｅｉｎ、Ａｍｅｎｔａ等人关于ｑｕａｓｉ
ｃｏｎｖｅｘｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ的工作［２４］，伪凸规划是广义的
线性规划，多元变量被看做是一个关于｜犛｜等参数
线性组合的单变量，求得解与真实值只差一个多项
系数．Ｍ＆Ｃ在选定一个初始向量狑及允许误差后
不断微调其值（类似多重梯度下降），然后利用伪凸
规划求解方程，最后得到原算法时间的一个（非紧
致）上界，更细致的描述请参考原文献．利用Ｍ＆Ｃ
重新计算Ｇｒａｎｄｏｎｉ算法复杂度为多项空间内
犗（２０．３０５（｜犛｜＋｜犝｜）＝２０．６１狀），与前段常规分析结果
犗（２０．９３狀）相比进步显著，而算法本身没有任何变动，
完全得益于分析技术的进步！

Ｇｒａｎｄｏｎｉ算法还可进一步改进．Ｒｏｂｓｏｎ介绍
了Ｍｅｍｏｒｉｚａｔｉｏｎ技术［２５］用于精确算法设计，核心
思想是以空间换时间：某子问题已被解决，将结果
（犌′，犪犾犵狅!（犌′））存入库，其中犪犾犵狅!（）代表算法计算
结果；此后算法在处理任何子图问题前，先检查库中
是否已包含该算例犌′，如果有则直接取出结果．原
始犌的子图最多有２狀个，排序后查找某子图只需对
数时间，故在线性犗（狀）时间内我们可找到某子图
（或者知道库中不含此子图）．

让我们大致观察一下这种做法对复杂度的影
响，以前面例子犔（狀）犔（狀－１）＋犔（狀－４）示意说
明：犔犺（狀）表示当前子问题的数量，并且这些子问题
的犺点导出图已在前面算法过程中被解决．有

犔犺（狀）２０．４６５（狀－犺），犌的犺导出图共（）狀犺个，由于任何

子图最多被算法计算一次，有犔犺（狀） ｛ｍｉｎ２０．４６５（狀－犺），

（）｝狀
犺；对（）狀犺应用ｓｔｉｒｌｉｎｇ近似公式，并注意当狀较

大时狀犮狀－１／槡 ２→１，犮为某正常数．２０．４６５（１－α）≈
１

αα（１－α）１－α，犺＝α狀，求此方程零点，可得α＝
０．０８６５，所以最终复杂度为犗×（２２×０．４６５（１－α）狀＝
２０．８５狀），小于前面常规方法得到的犗（２０．９３狀）．更细致
的分析［２２］表明Ｇｒａｎｄｏｎｉ算法应用Ｍｅｍｏｒｉｚａｔｉｏｎ后
复杂度为犗×（２０．５９８狀）．
３３　求全部支配集的犔犕犇犛（犔犻狊狋犻狀犵犕犻狀犻犿犪犾

犇狅犿犻狀犪狋犻狀犵犛犲狋狊）算法
很多时候人们希望知道一个图的所有犕犇犛，文
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献［２６］之前未见除穷举外其他算法．ＬＭＤＳ计算所
有的最小支配集，同前面３．２节算法一样也是先将
问题转换为集合覆盖．设计算法规则时遵循：如果确
定集合犛犻对覆盖的贡献可由其它集合替代，那么不
让犛犻出现在解集合中；换个方式表达即，如果集合犛
是图中所有点的最小覆盖且子集犛犻∈犛，则犛犻至少
含一元素狌不属于犛中任何其它子集．算法把符合
这样规则的所有集合都搜索出来．文献［２６］中没有
显式给出算法，我们将其整理如下．

说明：算法犾犿犱狊步１０依据的是如果犛１犛２∈
犛，且犛１＼犛２＝狌，犛２＼犛１＝狏，则其余犛犻∈犛既不能
含狌也不能含狏．假如含狌，则可从犛中去除犛１，违
背了前面提到的设计规则，步９依据同理．算法复杂
度为犗（２０．８２３５狀）．附录中的附表１根据算法犾犿犱狊列
出了图２（ａ）的所有最小支配集，共５６个．

算法１．　犾犿犱狊（犝，犛，犛）．
输入：初始化犝＝犞，犛＝犖［狏］（狏∈犞），犛＝
输出：犛（图犌的所有犕犇犛）
０．（暂时为空）
１．犝或犛为空则返回犛；
２．寻找狌∈犝，要求狌在集合犛中出现的频率为１．设

狌∈犛犻，返回犾犿犱狊（犝－｛犛犻｝，犛－（犛犻），犛∪犛犻）；
３．寻找狌∈犝，要求｛狌｝＝犛１＝犛２＝…＝犛狉，狉２，且狌

仅属于这些集合．算法在这里产生狉个分支：
令犛＝犛＼（犛犻），其中犻遍取１，２，…，狉；然后依次返回

犾犿犱狊（犝－｛狌｝，犛，犛∪犛犻）；
４．寻找｜犛犻｜５．设犛犻＝｛狌１，狌２，…，狌狉｝，产生两个分

支，返回：
（１）犾犿犱狊（犝，犛＼犛犻，犛）；（２）犾犿犱狊（犝－｛犛犻｝，犛－（犛犻），

犛∪犛犻）；
５．寻找｜犛犻｜＝４．处理方式类同步４；
６．寻找狌∈犝，要求狌在集合犛中出现的频率为２．设

犛犻，犛犼包含狌，且｜犛犼｜｜犛犻｜，判断：
如果｜犛犻｜＝１，返回：（１）犾犿犱狊（犝－｛犛犻｝，（犛＼犛犻）＼犛犼，

犛∪犛犻）；（２）犾犿犱狊（犝－｛犛犼｝，（犛＼犛犻）－（犛犼），犛∪犛犼）；
如果｜犛犻｜２，接着判断，如果犛犻犛犼，返回两分支，
（１）犾犿犱狊（犝－｛犛犻｝，（犛＼犛犼）－（犛犻），犛∪犛犻）；

（２）犾犿犱狊（犝－｛犛犼｝，（犛＼犛犻）－（犛犼），犛∪犛犼）；
否则，产生３个分支，返回：（１）犾犿犱狊（犝－｛犛犻｝，（犛＼犛犼）－

（犛犻），犛∪犛犻）；（２）犾犿犱狊（犝－｛犛犼｝，（犛＼犛犻）－（犛犼），犛∪犛犼）；
（３）犾犿犱狊（犝－｛犛犻犛犼｝，犛－（犛犻犛犼），犛∪犛犻∪犛犼）；

７．寻找｜犛犻｜＝３．处理方式类似步４；
８．寻找犛犻犛犼．返回两分支：（１）犾犿犱狊（犝，犛＼犛犼，犛）；

（２）犾犿犱狊（犝－｛犛犼｝，犛－（犛犼），犛∪犛犼）；
９．寻找狌∈犝，要求狌在集合犛中出现的频率为３．设

犛犻包含｛狌，狌犻｝，犻＝１，２，３，产生下面７个分支：

（１～３）犾犿犱狊（犝－｛犛犻｝，犛－（犛犻），犛∪犛犻）；／／共３个分支
（４～６）犾犿犱狊（犝－｛两犛犻｝、犛＼所有含两狌犻之一子集，

犛∪（两犛犻））；／／共３个分支…
／／两犛犻表示下标犻任取两个数组合．从犛中除去含任
一狌犻的子集．

（７）犾犿犱狊（犝－｛犛犻，犻＝１，２，３｝，犛－（犛犻，犻＝１，２，３），犛∪
（犛犻，犻＝１，２，３））；／／一个分支

１０．寻找｜犛犻｜＝２．设犛犻＝｛狌，狏｝，用犛狌犛狏表示除犛犻外其
它分别包含狌，狏的集合．产生３个分支：

（１）犾犿犱狊（犝，犛＼犛犻，犛）；（２）犾犿犱狊（犝－｛犛犻｝，犛＼犛犻＼犛狌，
犛∪犛犻）；（３）犾犿犱狊（犝－｛犛犻｝，犛＼犛犻＼犛狏，犛∪犛犻）；

１１．算法停后将具有最小势的集合覆盖犛转化为最小
支配集表．

在基本算法基础上，本文进一步优化该算法，思
路很简单，将算法犾犿犱狊的步０变为：如果待搜索分
支的｜犛｜｜当前最小覆盖｜，标记该分支搜索结
束，｜当前最小覆盖｜初始化为无穷大，并随搜索过程
动态更新．这样操作对复杂度没有影响，因为最坏情
况下可能首先搜索到势最大的解集，或者所有解集
同势．然而通常情况下，这样做将为算法节省指数级
的时间，因为我们总将子集加入覆盖集合（递增），一
旦搜索出某覆盖集合的势为犽，则从势犽＋１～狀的
分支不必继续搜索．本文对图２算例进行实测，添加
步０使运行时间减少近一个数量级．前节Ｇｒａｎｄｏｎｉ
算法、本文中介绍的其它算法适当处理后都可添加
此步（以下不再重复）．敏锐的阅者立即意识到，这里
使用的是αβ剪枝技术（ＫｎｕｔｈａｎｄＭｏｏｒｅ，１９７５）．

算法犾犿犱狊规则复杂，该算法进化版本犾狊在文
献［２７］中提出，见附录２．犾狊去掉犾犿犱狊中的一些规
则，并且每次选择具有最大势的子集来产生分支，复
杂度降至犗＊（２０．７８狀），针对图２的具体算例，实测结
果比犾犿犱狊的快一倍多．
３４　最大独立集犕犐犛精确算法

有了支配集基本概念后，人们尝试给犇犛加上
一些属性限制，于是当属性为犌［犇犛］———不含边、
连通、完全图、包含汉密尔顿圈、权重最小时，对应
ＩＤＳ、ＣＤＳ、ＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＣｌｉｑｕｅ、ＨａｍｉｌｔｏｎＣｙｃｌｅＤＳ、
ＭＷＤＳ，另外还包括ＤＮ（ＤｏｍａｔｉｃＮｕｍｂｅｒ，即图犌
是否可分为犽个顶点两两互不相交的极小支配
集———其真子集不是支配集）等，我们统称这些为条
件支配集．类似地，属性也可以用来限制点集｛犞－
犇犛｝，例如要求每个ｄｏｍｉｎａｔｅｅ至少被支配犽次以
满足容错需求．多个属性可以组合，关于这方面的更
多内容，我们推荐参考文献［１］．本节介绍的犕犐犛相
当于给犇犛赋予属性：｜犇犛｜最大且犌［犇犛］不含边．
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我们说犕犐犛一定为犇犛是由于：如果点狌未被支
配，则狌与犕犐犛中点形成犐犛，犕犐犛∪狌是一个比
犕犐犛更大的犐犛，这与犕犐犛是最大独立集矛盾．

ＭＩＳ算法研究历史悠久：Ｔａｒｊａｎ等在１９７７年
提出犗（２０．３３３３狀）ＭＩＳ精确算法［３］；ＴａｎｇＪｉａｎ［２８］在
１９８６年将算法改进到犗（２０．３０３９狀）；同年Ｒｏｂｓｏｎ［２５］
发表了两个算法分别使用多项、指数空间，对应时间
复杂度为犗（２０．２９２狀）和犗（２０．２７６狀）；上世纪最快算法
由Ｂｅｉｇｅｌ获得［２９］，为犗（２０．２９狀）及多项空间．本节要
介绍的文献［３０］中算法复杂度为犗（１．２２１狀＝
２０．２８８狀）是目前多项空间内最简单、最快的———其优
势获得原因有三：一是应用了两个重要规则“镜像”
和“折叠”；二是得益于Ｍ＆Ｃ分析技术；三是应用了
Ｍ＆Ｃ设计思想．

镜像（ｍｉｒｒｏｒ）．设某点狏有一个２跳邻节点狌，
令点集犛＝犖（狏）－犖（狌），如果犌［犛］为完全图或
空，则称狌为狏的镜像．狌可能不只一个，此时用
犕（狏）表示狏的镜像点集合．

镜像性质．如果某犌的所有犕犐犛不含狏，则
犕犐犛也不含犕（狏）．原因如下：设所有犕犐犛不含狏，
则犱（狏）２（否则狏为零度或１度点，此时必有一个
犕犐犛含狏），且犖（狏）中至少两个邻点属于犕犐犛（否
则假设犖（狏）中狕∈犕犐犛，狏替换狕后｜犕犐犛｜不变）；
由于犌［犛］为完全图，最多只能含一个犕犐犛中点，所
以定有一点狑∈犛′＝犖（狏）∩犖（狌）属于犕犐犛，于是
我们肯定狌犕犐犛．同理犕（狏）犕犐犛．

折叠（ｆｏｌｄｉｎｇ）．果犖（狏）中不含势为３的独立
集，则称狏是可折叠的．

设狌犻狌犼…构成犖（狏），折叠操作由４个步骤组
成：①如果任意一对（狌犻狌犼）之间不存在边，产生一个
新点狌犻犼；②每对狌犻犼之间添加一条边（只有一个狌犻犼
则不添边）；③在每个｛（犖（狌犻）∪犖（狌犼））＼狏｝点与狌犻犼
之间添加一条边；④犌－犖［狏］．

下面给出的ｍｉｓ算法是文献［３０］作者修改后的
版本，删除了文献［３０］中一些复杂的判断条件．ｍｉｓ
复杂度为犗（２０．２８７犖），我们进而做稍许改动使其给
出一个具体犕犐犛（原算法犿犻狊计算的是｜犕犐犛｜）．

算法２．　犿犻狊（犌）．
输入：图犌＝（犞，犈）
输出：一个最大独立集犕犐犛
１．如果犌中点数｜犞｜１，返回｛犞｝；
２．如果犌中有一个独立连通组元犆，返回犿犻狊（犆）∪

犿犻狊（犌－犆）；
３．如果狏，狑满足犖［狑］犖（狏），返回犿犻狊（犌－｛狏｝）；
４．如犱（狏）＝２；如果狌犻犼犿犻狊（^犌），返回犿犻狊（^犌）∪狏；否

则返回犿犻狊（^犌）＼狌犻犼∪犖（狏）；
５．选择犌中具有最大度的点狏，返回ｍａｘ｛犿犻狊（犌－狏－

犕（狏）），犿犻狊（犌－犖［狏］）｝．
算法经过前３步后在步４折叠时，狏只有一种

形式，见图３．不难看出折叠后的图^犌恰比原图犌的
｜犕犐犛｜小１．

图３　折叠狏
Ｍ＆Ｃ原理表明，使子图规模下降快的规则对

降低精确算法（更确切说是Ｂ＆Ｒ算法）复杂度，从
长远看，是有利的．因此ｍｉｓ算法步５从当前图中选
取最大度点产生两个分支：其一含不含狏点，利用镜
像性质知，如果解集不含狏则也不含犕（狏），故
犿犻狊（犌－狏－犕（狏））；其二包含狏点，根据独立集的
特性，如果解集含狏则一定不含犖（狏），故犿犻狊（犌－
犖［狏］）．这种设计思路在Ｇｒａｎｄｏｎｉ算法和ｌｓ算法中
广泛使用，取得很好效果，我们认为可以作为今后算
法设计的规则而确定下来．

ｍｉｓ算法简洁优雅，与２０世纪７０、８０年代十几页
近百规则的算法相比，几乎完胜．计算示例在图４中．

图４　一个最大独立集

３５　最小连通支配集犕犆犇犛算法
文献［７］表明ＭＣＤＳ问题的ＮＰ难性质．ＣＤＳ

问题等价于寻找图犌的一个生成树，要求该树的叶
子节点数达到最大．问题的难点在于连通的犌［犛］需
要全局知识，类似这样需全局知识的有著名的ＴＳＰ
问题（最小代价遍历完全图所有节点）和Ｓｔｅｉｎｅｒ最
小树问题（连接｛犞犛狋犲犻狀犲狉｝点的最小代价树）．以前
提到的算法规则无法直接应用到ＣＤＳ问题中；在文
献［３１］之前没有算法突破犗（２狀）平凡界限．

文献［３１］中ＭＣＤＳ算法的设计思想：猜测某条
边可能属于ＭＣＤＳ，这样的猜测最多有犗（狀２）个，因
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此算法主体必须要运行同样次数．假设计算某次猜
测需指数级别复杂度犗（·），重复多项次其复杂度
仍将是犗（·）级别，至此，只要在实现猜测过程中应
用某些规则来替换穷举，就能突破犗（２狀）界限，“规
则”以始终保持导出图犌［犛］连通为准来设计．

文献［３１］介绍的算法较复杂，列于附录３中，复
杂度为犗（２０．９５６６犖），计算示例见图５．

图５　一个最小连通支配集

尽管突破犗（２狀）界限且是目前最快的，该
ＭＣＤＳ算法并不实用（参看本文第４节的数据），其
中原因值得深入思考．无线移动网络中，连通支配集
在广播、数据融合、安全等方面有着特殊重要的应用
价值．构造ＣＤＳ所采用近似算法大都是先建立一个
独立支配集或极大独立集，而后再连接成ＣＤＳ．
３６　最小独立支配集犕犐犇犛

Ｋａｒｐ在１９７２年证明独立集问题是ＮＰ完全性
质的．文献［３２］所介绍的ＭＩＤＳ算法（参考附录４）
思想新颖之处在于利用了一种称做标记图的性质．

标记图（ｍａｒｋｅｄｇｒａｐｈ）．图的节点被分为犉、犕
两类，分别代表自由、标记节点．最初所有节点都是
自由节点，当算法产生分支时，例如某２度点狌的两
个邻节点为狏１，狏２，产生三个分支，解集犛依次含狌，
狏１，狏２，那么在第３个分支时，我们可以认为犛中不
含狏１，因为在第２个分支的解集犛中已经考虑了含
狏１的情况（第２分支解集仍可能含狏２），因而在第３
分支中，标记狏１点，将其加入犕集合．标记某点相当
于前面已经考虑了可能含该点的情况，这种“记忆”
随即被传递给后面分支．

图的犉点集导出子图犌［犉］可能含多个连通组
元犆，一些连通组元的特殊性质可以加以利用：当犆
为团（ｃｌｉｑｕｅ）时，显然任何ＭＩＤＳ恰含１个犆中元
素；当犆构成完全二分图（犆＝犡＋犢，且点集犡的每
个点都连接点集犢的所有点）时，算法产生两个分
支分别含犡，犢（最终返回分支势小者）．当前面条件
都不满足时，算法选择一个具有最小犉度的点狌产
生分支．

尽管规则略多，却都比较简单，容易望文知义，
最后得到｜犕犐犇犛｜＝８．只需稍加改造就可直接输出
一个具体犕犐犇犛，见图６．利用Ｍ＆Ｃ技术分析算法
复杂度为犗（２０．４４１狀）．

图６　一个最小独立支配集

３７　最小加权支配集犕犠犇犛算法
某地区需要布设信号发射设备，问怎样布局才

能以最低代价让信号覆盖整个区域？由于在不同地
点架设成本不一样，此时问题归结为寻找一个地区
图的犕犠犇犛．

前面３．３节算法犾犿犱狊（及犾狊）可改造用于计算
犕犠犇犛，回忆在算法犾犿犱狊中，所有能成为犇犛且每
个犛犻都不可能被其它子集替代的解集被一个不落
的搜索出来，这样，只要去掉步０，或将其判断条件
改为当前最小权重，就能给出图犌的所有犕犠犇犛，
复杂度不变．假设图２（ａ）中点权重为犞→犚＋：
狑犲犻犵犺狋＝２犱（狏）（２的该点度次方），计算结果见图７
（狑犲犻犵犺狋＝６４）．如果只需要一个犕犠犇犛，则算法复
杂度可进一步降低至犗（２０．６５８狀），这是因为当所有
｜犛犻｜２时，由这些犛犻可构造一个新图犌′（方法见
３．２节算法第４步的说明），犌′是二分图，将犌′转换
为完全二分图后（用匈牙利算法）返回其最小加权完
美匹配，这只要多项时间即可．

目前最快ＭＷＤＳ算法来自文献［３３］，用一句
话概括算法思想：结合Ｂ＆Ｒ技术与动态规划技术
的优势．原因：当前图中点度数较大时利用Ｂ＆Ｒ产
生分支将迅速降低子问题规模，一旦子问题规模降
到较小阶段（图的树宽较小时），继续分支规则将使
问题复杂化，此时动态规划技术表现良好．

限于篇幅这里仅概述算法流程：类似犾犿犱狊将
最小支配集问题转换为集合的最小覆盖问题，建立
相同的数据结构如果｜犛｜＝０则返回空某狌∈犛犻
频率为１，将犛犻加入解集；所有｜犛犻｜３，由剩余子
集犛犻及其中元素构造一个新图犌犛，执行路径分解
后利用动态规划技术计算并返回该二分图的所有
最小加权支配集；选择一个最大的｜犛犻｜，解集中
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要么含犛犻要么不含，产生两个分支，返回二者中权
值最小的．最终算法给出所有的犕犠犇犛，复杂度为

犗（２０．６３５５狀），计算结果与犾犿犱狊的一致，见图７．

图７　图２（ａ）的所有最小加权支配集

４　小结与展望
表１列出常被引用及最新（截至２０１０年）的ＤＳ

相关算法．其中，文献［３４］于２００９年提供了目前最
快的ＭＤＳ算法，比本文介绍的Ｇｒａｎｄｏｎｉ算法复杂
度降低一个几乎可以忽略的值，但其规则极为复杂．
表１中最后一列是编程复杂度，分简单、中等、复杂
三个等级，由于没有公认衡量标准，我们以算法规则
数量来评价，仅供参考．

目前寻求包括ＭＤＳ等在内的ＮＰ完全或ＮＰ
难题精确解方法以Ｂ＆Ｒ为主，此外常见的还包
括动态规划（ｄｙｎａｍｉｃｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ）、预处理技术
（ｐｒｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｔｈｅｄａｔａ）、局部搜索技术（ｌｏｃａｌ
ｓｅａｒｃｈ，从某个可行解出发，过渡到较近的另一个可
行解，最终遍历整个可行域空间，这种邻近通常会随
具体问题而不同，例如Ｈａｍｍｉｎｇ距离）；另外还有
一种策略即随机算法（ｒａｎｄｏｍｉｚａｔｉｏｎ），它的思路是
随机选择问题的某些参数或随机选择节点加入的顺
序．这样无疑会导致某些时候走在错误的方向上，因
此同样的算法需重复多次以使错误概率减小（重复
足够次时，成功的概率接近１），确切地说，假设完成
每次选择需时间狋，成功的概率为狆，为使算法最
终出错的概率不超过ｅ－犮（（１－狆）犮／狆），需要重复
犮·狋·狆－１次．这方面有大量文章是关于犽可满足性
等问题的，虽然我们介绍的是支配集问题，但文章开
篇表明我们可以将支配集转换为３ＳＡＴ．怎样进行
随机操作可使错误的概率降低也是一个很令人感兴
趣的研究课题，这方面的综述可参考文献［４０４１］
等．再有就是我们现在常见到的那些著名智能优化
计算方法，如遗传算法、人工神经网络等等，这些方
法在求解ＴＳＰ等ＮＰ难问题方面都有令人信服的

表现．Ｂ＆Ｒ方向上，最近有人尝试用计算机来自动
地、机械化地发现规则，这样规则数目将达万记，如
何使用这些规则、编程等都可作为进一步的研究方
向．最后值得一提的是随着多核心计算能力的普及，
并行算法的重要性日益突出，Ｂ＆Ｒ算法树状结构天
然适合多线程多处理器的执行方式，随着核心数量
的增多，计算时间线性降低．

本文介绍的是ＤＳ算法，稍加变化就可用于其
它ＮＰ完全或ＮＰ难问题．例如在任意图中寻找最
大团（ｃｌｉｑｕｅ）也是ＮＰ完全问题，３．４节ＭＩＳ算法不
需任何改变就可用来求图的最大团，只需将图犌转
换为补图犌，然后求犌的最大独立集；这个问题还
等价于补图的最小顶点覆盖．细心观察，这样的例子
将非常多．

精确算法研究可为近似算法设计提供理论指
导，至少可以避免浪费精力去追求一些理论上已经
证明不可能达到的近似度（除非在犘＝犖犘这个关
键问题上有突破）．关于ＤＳ问题近似算法有两点情
况值得重视：一是贪心策略实际效果良好，所得某类
支配集｜犡犇犛｜值接近精确解的值；二是近似算法所
得结果与精确结果相比的实测平均近似度远好于理
论近似度，这种差异产生的原因尚未明了．

最后，我们对文中介绍的算法进行了简单测试，
考察精确算法解决问题规模，即图顶点数．实验在一
台Ｄｅｌｌ家用笔记本电脑上进行，配置为：ＣＰＵ，Ｉｎｔｅｌ
Ｙｏｎａｈ１．６ＧＨｚ；内存，２．５ＧＢＤＤＲ２６６７；操作系统
为ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ．实验结果见表２．

表２中，我们限制算法运行不超过一天的工作
时间，输入为无线网络应用领域所常用的任意无向
图ＵＤＧ（应用广泛）、ＧＧ、ＤＴＧ、ＭＳＴ等［４２］，为节约
空间只列出最终统计结果．
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表１　一些重要的最小支配集及相关问题精确算法列表

Ｐｒｏｂｌｅｍ Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ
ｔｉｍｅ ｓｐａｃｅ

Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓ
ｔｅｃｈｎｉｑｕｅ

Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｆｏｒ
ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ

ＭＤＳ Ｆｏｍｉｎ，２００４，［１９］ 犗（２０．９５５狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｓｔｉｒｌｉｎｇ＇ｓａｐｐｒｏｘ． ｓｉｍｐｌｅ
ＭＤＳ（ａｌｌ） Ｆｏｍｉｎ，２００５，［２６］ 犗（２０．８２３５狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｍｏｄｅｒａｔｅ
ＭＤＳ Ｇｒａｎｄｏｎｉ，２００６，［２１］

Ｆｏｍｉｎ，２００５，［２２］
犗（２０．６１狀）
犗（２０．５９８狀）

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ
ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｓｉｍｐｌｅ

ＭＤＳ Ｊｏｈａｎ，２００９，［３４］ 犗（２０．５９狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ
ＭＩＳ Ｍｏｏｎ，１９６５，［３５］ 犗（２０．５２８３狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅｅｑｕａｔ． ｍｏｄｅｒａｔｅ
ＭＩＳ Ｔａｒｊａｎ，１９７７，［３］ 犗（２０．３３４狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ
ＭＩＳ ＴａｎｇＪｉａｎ．１９８６，［２８］ 犗（２０．３０４狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅｅｑｕａｔ． ｍｏｄｅｒａｔｅ
ＭＩＳ Ｒｏｂｓｏｎ，１９８６，［２５］ 犗（２０．２９６狀）

犗（２０．２７６狀）
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ
ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ Ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ

ＭＩＳ Ｂｅｉｇｅｌ，１９９９，［２９］ 犗（２０．２９狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅｅｑｕａｔ． ｍｏｄｅｒａｔｅ
ＭＩＳ Ｆｏｍｉｎ，２００６，［３０］ 犗（２０．２８８狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｓｉｍｐｌｅ
ＭＩＳ Ｆｕｒｅｒ，２００６，［３６］ 犗（２０．３０６３犿－狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍｅａｓｕｒｅｍｎ ｓｉｍｐｌｅ
ＭＣＤＳ Ｆｏｍｉｎ，２００６，［３１］ 犗（２０．９５６６狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｍｏｄｅｒａｔｅ
ＭＩＤＳ Ｇａｓｐｅｒｓ，２００６，［３２］ 犗（２０．４４１狀）

Ω（２０．４０５７狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｍｏｄｅｒａｔｅ
ＭＷＤＳ Ｆｏｍｉｎ，２００５，［２６］ 犗（２０．６５８狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ

ＭＷＤＳ（ａｌｌ） Ｆｏｍｉｎ，２００７，［３３］ 犗（２０．６３５５狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ
ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｍａｘｉｍｕｍ

ｗｅｉｇｈｔｅｄＩＳ Ｄａｈｌｌｆ，２００２，［３７］ 犗（２０．４０５７狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｒｅｃｕｒｒｅｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ

ＭｉｎＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＣｌｉｑｕｅ Ｋｒａｔｓｃｈ，２００６，［３８］ 犗（２０．４２１２狀）
Ω（２０．３３３４狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｍｏｄｅｒａｔｅ

Ｅｘｉｓ．ＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＣｌｉｑｕｅ
ＭａｘＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＣｌｉｑｕｅ
ＭｉｎＤｏｍｉｎａｔ．Ｃｌｉｑｕｅ

Ｂｏｕｒｇｅｏｉｓ，２００９，［３９］
犗（２０．３５狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｓｉｍｐｌｅ

犗（２０．４狀），ｔｉｇｈｔ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｓｉｍｐｌｅ
犗（２０．４１狀） ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ Ｍ＆Ｃ ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ

表２　可解决问题规模

问题种类及算法 ８小时内可解决
问题规模（约） 平凡枚举法

ＭＤＳ［２１］ ２００点
ＬＳ［２７］ １００点
ＭＩＳ［３０］ ３００多点
ＭＣＤＳ［３１］ 不到５０点
ＭＩＤＳ［３２］ 不到２００点
ＭＷＤＳ［２７］ １００点

根据问题性质不同，
计算３０点图约需
１～３天时间

关于表２做两点说明：（１）问题的性质依赖输
入图的类型．对于某些问题，当输入是ＭＳＴ（最小生
成树）时，问题性质可能退化为一个多项时间内就能
解决的问题，例如ＭＤＳ算法只产生简化点，不产生
分支点，表２最终统计结果中排除了此类现象；
（２）限定时间内可解决问题规模严重依赖于图的平
均邻节点度，过大（接近完全图）或过小（接近树）实
际上都导致可解决问题规模迅速增加，远超表２中
值，此类结果被排除．

参考表２，同为ＮＰ难题，为什么有的问题可以
获得较快的算法，而有的却不能？值得思考．

在可预见时期内，我们难以指望摩尔定律对解
决问题提供多大帮助，追寻更快的算法、更好的复杂
度分析技术、组合优化理论将是未来一段时期内的
主要研究方向．

５　后　记
文中提供的算法经过了校验和测试．就作者所

知，迄今（至２０１０年），文中介绍的算法仍是同类问
题算法中最快的之一［４３］．附录５提供例图（图２（ａ））
点坐标及生成方法，读者可自行检验．

限于水平，我们的理解难免存在谬误，欢迎指
出，我们将及时改正．

致　谢　挪威ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＢｅｒｇｅｎ的ＦｅｄｏｒＶ．
Ｆｏｍｉｎ教授和ＡｌｅｘｅｙＡ．Ｓｔｅｐａｎｏｖ博士的耐心帮
助使本文工作得以进行，谨致敬意并衷心感谢！
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Ａｓｉｍｐｌｅ犗（２０．２８８狀）ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔａｌｇｏｒｉｔｈｍ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ
ｏｆｔｈｅｓｅｖｅｎｔｅｅｎｔｈＡｎｎｕａｌＡＣＭＳＩＡＭＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＤｉｓ
ｃｒｅｔｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｍｉａｍｉ，２００６：１８２５

［３１］ＦｏｍｉｎＦＶ，ＧｒａｎｄｏｎｉＦ，ＫｒａｔｓｃｈＤ．Ｓｏｌｖｉｎｇｃｏｎｎｅｃｔｅｄｄｏｍ
ｉｎａｔｉｎｇｓｅｔｆａｓｔｅｒｔｈａｎ２狀／／ＡｒｕｎＫｕｍａｒＳ，ＧａｒｇＮｅｄｓ．
ＦＳＴＴＣＳ２００６．ＬＮＣＳ４３３７．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００６：１５２
１６３

［３２］ＳｅｒｇｅＧａｓｐｅｒｓ，ＭａｔｈｉｅｕＬｉｅｄｌｏｆ．Ａｂｒａｎｃｈａｎｄｒｅｄｕｃｅａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｆｏｒｆｉｎｄｉｎｇａｍｉｎｉｍｕｍｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔｉｎ
ｇｒａｐｈｓ／／ＦｏｍｉｎＦＶｅｄ．ＷＧ２００６．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００６：
７８８９

［３３］ＦｏｍｉｎＦＶ，ＳｔｅｐａｎｏｖＡＡ．Ｃｏｕｎｔｉｎｇｍｉｎｉｍｕｍｗｅｉｇｈｔｅｄ
ｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔｓ／／ＬｉｎＧｅｄ．ＬＮＣＳ４５９８．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，
２００７：１６５１７５

［３４］ＪｏｈａｎＭＭｖａｎＲｏｏｉｊ，ＪｅｓｐｅｒＮｅｄｅｒｌｏｆ，ＴｈｏｍａｓＣｖａｎＤｉｊｋ．
Ｉｎｃｌｕｓｉｏｎ／Ｅｘｃｌｕｓｉｏｎｍｅｅｔｓｍｅａｓｕｒｅａｎｄｃｏｎｑｕｅｒ：Ｅｘａｃｔａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｓｆｏｒｃｏｕｎｔｉｎｇｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔｓ／／ＬＮＣＳ５７５７，２００９：
５５４５６５

［３５］ＭｏｏｎＪＷ，ＭｏｓｅｒＬ．Ｏｎｃｌｉｑｕｅｓｉｎｇｒａｐｈｓ．ＩｓｒａｅｌＪｏｕｒｎａｌｏｆ
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９６５，３（１）：２３２８

［３６］ＭａｒｔｉｎＦｕｒｅｒ．Ａｆａｓｔｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｆｉｎｄｉｎｇｍａｘｉｍｕｍｉｎｄｅ
ｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｓｉｎｓｐａｒｓｅｇｒａｐｈｓ／／ＣｏｒｒｅａＪＲ，ＨｅｖｉａＡ，ＫｉｗｉＭ
ｅｄｓ．ＬＡＴＩＮ２００６．ＬＮＣＳ３８８７．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００６：
４９１５０１

［３７］ＶｉｌｈｅｌｍＤａｈｌｌｆ，ＰｅｔｅｒＪｏｎｓｓｏｎ．Ａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｃｏｕｎｔｉｎｇ
ｍａｘｉｍｕｍｗｅｉｇｈｔｅｄｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｅｔｓａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ／／
Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１３ｔｈＡｎｎｕａｌＡＣＭＳＩＡＭＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎ
ＤｉｓｃｒｅｔｅＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．ＳａｎＦｒａｎｃｉｓｃｏ，２００２：２９２２９８

［３８］ＤｉｅｔｅｒＫｒａｔｓｃｈ，ＭａｔｈｉｅｕＬｉｅｄｌｏｆｆ．Ａｎｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｔｈｅ
ｍｉｎｉｍｕｍｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｃｌｉｑｕｅｐｒｏｂｌｅｍ／／ＢｏｄｌａｅｎｄｅｒＨＬ，Ｌａｎ
ｇｓｔｏｎＭＡｅｄｓ．ＩＷＰＥＣ２００６．ＬＮＣＳ４１６９．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇ
ｅｒ，２００６：１３０１４１
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［３９］ＢｏｕｒｇｅｏｉｓＮ，ＤｅｌｌａＣｒｏｃｌＦ，ＥｓｃｏｆｆｉｅｒＢｅｔａｌ．Ｅｘａｃｔａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｓｆｏｒｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｃｌｉｑｕｅｐｒｏｂｌｅｍｓ／／ＬＮＣＳ５８７８．２００９：
４１３

［４０］Ｓｃｈ?ｏｎｉｎｇＵ．Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃｓｉｎｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｔｉｍｅ／／ＬＮＣＳ
３４０４．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００５：３６４３

［４１］ＷｏｅｇｉｎｇｅｒＧ．ＥｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＮＰｈａｒｄｐｒｏｂｌｅｍｓ：Ａ
ｓｕｒｖｅｙ／／ＣｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ—Ｅｕｒｅｋａ，ｙｏｕｓｈｒｉｎｋ！
ＬＮＣＳ２５７０．Ｂｅｒｌｉｎ：Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００３：１８５２０７

［４２］ＬｕＧａｎｇ，ＺｈｏｕＭｉｎｇＴｉａｎ，ＮｉｕＸｉｎＺｈｅｎｇｅｔａｌ．Ａｓｕｒｖｅｙ
ｏｆｐｒｏｘｉｍｉｔｙｇｒａｐｈｓｉｎｗｉｒｅｌｅｓｓｎｅｔｗｏｒｋｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｆｔ
ｗａｒｅ，２００８，１９（４）：８８８９１１（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（路纲，周明天，牛新征等．无线网络邻近图综述．软件学
报，２００８，１９（４）：８８８９１１）

［４３］ＦｏｍｉｎＦＶ，ＧｒａｎｄｏｎｉＦ，ＫｒａｔｓｃｈＤ．Ａｍｅａｓｕｒｅａｎｄｃｏｎｑｕｅｒ
ａｐｐｒｏａｃｈｆｏｒｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅｅｘａｃｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ｔｈｅＡＣＭ，２００９，５６（５）：２５．１２５．３２

附录１．　由ｌｍｄｓ算法给出的图２（ａ）的所有ＭＤＳ．
附表１　图２（犪）的所有最小支配集

序号 支配集中节点的编号 序号 支配集中节点的编号 序号 支配集中节点的编号 序号 支配集中节点的编号
第１个２６９１０１７１８２３２５第１５个２７９１３１７１８２５３０第２９个２９１２１５１７２０２５３０第４３个２１２１５１７２０２１２８３０
第２个２６９１０１７１８２５３０第１６个２９１０１２１７２０２３２５第３０个２９１３１４１７１８２３２５第４４个２１２１５１７２０２３２５２８
第３个２６９１１１５１８２３２５第１７个２９１０１２１７２０２５３０第３１个２９１３１４１７１８２５３０第４５个２１２１５１７２０２５２８３０
第４个２６９１３１７１８２３２５第１８个２９１０１３１７１８２３２５第３２个２９１３１７１８２０２３２５第４６个２１５１７１８２０２１２３２８
第５个２６９１３１７１８２５３０第１９个２９１０１３１７１８２５３０第３３个２９１３１７１８２０２５３０第４７个２１５１７１８２０２１２８３０
第６个２６９１５１７１８２３２５第２０个２９１０１７１８２０２３２５第３４个２９１５１７１８２０２３２５第４８个２１５１７１８２０２３２５２８
第７个２６９１５１７１８２５３０第２１个２９１０１７１８２０２５３０第３５个２９１５１７１８２０２５３０第４９个２１５１７１８２０２５２８３０
第８个２６１１１５１８２１２３２８第２２个２９１１１２１５２０２３２５第３６个２１１１２１５２０２１２３２８第５０个８９１１１２１５２０２５３０
第９个２６１１１５１８２３２５２８第２３个２９１１１２１５２０２５３０第３７个２１１１２１５２０２１２８３０第５１个８１１１２１５２０２１２８３０
第１０个２６１５１７１８２１２３２８第２４个２９１１１３１４１８２３２５第３８个２１１１２１５２０２３２５２８第５２个８１１１２１５２０２５２８３０
第１１个２６１５１７１８２１２８３０第２５个２９１１１５１８２０２３２５第３９个２１１１２１５２０２５２８３０第５３个９１１１２１５１９２０２５３０
第１２个２６１５１７１８２３２５２８第２６个２９１２１３１７２０２３２５第４０个２１１１５１８２０２１２３２８第５４个１１１２１５１９２０２１２８３０
第１３个２６１５１７１８２５２８３０第２７个２９１２１３１７２０２５３０第４１个２１１１５１８２０２３２５２８第５５个１１１２１５１９２０２５２８３０
第１４个２７９１３１７１８２３２５第２８个２９１２１５１７２０２３２５第４２个２１２１５１７２０２１２３２８第５６个１１１２１５１９２０２８２９３０

附录２．　算法犾犿犱狊的进化版本犾狊．
１～３．同犾犿犱狊步１～步３（也可以添加步０，方法同）
４．犛犻为最大势子集，如果狌∈犛犻频率为２，则寻找所有

的犛犼（≠犛犻），要求这些犛犼与犛犻共享一个频率为２的元素（不
单狌）．返回犾狊（犝－｛犛犻｝，犛－（犛犻），犛∪犛犻）；返回犾狊（犝－
｛犛犼｝，犛－（犛犻犛犼），犛∪犛犼）；

５．寻找犛犻具最大势，且｜犛犻｜３．处理方法同犾犿犱狊第
４步；

６．寻找犛犼具最大势及犛犻犛犼，处理同犾犿犱狊第８步；
７．寻找狌具有最大出现频率，设犛犻＝｛狌，狏｝，其余同

犾犿犱狊第１０步．

附录３．　最小连通支配集算法ＭＣＤＳ．
算法使用符号的含义：连通点集犛代表犆犇犛；弃点集犇

表示已抛弃节点；可用点集犃＝犞－｛犛｝－｛犇｝；侯选点集
ｃａｎｄｉｄａｔｅ表示犃中与犛一跳邻接的点；算例不可行表示
犌［犞－犇］不构成犆犇犛；期望点ｐｒｏｍｉｓｅ表示犃中的某点狏，
如果将狏加入犇后该例不可行；自由点集犉＝犞－犖［犛］（不
失一般性假设图犌是无向连通图）．

１．建立图犌的边集犈；
２．取出第一条边犲两端点构成初始犛，然后犈＼犲（犌中

该边保留，仅在集合犈中删）；计算初始犇，犃，犉集合；如犈
空，算例停，比较对应每条边的｜犛｜值，选取最小的作为最终
输出；

３．如果当前犛还不是犆犇犛，但｜犛｜大于算法已求出的
最小｜犆犇犛｜；或者算例不可行；或者犛已经是犆犇犛，记录相
应的犛集合，停止该算例，转步２；否则向下执行；

／／以下步４～６是简化规则，不产生任何分支；步７～９
是分支规则，每个产生至少两个分支；

４．在ｃａｎｄｉｄａｔｅ中寻找一点狏，要求其满足ｐｒｏｍｉｓｅ条
件．令犛＝犛∪狏，犃＝犃－狏，犉＝犉－犖［狏］；转步３；

５．在侯选点集ｃａｎｄｉｄａｔｅ中寻找两点狏，狑，要求满足点
集｛犖（狏）∩犉｝点集｛犖（狑）∩犉｝，如果存在这样的狏，狑，则
犇＝犇∪狏，犃＝犃－狏；转步３；

６．在可用点集犃中寻找一点狏，使满足犖（狏）∩犉＝，
即没有狏支配任何自由节点．如果存在这样的狏，则犇＝犇∪
狏，犃＝犃－狏；转步３；

７．在ｃａｎｄｉｄａｔｅ中寻找某点狏，使满足下面条件二者之
一即可，产生两个分支：

条件１．｜犖（狏）∩犉｜３，即狏支配了三个或以上的自
由节点；

５８０１６期 路　纲等：任意图支配集精确算法回顾



条件２．犖（狏）∩犃＝狑，狑是一个点集，如果存在某狑犻
使（犖（狏）∪犖（狑犻））∩犉＝；

（１）犛＝犛∪狏，犃＝犃－狏，犉＝犉－犖［狏］；转步３；
（２）犇＝犇∪狏，犃＝犃－狏；转步３；
８．在ｃａｎｄｉｄａｔｅ中寻找某点狏，满足｜犖（狏）∩犉｜＝｜狑｜＝

１．令犝＝（犖（狑）∩犃）－犖［狏］，再产生３个递归调用：
（１）犇＝犇∪狏，犃＝犃－狏；转步３；
（２）犛＝犛∪狏∪狑，犃＝犃－狏－狑，犉＝犉－犖［狏］－

犉［狑］；转步３；
（３）犛＝犛∪狏，犇＝犇∪狑∪｛犝｝，犃＝犃－狏－狑－犝，犉＝

犉－犖［狏］；转步３；
９．在ｃａｎｄｉｄａｔｅ中寻找某点狏，｜犖（狏）∩犉｜＝｜狑｜＝２．

如果存在这样的狏进入本步骤，否则转步３．
假设狑＝｛狑１，狑２｝，然后按规则确定狑中的两元素下

标号：
（１）如果狑１，狑２同属于犃或同时不属于犃，当前下标合

法；否则应用下一个规则；
（２）如果狑１犃，当前下标合法；否则，交换狑１←→狑２．
对犻＝１，２计算，犝犻＝（犖［狑犻］∩犃）－犖［狏］；判断是否

满足下面的３个条件．
条件１．如果狑１，狑２是邻节点，且狑１犃，狑２犇，产生

下面３个分支：
（１）犇＝犇∪狏，犃＝犃－狏；转步３；
（２）犛＝犛∪狏∪狑１，犃＝犃－狏－狑１，犉＝犉－犖［狏］－

犉［狑１］；转步３；
（３）犛＝犛∪狏，犇＝犇∪狑１∪｛犝１｝，犃＝犃－狏－狑１－犝１，

犉＝犉－犖［狏］；转步３；
条件２．如果狑１，狑２是邻节点，且狑１犃，狑２犃，产生

下面４个分支：
（１）犇＝犇∪狏，犃＝犃－狏；转步３；
（２）犛＝犛∪狏∪狑１，犃＝犃－狏－狑１，犉＝犉－犖［狏］－

犉［狑１］；转步３；
（３）犛＝犛∪狏∪狑２，犇＝犇∪狑１，犃＝犃－狏－狑１－狑２，

犉＝犉－犖［狏］－犖［狑２］；转步３；
（４）犛＝犛∪狏，犇＝犇∪狑１∪狑２∪｛犝１｝∪｛犝２｝，犃＝犃－

狏－狑１－狑２－犝１－犝２，犉＝犉－犖［狏］；转步３；
条件３．如果不满足上述条件１、２，则产生下面５个

分支：
（１）犇＝犇∪狏，犃＝犃－狏；转步３；
（２）犛＝犛∪狏∪狑１，犃＝犃－狏－狑１，犉＝犉－犖［狏］－

犉［狑１］；转步３；
（３）犛＝犛∪狏∪狑２，犇＝犇∪狑１，犃＝犃－狏－狑１－狑２，

犉＝犉－犖［狏］－犖［狑２］；转步３；
（４）犛＝犛∪狏，犇＝犇∪狑１∪狑２∪｛犝１｝，犃＝犃－狏－

狑１－狑２－犝１，犉＝犉－犖［狏］；转步３；
（５）犛＝犛∪狏，犇＝犇∪狑１∪狑２∪｛犝２｝，犃＝犃－狏－

狑１－狑２－犝２，犉＝犉－犖［狏］；转步３．

附录４．　最小独立支配集算法ＭＩＤＳ．
符号含义，犖犉（狌）：点狌的犉邻节点，即犉∩犖（狌）；

犱犉（狌）：点狌的犉邻节点度，即｜犖犉（狌）｜；其余类同．
算法．　｜犛｜＝犻犱狊（犌，犉，犕，犈）
输入：图犌、自由节点集犉（初始化为所有节点）、标记

点集犕（初始化为空）、犈（犌的边集合）
输出：图犌的最小独立支配集大小｜犛｜（略做改动，算

法可直接输出一个具体的犕犐犇犛）
１．如果犉＝且犕＝，返回｜犛｜＝０；
２．如果狌∈犕且犱犉（狌）＝０，返回｜犛｜＝∞；
３．如果狌∈犕且犖犉（狌）＝狏，返回｜犛｜＝１＋犻犱狊（犌，

犉－犖［狏］，犕－犖（狏），犈）；
４．如果某连通组元犆犉且犆为团、且犖犉（犆）＝，返

回｜犛｜＝１＋犻犱狊（犚犲犱犆犾犻狇狌犲（犌，犉，犕，犈））；
５．如果某连通组元犅犉且犅为完全二分图（犡，犢两

分部）、且犖犉（犅）＝，返回｜犛｜＝ｍｉｎ｛｜犡｜＋犻犱狊（犌，犉－
犖［犡］，犕－犖（犡），犈）；｜犢｜＋犻犱狊（犌，犉－犖［犢］，犕－犖（犢），
犈）｝；

６．如果某连通组元犆犉且犆为团、｜犆｜３且唯一
狏∈犆使得犱犉（狏）｜犆｜，返回｜犛｜＝ｍｉｎ｛１＋犻犱狊（犌，犉－
犖［狏］，犕－犖（狏），犈）；犻犱狊（犌，犉－狏，犕∪狏，犈）｝；

７．如果上述条件都不满足则选择一个狌∈犉，要求狌具
有最小犉邻节点度，进入以下３种情况：

（１）如果犱犉（狌）＝１，返回犛＝ｍｉｎ｛１＋犻犱狊（犌，犉－犖［狌］，

犕－犖（狌），犈）；犻犱狊（犌，犉－犖［犖犉（狌）］，犕－犖（犖犉（狌）］，犈）｝；
（２）如果犱犉（狌）＝２，令犖犉（狌）＝｛狏１，狏２｝，返回，｜犛｜＝

ｍｉｎ｛犻犱狊（犌，犉－犖［狌］，犕－犖（狌），犈）；犻犱狊（犌，犉－犖［狏１］，
犕－犖（狏１），犈）；犻犱狊（犌，犉－犖［狏２］－狏１，犕＋狏１－犖（狏２），
犈）｝；

（３）否则（犱犉（狌）＞２），从狌的犉邻节点中选取具有最大
犉邻节点度的某点狏，返回｜犛｜＝ｍｉｎ｛１＋犻犱狊（犌，犉－犖［狏］，
犕－犖（狏），犈）；犻犱狊（犌，犉－狏，犕＋狏，犈）；｝；

函数：犚犲犱犆犾犻狇狌犲（犌，犉，犕，犈，犆）
输入：图犌、自由点集犉、标记点集犕、边集犈、犌［犉］中

连通组元犆（且犆为团）
输出：标记图犌′、犉′、犕′、犈′
１．如果｜犆｜＝１，返回犌′＝犌、犉′＝犉－犆、犕′＝犕＝

犖（犆）、犈′＝犈；
２．如果狏∈犆，且犖犕（狏）＝，令犉＝犉－狏、犆＝犆－狏；

返回犚犲犱犆犾犻狇狌犲（犌，犉，犕，犈，犆）；
３．如果前面条件都不满足，令犖（犆）＝｛犺１，犺２，…，犺犽｝，

犎＝．然后，
（１）针对所有点对组合（犺犻，犺犼）判断，如果犖犆（犺犻）∩

犖犆（犺犼）＝，则生成新点犺犻犼，犎＝犎∪犺犻犼；
（２）犉′＝犉－犆；犕＝犕－犖（犆）；犕′＝犕∪犎；
（３）针对每个点犺犻犼判断，如果狏∈犖犉（犖［犆］），且边

（狏，犺犻）∈犈或边（狏，犺犼）∈犈，则犈′＝犈∪（狏，犺犻犼）．
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附录５．　例图点坐标及生成方法．
附表２　图２（犪）的点坐标

犻狀犱犲狓 狓 狔 犻狀犱犲狓 狓 狔 犻狀犱犲狓 狓 狔
１ ５８．６４４０ ３０．３６６１ １１ ４０．３４９１ ２８．５９４７ ２１ ９３．００４１ ５０．３８８８
２ ６７．５１１２ ４．６１９２ １２ １２．２０２１ ５４．３６６３ ２２ ３９．９０２０ ６４．６８１０
３ ３６．１０２２ １９．５４７７ １３ ２６．８４３９ ９８．４７７６ ２３ ４．７４０１ ３０．７７４６
４ ６２．０２７８ ７２．０１６６ １４ ２５．７８４６ ７１．５６７８ ２４ ３４．２３７４ １３．８７２５
５ ８１．１１５１ ７２．１７５３ １５ ３３．１６６５ ８３．８９７０ ２５ ７３．５９６６ ４７．５５７３
６ １．９２５７ ８７．７７９９ １６ １５．２２３４ ４３．３２６１ ２６ ７９．４６８２ ３６．２４５９
７ ８．３８７４ ５８．２４３３ １７ ３４．８００８ ４７．０６２５ ２７ ５４．４９０６ ７８．８１１３
８ ９７．４８０２ ７．０６８４ １８ １２．１６５８ ５６．０７１３ ２８ ６８．６２２３ ７８．０２９６
９ ６５．１３５ ９２．２７４５ １９ ８８．４１５３ ２６．９０９２ ２９ ８９．３６３３ ６６．８５１２
１０ ２３．１２３８ ８０．０３７２ ２０ ９．４２７８ ７４．９０１８ ３０ ５．４７９２ １３．３５０４
生成图２（ａ）中ＧＧ图的方法参考文献［４２］．
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