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摘　要　热力学遗传算法（ＴｈｅｒｍｏｄｙｎａｍｉｃａｌＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＴＤＧＡｓ）借鉴热力学中的自由能极小过程来统一
处理多目标优化在逼近性和多样性两方面的任务．为提高ＴＤＧＡ的运行效率和解集分布均匀性，提出了一种几何
热力学选择．在该选择中首先定义角度熵通过扇形采样来度量种群逼近方向的多样性．然后利用距离精英定义距
离能量来度量种群的逼近程度，避免了耗时的非劣分层操作．此外，引入分量热力学替换规则以较低计算代价驱动
种群的几何自由能快速下降．在多目标０／１背包问题上的实验结果表明，几何热力学选择极大地提高了ＴＤＧＡ的
运行效率和解集分布均匀性；采用该选择的ＴＤＧＡ算法可生成与ＮＳＧＡＩＩ在逼近性和分布多样性上性能相当的
解，但在运行效率上明显优于ＮＳＧＡＩＩ．
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１　引　言
现实世界中的许多优化问题都是多属性的，通常

需要对多个目标同时优化．一般来说，多目标优化问
题（ＭｕｌｔｉＯｂｊｅｃｔｉｖｅＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎＰｒｏｂｌｅｍｓ，ＭＯＰｓ）
中各目标之间通过决策变量相互制约，对其中一个目
标优化必须以其它目标作为代价，因而总体目标没有
单个最优解．这使得一次能得到一组最优解的算法比
那些一次只得到一个最优解的算法更具优势．基于群
体搜索的演化算法可并行搜索多个目标，因此非常适
合求解多目标优化问题［１２］．ＶａｎＶｅｌｄｈｕｉｚｅｎ等［３］从
决策者的角度将多目标演化算法（ＭｕｌｔｉＯｂｊｅｃｔｉｖｅ
ＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＭＯＥＡｓ）分为３大类：先
验法、渐进法和后验法．先验法在搜索之前就需要决
策者输入决策信息将多个目标合成为数量成本函
数，然后通过ＭＯＥＡ产生成本函数的最优解提供
给决策者．渐进法中决策者与ＭＯＥＡ搜索过程不
断交互，前者为后者提供目标的优先关系，而后者为
前者提供新解以产生更好的目标间优先关系．后验
法则通过运行ＭＯＥＡ产生一组Ｐａｒｅｔｏ最优候选解
供决策者选择．该方法使得决策者不必要事先作出
各目标之间优先和偏好的决定，将决策过程从“事
前”移到“事后”，这样决策者有了对各目标之间关系
的总体轮廓后更容易决策［４］．

目前基于Ｐａｒｅｔｏ占优的后验法最为活跃，大多
数ＭＯＥＡ采用这种方法．这些算法使用Ｐａｒｅｔｏ占
优指导搜索，在进化过程中，通过Ｐａｒｅｔｏ非劣分层
或Ｐａｒｅｔｏ占优计数进行适应值指派，使当前进化群
体的Ｐａｒｅｔｏ非劣解集不断逼近真实Ｐａｒｅｔｏ最优解
集．另外，演化算法种群大小有限，而Ｐａｒｅｔｏ最优解
的数量庞大甚至无限，因而ＭＯＥＡ算法需用较少
的解来代表无限多个解，从而便于决策者进行决策．
因此决策者对ＭＯＥＡ所求非劣解集存在两方面的
需求［５］：（１）逼近性．即解集尽量逼近Ｐａｒｅｔｏ最优前
沿；（２）多样性．即解集在最优前沿上分布均匀且覆
盖宽广，从而能较好地代表整个Ｐａｒｅｔｏ最优前沿．

为达到这两个要求出现了很多种ＭＯＥＡ算
法［２］，例如Ｆｏｎｓｅｃａ和Ｆｌｅｍｉｎｇ提出的ＭＯＧＡ
（ＭｕｌｔｉＯｂｊｅｃｔｉｖｅＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）［６］、Ｄｅｂ提出
的ＮＳＧＡ（ＮｏｎｄｏｍｉｎａｔｅｄＳｏｒｔｉｎｇＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏ
ｒｉｔｈｍ）［７］和ＮＳＧＡＩＩ［５］、Ｚｉｔｚｌｅｒ和Ｔｈｉｅｌｅ提出的
ＳＰＥＡ（ＳｔｒｅｎｇｔｈＰａｒｅｔｏＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｒｙＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）［８］
等．为逼近前沿，这些算法均通过基于Ｐａｒｅｔｏ占优

的适应值指派方法来指导种群向最优前沿搜索．
ＭＯＧＡ按Ｐａｒｅｔｏ占优计数结果为种群中每个个体
分配一个等级（ｒａｎｋ）值［６］，个体的ｒａｎｋ值等于１加
上种群中占优它的个体数．ＮＳＧＡ和ＮＳＧＡＩＩ则首
先进行非劣分层将种群划分成不同的层级，没有被
任何个体占优的个体属于第０级，将该批个体清除
出去后，再没有被任何个体占优的个体属于第１级，
依次类推［５，７］．分层之后越低层级中的个体分配更
好的适应值，使种群以层的形式向Ｐａｒｅｔｏ最优域推
进．ＳＰＥＡ中进化种群和精英种群的每一个体都依
据Ｐａｒｅｔｏ占优计数结果被指派一个强度值，该值包
含了占优和密度信息［８］．这些方法的优点是通用性
较好，其不足是计算效率不高，因为这些算法在每代
进化中都要进行非劣分层或占优计数操作，两者的
时间复杂度均不低于犗（犿狀２犘），其中犿为目标数，狀犘
为种群规模．此外，由于演化算法具有随机性，
ＳＰＥＡ和ＮＳＧＡＩＩ分别采用了显式和隐式精英保
留策略，保证进化过程中已发现的“好”解不至于丢
失．大量实验表明精英保留策略有助于提高ＭＯＥＡ
的收敛速度．

为保持分布多样性，这些算法采用了各种不同
的策略．ＭＯＧＡ引入基于共享函数的小生境
（ｎｉｃｈｉｎｇ）技术来提高非劣解集的多样性［６］，首先指
定一个ｎｉｃｈｅ半径δｓｈａｒｅ，目标向量之间的距离小于
δｓｈａｒｅ的解将共享适应值．ＮＳＧＡ对每个非劣层也采
用适应度共享机制，但其适应度共享方式不同于
ＭＯＧＡ，前者是在决策向量空间共享适应度，而后
者是在目标向量空间共享适应度［７］．共享函数法的
缺点是计算开销较高，且进化结果对ｎｉｃｈｅ半径
δｓｈａｒｅ的选取很敏感．ＮＳＧＡＩＩ采用一种新颖的密度
估计和拥挤比较方法来取代共享函数方法［５］，先对
同一层级的个体计算拥挤距离，然后将层级中个体
按拥挤距离降序排序．该方法能有效保持非劣解集
的多样性，不需要额外的参数，并且比共享函数法有
更低的时间复杂度．ＳＰＥＡ则应用聚类方法压缩精
英种群［８］来保持非劣解集的分布多样性．

而Ｋｉｔａ等［９］从热力学的自由能极小定律得到
启发，在多目标优化中引入能量、熵和温度的概念，
设计出一种求解多目标优化问题的热力学遗传算法
（ＴｈｅｒｍｏｄｙｎａｍｉｃａｌＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＴＤＧＡ）．
ＴＤＧＡ最初由Ｍｏｒｉ在求解单目标优化问题时提
出［１０］，它通过模拟热力学中能量和熵的竞争模式
来定量协调演化优化中提高“选择压力”和保持“种
群多样性”之间的冲突．热力学系统在恒温下的任何
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状态改变都遵循自由能极小定律［１１］：对于与外界交
换热量而温度保持不变的热力学封闭系统，系统状
态的自发变化总是朝着自由能减少的方向进行，当
自由能达到极小值时系统达到平衡态．热力学中，系
统的自由能犉＝犈－犎犜，其中犈是系统的能量，犎
是系统的热力学熵．能量减少和熵增加均有利于减
少自由能，因此系统的任何状态改变都可被视为犈
和犎竞争的结果，温度犜决定着两者的相对权重．
在热力学系统和演化多目标优化之间存在着诸多相
似性．例如，种群可视为热力学系统，个体对应粒子，
种群的平均逼近性、种群多样性和一个权重控制参
数犜则分别可担当热力学中能量、熵和温度的角
色．Ｋｉｔａ等［９］正是在这些相似性基础上，将ＴＤＧＡ
算法引入到多目标优化领域，通过模拟热力学中能
量与熵之间的竞争模式统一处理多目标优化在逼近
性和多样性两方面的需求．

ＴＤＧＡ在多目标优化时解集保持了良好的分
布宽广性．但是ＴＤＧＡ当前仍存在一些明显的不
足．首先，ＴＤＧＡ采用基因熵度量种群在基因空间
中的多样性［９］，这使得解集在目标空间的分布均匀
性得不到保证．其次，ＴＤＧＡ使用贪婪热力学替换
规则驱动种群自由能快速下降［９］，该规则具有较高
的时间复杂度，这导致ＴＤＧＡ的计算成本很高［１２］．
再次，ＴＤＧＡ采用层级能量度量种群的逼近性［９］，
而计算层级能量时需要对种群进行耗时的非劣分层
操作，这进一步降低了ＴＤＧＡ的运行效率．

本文提出了一种几何热力学选择以改进多目标
优化中ＴＤＧＡ的运行效率和解集分布均匀性．该选
择充分利用多目标优化中的角度和距离等几何量定
义了角度熵和距离能量．其中角度熵通过在目标空
间中扇形采样来度量种群逼近方向的多样性，提高
了解集的分布均匀性；距离能量运用几何元素间接
度量了种群的逼近程度，巧妙地避免了耗时的非劣
分层操作．此外，该选择引入几何分量热力学替换规
则，以较低时间复杂度驱动种群几何自由能近似最
速下降，有效降低了替换规则的计算成本．在多目标
０／１背包问题上的实验结果表明，几何热力学选择
在保持ＴＤＧＡ良好的覆盖宽广性的同时，极大地
提高了ＴＤＧＡ的运行效率和解集分布均匀性．运用
该选择的几何热力学遗传算法（ＧｅｏｍｅｔｒｉｃＴｈｅｒｍｏ
ｄｙｎａｍｉｃａｌＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＧＴＧＡ）可生成与
ＮＳＧＡＩＩ在收敛性和分布性上相当的解，但在运行
效率上明显优于ＮＳＧＡＩＩ．

２　多目标优化中的角度和距离
为表述方便首先给出Ｐａｒｅｔｏ占优的相关概念．
定义１（多目标优化问题）．　一个通用的多目

标优化问题（ＭＯＰ）可描述为将狀维决策变量映射
到犿个目标的向量函数犉：犡→犢：
ｍｉｎ．／ｍａｘ．狔＝犉（狓）＝（犳１（狓），犳２（狓），…，犳犿（狓））
ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）∈犡!

狀

狔＝（狔１，狔２，…，狔犿）∈犢!

犿 （１）
这里狓被称为决策向量，犡称为决策空间，狔称为目
标向量，犢称为目标空间．多目标优化问题中每一个
目标函数犳犻分别带有一个优化类型，优化类型可以
为最小化ｍｉｎ或最大化ｍａｘ．

定义２（规范目标）．　多目标优化问题犉（狓）的规
范目标为狕＝犌（狓）＝（犵１（狓），犵２（狓），…，犵犿（狓））∈
犣!

犿，狓∈犡，在犳犻的优化类型为最大化时犵犻（狓）＝
－犳犻（狓），在犳犻的优化类型为最小化时犵犻（狓）＝
犳犻（狓），犻＝１，２，…，犿．这里犣称为规范目标空间．规
范目标的优化类型全部为最小化．为表述方便，下文
目标空间若无说明均指规范目标空间．

定义３（Ｐａｒｅｔｏ占优）．　设狕１∈!

犿和狕２∈!

犿，
称狕１Ｐａｒｅｔｏ占优狕２（记为狕１狕２）当且仅当（犻∈１．．
犿：狕１犻狕２犻）∧（犻∈１．．犿：狕１犻＜狕２犻）．对于任意两个
决策向量狓１∈犡和狓２∈犡，称狓１Ｐａｒｅｔｏ占优狓２（记
为狓１狓２）当且仅当犌（狓１）犌（狓２）．

定义４（Ｐａｒｅｔｏ非劣解）．　设犛犡，犪∈犛，若
　﹁狓∈犛：狓犪，则称犪为犛的Ｐａｒｅｔｏ非劣解；若犪
为犡的非劣解，则犪简称为Ｐａｒｅｔｏ非劣解或Ｐａｒｅｔｏ
最优解．

我们在多目标优化中引入角度和距离这两个几
何元素来描述解的性质．进一步的分析可揭示这两
个几何量与Ｐａｒｅｔｏ占优具有紧密联系，这为在演化
多目标优化中利用几何元素度量种群自由能提供了
理论依据．

定义５（解集的基点）．　设犛犡，犫＝（犫１，
犫２，…，犫犿）∈!

犿，若狓∈犛：犵犻（狓）＜犫犻，犻＝１，２，…，
犿，则称犫为犛的一个基点．

定义６（解到基点的距离）．　设狓∈犛犡，犫为

犛的一个基点，则称犱（狓，犫）＝∑
犿

犻＝１
（犵犻（狓）－犫犻）槡 ２为

狓到基点犫的距离．
定理１．　设犛犡，犫∈!

犿为犛的基点，若狓∈
犛且狓∈犛：犱（狓，犫）犱（狓，犫），则狓必为犛的
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Ｐａｒｅｔｏ非劣解．
证明．　用反证法．假设狓不是犛的Ｐａｒｅｔｏ非

劣解，根据定义４，必狓′∈犛：狓′狓．再根据定义３
可得
犻∈１．．犿：犵犻（狓′）犵犻（狓）∧犻∈１．．犿：犵犻（狓′）＜犵犻（狓）
（犻∈１．．犿：犵犻（狓′）－犫犻犵犻（狓）－犫犻）∧
（犻∈１．．犿：犵犻（狓′）－犫犻＜犵犻（狓）－犫犻） （２）

由于犫是犛的基点且狓∈犛，由定义５可知
犻∈１．．犿：犵犻（狓）－犫犻＜０ （３）

结合式（２）和式（３）可得
（犻∈１．．犿：（犵犻（狓′）－犫犻）２（犵犻（狓）－犫犻）２）∧
（犻∈１．．犿：（犵犻（狓′）－犫犻）２＞（犵犻（狓）－犫犻）２）

∑
犿

犻＝１
（犵犻（狓′）－犫犻）槡 ２＞∑

犿

犻＝１
（犵犻（狓）－犫犻）槡 ２

犱（狓′，犫）＞犱（狓，犫） （４）
式（４）与定理中条件狓∈犛：犱（狓，犫）犱（狓，犫）矛
盾，故假设不成立，定理得证． 证毕．

定理１告诉我们集合犛中到基点距离最大的解
一定是犛的一个Ｐａｒｅｔｏ非劣解，这表明几何中的距
离度量与多目标中的Ｐａｒｅｔｏ占优存在某种程度的
关联．但事实也清晰地表明定理１的逆命题并不成
立，即并不是犛的任一个Ｐａｒｅｔｏ非劣解与基点的距
离最大，甚至犛中的Ｐａｒｅｔｏ被占优解可以比犛的某
些Ｐａｒｅｔｏ非劣解到基点的距离更大，这可以很容易
举例说明．为了更清晰地揭示距离度量与Ｐａｒｅｔｏ占
优的关系，需要给距离度量添加方向限定条件．

定义７（角度）．　设犛犡，犫∈!

犿为犛的一个基
点，则称θ（狓，犫）＝（θ１（狓，犫），θ２（狓，犫），…，θ犿－１（狓，
犫））为狓∈犛在基点犫上的角度，这里

θ犼（狓，犫）＝ａｒｃｔａｎ犵犼＋１（狓）－犫犼＋１犵１（狓）－犫（ ）
１

，犼＝１，２，…，犿－１
（５）

θ犼的几何意义是!

犿空间中射线犫犌（狓）在第犼＋１
个目标与第１个目标张成的坐标平面上的投影与
第１维坐标轴负方向的夹角．这犿－１个夹角共同
确定了

!

犿空间中射线犫犌（狓）的方向．最简单的情形
是只有两个目标，此时角度是一个标量．角度和距离
描述了解的很多有用信息．在已知基点的情况下，这
两个几何量可共同确定目标空间的一个解，其中角
度描述了解向前沿逼近的方向，距离描述了解逼近
前沿的程度．根据基点和角度的定义容易得出以下
推论．

推论１．　设犫为犛的一个基点，那么狓∈犛：
ｔａｎ（θ犼（狓，犫））＞０，０＜θ犼（狓，犫）＜π／２，犼＝１，２，…，

犿－１．
定义８（距离占优）．　设犛犡，犫∈!

犿为犛的
基点，若狓１∈犛，狓２∈犛，犱（狓１，犫）＞犱（狓２，犫），则称狓１
关于基点犫距离占优狓２，记为狓１犫狓２．

定理２．　设犛犡，犫∈!

犿为犛的基点，若狓１∈
犛，狓２∈犛，θ（狓１，犫）＝θ（狓２，犫），那么狓１狓２的充要
条件是狓１犫狓２．

证明．　设θ（狓１，犫）＝θ（狓２，犫）＝（θ１，θ２，…，
θ犿－１），θ０＝π／４，则根据定义７可知

犵犻（狓１）－犫犻＝ｔａｎ（θ犻－１）（犵１（狓１）－犫１），
犵犻（狓２）－犫犻＝ｔａｎ（θ犻－１）（犵１（狓２）－犫１），

犻＝１，２，…，犿 （６）
先证充分性．由定义８、式（６）和推论１可得
狓１犫狓２

∑
犿

犻＝１
（犵犻（狓１）－犫犻）槡 ２＞∑

犿

犻＝１
（犵犻（狓２）－犫犻）槡 ２

（犵１（狓１）－犫１）２∑
犿

犻＝１
ｔａｎ２（θ犻－１）＞

（犵１（狓２）－犫１）２∑
犿

犻＝１
ｔａｎ２（θ犻－１）

（犵１（狓１）－犫１）２＞（犵１（狓２）－犫１）２
犵１（狓１）－犫１＜犵１（狓２）－犫１
ｔａｎ（θ犻－１）（犵１（狓１）－犫１）＜ｔａｎ（θ犻－１）（犵１（狓２）－犫１），
犻＝１，２，…，犿
犵犻（狓１）－犫犻＜犵犻（狓２）－犫犻，犻＝１，２，…，犿
犵犻（狓１）＜犵犻（狓２），犻＝１，２，…，犿
狓１狓２ （７）
再证必要性．由定义５和定义６可得
狓１狓２
（犻∈１．．犿：犵犻（狓１）－犫犻犵犻（狓２）－犫犻＜０）∧
（犻∈１．．犿：犵犻（狓１）－犫犻＜犵犻（狓２）－犫犻＜０）

（犻∈１．．犿：（犵犻（狓１）－犫犻）２（犵犻（狓２）－犫犻）２）∧
（犻∈１．．犿：（犵犻（狓１）－犫犻）２＞（犵犻（狓２）－犫犻）２）

∑
犿

犻＝１
（犵犻（狓１）－犫犻）槡 ２＞∑

犿

犻＝１
（犵犻（狓２）－犫犻）槡 ２

狓１犫狓２ （８）
定理得证． 证毕．

定理２说明距离占优并不在所有情况下有实际
意义，但是在角度相等时，距离占优总是有效的，此
时距离占优等价于Ｐａｒｅｔｏ占优．这为本文下一步创
造条件利用距离占优代替Ｐａｒｅｔｏ占优避免耗时的
非劣分层操作提供了依据．
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３　利用几何元素度量自由能
在演化多目标优化中引入热力学中能量与熵的

竞争机制时首先要解决两个基本问题：（１）如何定
义能度量种群多样性的熵；（２）如何定义能度量种
群逼近性的能量．为改进ＴＤＧＡ的计算成本及解集
分布均匀性，本文利用多目标优化中的角度和距离
从几何观点重新定义了种群的自由能．
３．１　扇形采样与种群的角度熵

ＴＤＧＡ沿用了在单目标优化中提出的基因熵，
基因熵等于种群在每一基因位上基因的信息熵的合
计值［９］．由于基因熵是在基因空间定义的，因而多目
标优化时难以保证非劣解在目标空间中的均匀分
布．本文直接在目标空间中定义种群的熵．在目标空
间中保持非劣解均匀和宽广分布的目的是通过有限
的解来代表大量甚至无穷多个最优解，使决策者能
获得各目标之间关系的总体轮廓从而方便决策．从
几何的观点来看，这实际上是在目标空间对真实
Ｐａｒｅｔｏ前沿进行空间采样的问题．Ｋｎｏｗｌｅｓ［１３１４］在
ＰＡＥＳ算法中提出了对目标空间进行网格采样的方
法，该方法通过均匀划分每一目标的取值范围得到
矩形网格．Ｄｉｎｇ［１５］曾把网格采样方法应用到ＴＤＧＡ
中．Ｚｈｅｎｇ［４，１６］提出了对目标空间进行扇形采样的
方法，该方法具有比网格采样更低的时间和空间成
本，而且有利于进一步利用几何量度量个体能量，因
此本文采用扇形采样方式．首先利用角度定义扇形
区域．

定义９（上界和下界）．　设犘狋＝（狓狋，０，狓狋，１，…，
狓狋，狀犘－１）为算法在第狋（狋０）代的种群，犗狋＝（狓狋，狀犘，
狓狋，狀犘＋１，…，狓狋，狀犘＋狀犗－１）为算法在第狋（狋０）代的子种
群，则称狌（狋）＝（狌（狋）１，狌（狋）２，…，狌（狋）犿）∈!

犿和犾（狋）＝（犾（狋）１，
犾（狋）２，…，犾（狋）犿）∈!

犿为第狋代的上界和下界，这里
狌（狋）犻＝ｍａｘ（狌（狋－１）犻 ，ｍａｘ｛犵犻（狓）｜狓∈犗狋－１｝），狋＞０，
狌（０）犻＝ｍａｘ｛犵犻（狓）｜狓∈犘０｝，
犾（狋）犻＝ｍｉｎ（犾（狋－１）犻 ，ｍｉｎ｛犵犻（狓）｜狓∈犗狋－１｝），狋＞０，
犾（０）犻＝ｍｉｎ｛犵犻（狓）｜狓∈犘０｝，犻＝１，２，…，犿 （９）
定义１０（第狋代基点）．　算法第狋代基点犫（狋）＝

（犫（狋）１，犫（狋）２，…，犫（狋）犿）∈!

犿由如下两条规则生成：
（１）狋＝０时，犫（０）犻＝狌（０）犻＋４０（狌（０）犻－犾（０）犻），犻＝１，

２，…，犿；
（２）狋＞０时，若狌（狋）犻犫（狋－１）犻 ，则犫（狋）犻＝狌（狋）犻＋

４０（狌（狋）犻－犾（狋）犻）；若狌（狋）犻＜犫（狋－１）犻 ，则犫（狋）犻＝犫（狋－１）犻 ，犻＝１，

２，…，犿．
定义１１（扇形区域）．　设第狋代基点为犫（狋）∈

!

犿，那么在区域犇（狋）＝｛狕∈!

犿｜狕犻＜犫（狋）犻，犻＝１，２，…，
犿｝中通过将每个角度分量的取值范围（０，π／２）划分
犓等份可得到犓犿－１个扇形区域狊（狋）狏，这里
狊（狋）狏＝｛狕∈犇（狋）｜狏犼π／（２犓）θ犼（狕，犫（狋））＜

（狏犼＋１）π／（２犓），犼＝１，２，…，犿－１｝（１０）
其中整数常量犓为每个角度分量上的等份数，狏＝
（狏１，狏２，…，狏犿－１）为扇形区域狊（狋）狏的坐标，表示扇形
狊（狋）狏中所有个体的第犼个角度分量都位于第狏犼个等
份中，狏犼∈０．．犓－１，犼＝１，２，…，犿－１．称狊（狋）狏为基
点犫（狋）下坐标为狏的扇形区域．对于任意个体狓∈
犘狋，若犌（狓）∈狊（狋）狏，则称狓位于扇形狊（狋）狏中．

定义１２（角度熵）．　设第狋代种群为犘狋∈犡狀犘，
第狋代基点为犫（狋）∈!

犿，那么称犎（犫（狋），犘狋）为种群
犘狋在基点犫（狋）上的角度熵，这里

犎（犫（狋），犘狋）＝－ ∑
（犓－１，犓－１，…，犓－１）

狏＝（０，０，…，０）

狀狏
狀犘ｌｏｇ

狀狏
狀犘 （１１）

其中狀狏为种群犘狋中位于扇形狊（狋）狏中的个体数，狀犘为
种群犘狋的个体总数．

上界和下界记录了到第狋代为止搜索过程已达
个体的范围，它们将随搜索过程的进行不断地扩张．
其中上界被任意已达个体占优，下界占优任何已达
个体．第狋代基点设为被当前所有已达个体强占优
并且距离已达个体比较遥远的点，这使得基点位置
变化的概率非常小，并且从基点出发对非劣前沿的
采样将更加均匀．已达个体在当前基点上的每个角
度分量θ犼∈（０，π／２），犼＝１，２，…，犿－１．通过将每个
角度分量的取值范围（０，π／２）划分犓个等份，可最
终将强占优基点的区域划分成犓犿－１个扇形，二目标
时的扇形划分情形如图１所示．网格划分法将产生
犓犿个矩形，二目标时的网格划分情形如图２所示，
这明显比扇形划分法占用更多的存储空间和采样时
间．根据定义１１可知个体狓∈犘狋所在扇形的坐标为
狏＝（狏１，狏２，…，狏犿－１），狏犼＝犳犾狅狅狉（２犓θ犼（狓，犫（狋））／
π），犼＝１，２，…，犿－１，这里犳犾狅狅狉（·）表示下取整函
数．角度熵犎（犫（狋），犘狋）度量了种群逼近方向的分散
程度．可以证明当犘狋中所有个体全部位于同一扇形
时角度熵犎（犫（狋），犘狋）取最小值０，当每一扇形中均
有个体出现并且数量相等即

狀（０，０，…，０）＝狀（１，０，…，０）＝…＝狀（犓－１，犓－１，…，犓－１）
时犎（犫（狋），犘狋）达到最大值（犿－１）ｌｏｇ犓．
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图１　二目标时扇形划分示意图

图２　二目标时网格划分示意图

３．２　距离精英与种群的距离能量
ＴＤＧＡ当前采用层级能量度量逼近性，个体的

层级能量等于该个体所在层级的编号［９］，种群的能
量等于个体能量的均值，层级能量越低逼近程度越
高．显然计算层级能量时需要首先对种群进行耗时
的非劣分层操作，这对ＴＤＧＡ的运行效率有较大影
响．由定理２可知角度相等时距离占优可代替Ｐａｒｅｔｏ
占优，当扇形划分中犓较大时每个扇形的夹角很
小，同一扇形中个体角度非常相近，此时可用距离来
近似度量同一个扇形中个体的逼近程度，避免耗时
的非劣分层操作．为使不同扇形中的距离具可比性，
还需建立距离精英文档来保存每个扇形中的距离
精英．

定义１３（距离精英文档）．　距离精英文档犃狋
是一个长度为犓犿－１的决策向量数组，它保存至第
狋代每个扇形中的距离最好解，其中坐标为狏＝

（狏１，狏２，…，狏犿－１）的扇形区域狊（狋）狏对应于文档元素
犃狋［犻狀犱犲狓］，这里犻狀犱犲狓＝狏１＋狏２×犓＋…＋狏犿－１×
犓犿－２称为扇形区域狊（狋）狏的文档索引．距离精英文档
犃狋由以下３种操作得到

（１）狋＝０时，犃０＝犻狀犻狋犻犪犾犻狕犲（犫（０），犘０）；
（２）若狋＞０且犫（狋）＝犫（狋－１），则犃狋＝狌狆犱犪狋犲（犫（狋），

犃狋－１，犗狋－１）；
（３）若狋＞０且犫（狋）≠犫（狋－１），则犃狋＝狉犲狊犲狋（犫（狋），

犃狋－１，犘狋－１，犗狋－１）．
其中犻狀犻狋犻犪犾犻狕犲（），狌狆犱犪狋犲（）和狉犲狊犲狋（）３个操作分别
初始化文档，根据子个体更新文档，在基点改变时重
置文档．这３个操作都需要调用犻狀狊犲狉狋（犃，犫，狓）函
数，函数犻狀狊犲狉狋（犃，犫，狓）比较当前个体狓和狓所在扇
形的距离精英犃［犻狀犱犲狓］到基点犫的距离，若狓距离
占优犃［犻狀犱犲狓］，则替换距离精英犃［犻狀犱犲狓］为狓．这
４个函数可描述如下．

算法１．文档初始化犃０＝犻狀犻狋犻犪犾犻狕犲（犫（０），犘０）．
１．ｆｏｒ（犻狀犱犲狓＝０；犻狀犱犲狓＜犓犿－１；犻狀犱犲狓＋＋）
　犃０［犻狀犱犲狓］＝ＮＵＬＬ；

２．ｆｏｒ（犻＝０；犻＜狀犘；犻＋＋）犃０＝犻狀狊犲狉狋（犃０，犫（０），犘０［犻］）．
算法２．文档更新犃狋＝狌狆犱犪狋犲（犫（狋），犃狋－１，犗狋－１）．
１．犃狋＝犃狋－１；
２．ｆｏｒ（犻＝０；犻＜狀犗；犻＋＋）犃狋＝犻狀狊犲狉狋（犃狋，犫（狋），犗狋－１［犻］）．
算法３．文档重置犃狋＝狉犲狊犲狋（犫（狋），犃狋－１，犘狋－１，

犗狋－１）．
１．ｆｏｒ（犻狀犱犲狓＝０；犻狀犱犲狓＜犓犿－１；犻狀犱犲狓＋＋）
　犃狋［犻狀犱犲狓］＝ＮＵＬＬ；

２．ｆｏｒ（犻狀犱犲狓＝０；犻狀犱犲狓＜犓犿－１；犻狀犱犲狓＋＋）
３．　　ｉｆ（犃狋－１［犻狀犱犲狓］！＝ＮＵＬＬ）

　犃狋＝犻狀狊犲狉狋（犃狋，犫（狋），犃狋－１［犻狀犱犲狓］）；
４．ｆｏｒ（犻＝０；犻＜狀犘；犻＋＋）犃狋＝犻狀狊犲狉狋（犃狋，犫（狋），犘狋－１［犻］）；
５．ｆｏｒ（犻＝０；犻＜狀犗；犻＋＋）犃狋＝犻狀狊犲狉狋（犃狋，犫（狋），犗狋－１［犻］）．
算法４．　添加个体到文档犃＝犻狀狊犲狉狋（犃，犫，狓）．
１．犻狀犱犲狓＝０；／／计算个体狓所在扇形的坐标及文档索引
２．ｆｏｒ（犼＝１；犼＜＝犿－１；犼＋＋）｛
３．犪犼＝ａｒｃｔａｎ（（犵犼＋１（狓）－犫犼＋１）／（犵１（狓）－犫１））；

／／狓的角度分量θ犼
４．犮犼＝犳犾狅狅狉（２犓犪犼／π）；／／狓所在扇形的坐标分量犮犼
５．犻狀犱犲狓＋＝犮犼犓犼－１；｝／／狓所在扇形的的文档索引
６．ｉｆ（（犃［犻狀犱犲狓］＝＝ＮＵＬＬ）ｏｒ

（犱（狓，犫）＞犱（犃［犻狀犱犲狓］，犫）））
７．犃［犻狀犱犲狓］＝狓．
定义１４（距离能量）．　设犫（狋）∈!

犿是第狋代基
点，狓∈犘狋，那么称犲（犫（狋），犃狋，狓）为个体狓在基点犫（狋）
下的距离能量，犈（犫（狋），犃狋，犘狋）为种群犘狋在基点犫（狋）
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下的距离能量，这里
犲（犫（狋），犃狋，狓）＝犱（犃狋［犻狀犱犲狓］，犫（狋））－犱（狓，犫（狋））（１２）

犈（犫（狋），犃狋，犘狋）＝１狀犘∑狓∈犘（狋）犲（犫
（狋），犃狋，狓）　（１３）

其中犻狀犱犲狓＝狏１＋狏２×犓＋…＋狏犿－１×犓犿－２为狓所
在扇形的文档索引，狏＝（狏１，狏２，…，狏犿－１）为狓所在
扇形的坐标，狀犘为种群犘狋的个体总数．

给定一个一般的解集犛，犛中任意两个体Ｐａｒｅｔｏ
占优比较可出现４种结果：相等、占优、被占优、不可
比较，所以Ｐａｒｅｔｏ占优一般并不是犛上的全序关
系，存在两个个体互不占优不可比较的情况．若同一
个扇形中个体的角度都相同，则扇形成为一条射线，
根据定理２该扇形中距离比较可代替Ｐａｒｅｔｏ比较，
因而Ｐａｒｅｔｏ比较只可能有相等、占优、被占优３种
结果．此时Ｐａｒｅｔｏ占优关系是该扇形上的一个严格
全序关系，任意两个个体都是可比较的，在每个扇形
中存在一个Ｐａｒｅｔｏ最好解，即到基点距离最大的距
离精英，故可以选取该解代表这个扇形中的所有解．
个体的距离能量等于个体所在扇形的距离精英到基
点的距离与该个体到基点的距离之差．那么距离能
量小的个体到基点的距离更大，根据定理２距离大
的个体肯定Ｐａｒｅｔｏ占优距离小的个体，所以距离能
量小的个体更加逼近Ｐａｒｅｔｏ最优前沿．当犓值较大
时同一扇形中个体角度非常相近，上述扇形中个体
的角度相同的假设可近似成立，因而个体的距离能
量可近似度量个体的逼近程度．

这里精英文档实际上扮演了两方面的角色．首
先为每个扇形的距离度量设立了一个标尺，每个扇
形中的精英个体距离能量最小且为０，不同扇形中
个体比较时越靠近本扇形精英的个体距离能量越
小．其次精英文档记录了至第狋代每个扇形中的距
离最好解，可实现精英保留策略．根据定理１，无论
每个扇形的角度范围有多大，其距离精英个体一定
是该扇形中个体的Ｐａｒｅｔｏ非劣解，这使得利用几何
量也可以间接构造出Ｐａｒｅｔｏ非劣前沿．

度量层级能量的主要操作在非劣分层，需要个
体两两间做Ｐａｒｅｔｏ占优比较，时间复杂度为
犗（犿（狀犘＋狀犗）２）．度量距离能量的主要操作为距离
比较，其中每个个体只需与其所在扇形中的距离精
英比较，其复杂度为犗（犿（狀犘＋狀犗）），明显低于层级
能量的复杂度．
３．３　种群的几何自由能

上面已经揭示了目标空间中角度、距离这两个
几何元素与Ｐａｒｅｔｏ占优之间的联系，并充分利用角

度、距离定义了种群的角度熵和距离能量．现在可根
据角度熵和距离能量从几何的观点定义种群的自由
能．种群的几何自由能将多目标优化中的逼近性和
多样性在温度犜下统一起来．

定义１５（几何自由能）．　设犫（狋）∈!

犿是第狋代
基点，犘狋∈犡狀犘是第狋代种群，那么称犉（犫（狋），犃狋，犜，
犘狋）为种群犘狋在基点犫（狋）和温度犜下的几何自由能，
这里
犉（犫（狋），犃狋，犜，犘狋）＝犈（犫（狋），犃狋，犘狋）－犜犎（犫（狋），犘狋）

（１４）

４　几何分量热力学替换规则
热力学替换规则的设计是在演化多目标优化

中引入能量和熵竞争机制的另一个关键问题．热
力学替换规则的任务是从父代种群犘狋＝（狓狋，０，
狓狋，１，…，狓狋，狀犘－１）的狀犘个个体及其子种群犗狋＝（狓狋，狀犘，
狓狋，狀犘＋１，…，狓狋，狀犘＋狀犗－１）的狀犗个个体中挑选出狀犘个个
体组成下一代种群犘（犈）

狋＋１，使其具有的自由能
犉（犫（狋＋１），犃狋＋１，犜，犘（犈）

狋＋１）最小．然而，使用穷举法精
确地最小化每一代的自由能本身是一个颇难的组合
优化问题，基于角度熵和距离能量的穷举替换规则
复杂度高达犗（犓犿－１犆狀犘狀犘＋狀犗），实际中是不可行的．为
降低替换规则的复杂度，ＴＤＧＡ当前采用贪婪热力
学替换（ＧｒｅｅｄｙＴｈｅｒｍｏｄｙｎａｍｉｃａｌＲｅｐｌａｃｅｍｅｎｔ，
ＧＴＲ）规则［９］，按贪婪策略逐个往下一代种群中填
充个体．ＧＴＲ规则的计算开销较穷举规则有很大程
度降低，基于角度熵和距离能量的ＧＴＲ规则的复
杂度为犗（犿（狀犘＋狀犗）＋犓犿－１狀犘（狀犘＋狀犗）），但ＧＴＲ
规则在实际应用中计算成本仍相当高，不具实用性．
在单目标优化中我们提出了一种基于等级熵和相对
能量的分量热力学替换规则ＣＴＲ［１７１８］，通过自由能
分量的概念将种群的自由能分派到其各个体上，极
大地简化了热力学替换规则的设计．本文进一步将
分量替换的思想引入到多目标优化中以降低替换规
则的复杂度．首先定义多目标优化中的几何自由能
分量．

定义１６（几何自由能分量）．　设犘狋为第狋代种
群，犫（狋）为第狋代基点，狓∈犘狋，那么称犉犮（犫（狋），犃狋，犜，
犘狋，狓）为在基点犫（狋）、文档犃狋和温度犜下个体狓在种
群犘狋中的几何自由能分量，这里
犉犮（犫（狋），犃狋，犜，犘狋，狓）＝犲（犫（狋），犃狋，狓）＋犜ｌｏｇ（狀狏／狀犘）

（１５）
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其中狏＝（狏１，狏２，…，狏犿－１）为狓所在扇形的坐标，
狏犼＝犳犾狅狅狉（２犓θ犼（狓，犫（狋））／π），犼＝１，２，…，犿－１，
狀狏为种群犘狋中位于坐标为狏的扇形中的个体数，狀犘
为种群犘狋的个体总数．

几何分量热力学替换规则通过计算个体在中间
种群犘′狋＋１中的几何自由能分量可间接达到近似最
小化下一代种群几何自由能的目的，这样极大地减
小了替换规则的计算开销．如算法５所示，几何
ＣＴＲ规则主要有３个步骤．

算法５．　几何分量热力学替换规则犘狋＋１＝
犆犜犚（犫（狋＋１），犃狋＋１，犜，犘狋，犗狋）．

１．合并父种群犘狋和子种群犗狋得到中间种群犘′狋＋１；
２．计算中间种群犘′狋＋１中所有个体的几何自由能分量

犉犮（犫（狋＋１），犃狋＋１，犜，犘′狋＋１，狓），狓∈犘′狋＋１；
３．在犘′狋＋１中挑选出狀犗个自由能分量最大的个体，从

犘′狋＋１中删除这狀犗个个体即可得到下一代种群犘狋＋１．
几何ＣＴＲ规则中计算自由能分量的复杂度为

犗（犿（狀犘＋狀犗）），挑选淘汰个体的复杂度为犗（狀犗（狀犘＋
狀犗）），故几何ＣＴＲ规则的复杂度为犗（（犿＋狀犗）（狀犘＋
狀犗）），明显降低了ＧＴＲ规则的计算成本．与单目标
优化中类似，我们亦可证明多目标优化中的几何
ＣＴＲ规则具有驱动种群的几何自由能近似最速下
降的能力．

定理３．　对于父代种群犘狋和子种群犗狋，设犘（犈）
狋＋１

为几何自由能最小的下一代种群，犘（犆）
狋＋１为由几何

ＣＴＲ规则生成的下一代种群，即犘（犆）
狋＋１＝犆犜犚（犫（狋＋１），

犃狋＋１，犜，犘狋，犗狋），狔＝狀犗／（狀犘＋狀犗），犇（犫（狋＋１），犃狋＋１，
犜，犘狋，犗狋）＝犉（犫（狋＋１），犃狋＋１，犜，犘（犆）

狋＋１）－犉（犫（狋＋１），
犃狋＋１，犜，犘（犈）

狋＋１），则
ｌｉｍ
狔→０＋

犇犫（狋＋１），犃狋＋１，犜，犘狋，犗（ ）（ ）狋 ＝０（１６）
运用极限夹逼准则可证明定理３，这里省略了

定理３的证明，其证明过程可参考文献［１８］．定理３
告诉我们，当狀犗狀犘时，几何ＣＴＲ规则具有驱动种
群几何自由能至少以接近最快的进化速度下降的能
力．定理３保证了多目标优化中几何ＣＴＲ规则的有
效性．

５　几何热力学遗传算法
上述几何ＣＴＲ规则亦称为基于角度熵和距离能

量的ＣＴＲ规则．角度熵、距离能量、冷却进度表和分
量热力学替换规则这４个要素一起构成了几何热力
学选择，它驱使种群快速向几何自由能减少的方向演
化，从而营造出热力学中能量和熵的竞争模式．本文

称采用几何热力学选择的热力学遗传算法为几何热
力学遗传算法ＧＴＧＡ．算法６给出了ＧＴＧＡ的一般
流程．

算法６．　几何热力学遗传算法ＧＴＧＡ．
１．随机生成狀犘个个体组成初始种群犘０，并评估犘０中

个体；
２．按定义１０中规则（１）生成第０代基点犫（０）；
３．犃０＝犻狀犻狋犻犪犾犻狕犲（犫（０），犘０）；
４．犜０＝１０；狋＝０；
５．ｗｈｉｌｅ（狋犲狉犿犻狀犪狋犲（犘狋，狋）＝＝Ｆａｌｓｅ）｛
６．从犘狋∪犃狋通过均匀选择、交叉、变异生成狀犗个子个体；
７．将这狀犗个个体组织成子种群犗狋，并评估犗狋中个体；
８．按定义１０中规则（２）生成第狋＋１代基点犫（狋＋１）；
９．ｉｆ（犫（狋＋１）＝＝犫（狋））犃狋＋１＝狌狆犱犪狋犲（犫（狋＋１），犃狋，犗狋）；
１０．ｅｌｓｅ犃狋＋１＝狉犲狊犲狋（犫（狋＋１），犃狋，犘狋，犗狋）；
１１．犘狋＋１＝犆犜犚（犫（狋＋１），犃狋＋１，犜狋，犘狋，犗狋）；

／／调用几何ＣＴＲ规则
１２．狋＝狋＋１；
１３．犜狋＝犜０／（１＋狋）；｝
１４．对犃狋进行非劣分层，输出犃狋中的Ｐａｒｅｔｏ非劣解集．
上述ＧＴＧＡ算法中初始温度犜０和温度衰减函

数犜狋＝犜０／（１＋狋）共同构成了冷却进度表．ＧＴＧＡ
在进化迭代结束后得到的精英文档是各扇形区域的
非劣解的集合．整个目标空间的非劣解肯定是其所
在扇形的一个非劣解，但扇形的非劣解不一定是整
个目标空间的非劣解．例如，位于两端的扇形非劣解
可能被其它解占优，如图３所示．因此算法结束时需
要调用Ｐａｒｅｔｏ非劣分层操作对扇形非劣解的集合
进行后处理，将被占优的扇形非劣解清除出去即可
得到最终的Ｐａｒｅｔｏ非劣前沿．

图３　距离精英与非劣解示意图

ＧＴＧＡ在一次迭代中文档更新操作狌狆犱犪狋犲（）
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的复杂度为犗（狀犗犿）；由于种群的基点设为距已达个
体比较遥远的点，这使得ＧＴＧＡ中基点发生改变需
要调用重置文档操作狉犲狊犲狋（）的概率非常小，可忽略
不计；几何ＣＴＲ规则的复杂度为犗（（犿＋狀犗）（狀犘＋
狀犗））．故在狀犗狀犘时ＧＴＧＡ算法一次迭代的复杂度
约为犗（（犿＋狀犗）狀犘），因此ＧＴＧＡ算法的总复杂度
约为犗（犖犲／狀犗（犿＋狀犗）狀犘）＝犗（犖犲（犿＋狀犗）（狀犘／
狀犗）），其中犖犲为允许的最大评估次数．而ＴＤＧＡ当
前采用的基于基因熵和层级能量的ＧＴＲ规则在
狀犗狀犘时一次迭代的复杂度约为犗（（犿＋狀）狀２犘），故
ＴＤＧＡ算法的总复杂度约为犗（犖犲／狀犗（犿＋狀）狀２犘）＝
犗（犖犲（犿狀犘＋狀狀犘）（狀犘／狀犗））．为分别对比分析替换
规则、熵度量方法和能量度量方法对算法运行效率
的影响，我们先将ＴＤＧＡ中ＧＴＲ规则替换为ＣＴＲ
规则可得到算法ＴＤＧＡ２．ＴＤＧＡ２采用基于基因熵
和层级能量的ＣＴＲ规则，依上面方法分析可知
ＴＤＧＡ２算法的复杂度约为犗（犖犲（犿狀犘＋狀）（狀犘／狀犗））．
进一步将ＴＤＧＡ２中基因熵度量方法替换为角度熵
度量方法可得到算法ＴＤＧＡ３．ＴＤＧＡ３采用基于角
度熵和层级能量的ＣＴＲ规则，同样可分析得到
ＴＤＧＡ３算法的复杂度约为犗（犖犲（犿狀犘）（狀犘／狀犗））．
以上分析表明分量替换规则、角度熵和距离能量均
改进了ＴＤＧＡ的运行效率，其中分量替换规则和距
离能量的效果尤为明显．

６　实验与分析
为了检验上述几何热力学选择方法的性能，本

文以Ｃ＋＋实现了相关多目标演化算法，并在多目
标０／１背包问题上对这些算法进行了一系列对比实
验．所有实验均在Ｉｎｔｅｌ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）２ＤｕｏＣＰＵ
Ｔ９３００／２ＧＢ内存的计算机上进行．
６．１　性能度量

衡量多目标演化算法的性能通常需要考虑３方
面的因素：（１）逼近性．所求非劣解集逼近Ｐａｒｅｔｏ
最优前沿的程度；（２）多样性．所求非劣解集的分散
程度，这又包括均匀性和宽广性，其中均匀性表示解
集分布的均匀程度，宽广性表示解集覆盖最优前沿
的完整程度；（３）计算成本．本文使用犆和Δ两个评
价标准来比较各算法所求二目标问题非劣解集的优
劣．其中犆（犛，犛′）用于比较两个解集逼近前沿的程
度［８，１９］，这里

犆（犛，犛′）＝｜｛犪′∈犛′｜犪∈犛：犪犪′｝｜｜犛′｜ （１７）
犆（犛，犛′）表示了犛′被犛占优的比率．若犆（犛，犛′）＞

犆（犛′，犛），则可认为解集犛逼近最优前沿的程度要
优于解集犛′．Δ（犛）度量了二目标问题非劣解集犛的
分散程度［２０］．设二目标问题边界点为犈１和犈２，将边
界点加入到非劣前沿犉（犛）中可得到犙＝犉（犛）∪
｛犈１，犈２｝，并按第一目标升序排列前沿犙，那么Δ（犛）
可如下定义：
Δ（犛）＝１

｜犙｜－１∑
狘犙狘－１

犻＝１
｜犱犻－珚犱｜，珚犱＝１

｜犙｜－１∑
狘犙狘－１

犻＝１
犱犻
（１８）

其中犱犻＝‖犉（狓犻）－犉（狓犻＋１）‖２，这里狓犻为序列犙
中第犻个解，犉（狓１）＝犈１，犉（狓｜犙｜）＝犈２．Δ综合考虑
了犛的分布均匀性和覆盖宽广性，分布越均匀覆盖
越完整的非劣解集具有更小的Δ值．另外计算成本
表示算法平均搜索一个解所需要付出的计算代价，
本文使用在相同机器上算法搜索相同数目个体的运
行时间度量计算成本．
６．２　测试例

为方便评估各算法的性能，本文选用Ｚｉｔｚｌｅｒ［８］
提出的３个二目标０／１背包问题作为测试例，分别
记为２１００、２２５０、２５００，其背包数目均为２，物品
数目分别为１００、２５０、５００，其Ｐａｒｅｔｏ最优前沿的边
界点见表１．实验中所有算法均采用长为狀的二进
制串编码，其中狀为测试例的物品数．

由于遗传操作可能产生不可行解，本文采用加
权标量（ｗｅｉｇｈｔｅｄｓｃａｌａｒ）修补算子［２１］将不可行解转
化为可行解．该修补算子按加权标量狇犼的升序以贪
婪方式逐个清除背包中物品，直到满足所有背包的
容量限制．这里物品犼的加权标量狇犼定义为

狇犼＝∑
犿

犻＝１
λ犻狆犻犼∑

犿

犻＝１
狑犻犼，犼＝１，２，…，狀（１９）

其中狆犻犼和狑犻犼分别为物品犼在背包犻中的收益与重
量，λ＝（λ１，λ２，…，λ犿）为关联于当前解的权重向量．
本文也进一步采用了加权标量填充算子加快局部搜
索．该填充算子只要背包容量允许，就按加权标量
狇犼的降序以贪婪方式逐个往背包中添加剩余物品．

表１　测试例的参数值
测试例 边界点 变异

概率犘犿
Ｎｉｃｈｅ
半径δ

最大评估
次数犖犲

２１００犈１＝（４２６６，３２１５）
犈２＝（３２３５，４０３７） ０．０２　 ３５ １×１０５

２２５０犈１＝（９８９３，７５７０）
犈２＝（７２８３，１０１０３） ０．００８ １１５ ２×１０５

２５００犈１＝（２００９４，１６３１５）
犈２＝（１５７８０，２０４９０）０．００４ ２３６ ４×１０５

６．３　实验数据分析
本文首先选择４种多目标演化算法来对比分析
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几何热力学选择的性能，分别为非劣分层遗传算法
ＮＳＧＡ［７］、精英保留非劣分层遗传算法ＮＳＧＡＩＩ［５］，
采用基于基因熵和层级能量的分量替换规则的热
力学遗传算法ＴＤＧＡ２和几何热力学遗传算法
ＧＴＧＡ．所有算法均采用均匀交叉算子和翻转变异
算子，变异后先对不满足约束的个体应用加权标量
修补算子，之后再对该个体应用加权标量填充算子．
所有算法的种群规模狀犘＝２００，交叉概率犘犮＝０．８，
变异概率犘犿＝２／狀，终止条件狋犲狉犿犻狀犪狋犲在评估次数
达到犖犲时满足，犖犲随问题的复杂度而增加，如表１
所示．由于ＮＳＧＡ对Ｎｉｃｈｅ半径δ比较敏感，本文
使用了与文献［８］中相同的δ值．ＴＤＧＡ２和ＧＴＧＡ
中子种群犗狋的规模狀犗＝１／１０×狀犘＝２０，初始温度
犜０＝１０，ＧＴＧＡ中角度分量等份数犓＝１００００．

应用４个算法各求解３个测试例１０次．图４～
图６分别呈现了算法在３个测试例上第１次运行所
得到的非劣前沿．表２～表４分别给出了在３个测
试例上各算法之间利用犆度量得到的逼近性比较
结果．其中，每一列的值皆代表一种算法与其它算法
比较的犆度量值在１０次实验中的平均数．例如表３
的第２行第４列的值犆（ＮＳＧＡＩＩ，ＧＴＧＡ）＝０．１８５８，
代表ＧＴＧＡ所得的解平均有将近二成被ＮＳＧＡＩＩ
的解所占优了；同理，第４行第２列的值犆（ＧＴＧＡ，
ＮＳＧＡＩＩ）＝０．３０５４，代表ＮＳＧＡＩＩ平均有约三成的
解被ＧＴＧＡ的解所占优；从犆（ＮＳＧＡＩＩ，ＧＴＧＡ）＜
犆（ＧＴＧＡ，ＮＳＧＡＩＩ）可知ＧＴＧＡ在２２５０上的实
验中逼近效果要比ＮＳＧＡＩＩ略好．从图４～图６可
直观看出ＮＳＧＡＩＩ和ＧＴＧＡ的逼近效果明显比
ＮＳＧＡ和ＴＤＧＡ２好很多，进一步从表２～表４可
知后者的解绝大部分甚至全部被前者占优，这主要
是因为ＮＳＧＡ和ＴＤＧＡ２均不带有精英保留机制．
实验中ＮＳＧＡＩＩ和ＧＴＧＡ的逼近效果相当，在
物品数较少的２１００上ＮＳＧＡＩＩ逼近性略好于
ＧＴＧＡ，但在物品数较多的２２５０和２５００上ＧＴＧＡ
逼近性略好于ＮＳＧＡＩＩ．

表２　２１００上利用犆度量得到的逼近性比较结果
ＮＳＧＡ ＮＳＧＡＩＩ ＴＤＧＡ２ ＧＴＧＡ

ＮＳＧＡ － ０　　 ０．４３１１ ０．００１９
ＮＳＧＡＩＩ ０．６９３４ － ０．７３５３ ０．０８３５
ＴＤＧＡ２ ０．０３５４ ０．０１５０ － ０．０２０１
ＧＴＧＡ ０．６６５９ ０．０２５６ ０．７２８４ －

表３　２２５０上利用犆度量得到的逼近性比较结果
ＮＳＧＡ ＮＳＧＡＩＩ ＴＤＧＡ２ ＧＴＧＡ

ＮＳＧＡ － ０．００３２ ０．３４０６ ０．００１２
ＮＳＧＡＩＩ ０．９１９２ － ０．８５６１ ０．１８５８
ＴＤＧＡ２ ０　　 ０．００７６ － ０．００８９
ＧＴＧＡ ０．９４３７ ０．３０５４ ０．８９２２ －

图４　２１００上各算法所得非劣前沿

图５　２２５０上各算法所得非劣前沿

图６　２５００上各算法所得非劣前沿

表４　２５００上利用犆度量得到的逼近性比较结果
ＮＳＧＡ ＮＳＧＡＩＩ ＴＤＧＡ２ ＧＴＧＡ

ＮＳＧＡ － ０．００５２ ０．２９８２ ０　　
ＮＳＧＡＩＩ ０．８５６５ － ０．８７１７ ０．１１０７
ＴＤＧＡ２ ０　　 ０．０００６ － ０．００４９
ＧＴＧＡ ０．９６９０ ０．５１７７ ０．８９２６ －

表５显示了算法在各测试例上１０次实验中多
样性度量Δ的均值．除了在２１００上ＮＳＧＡＩＩ略优
于ＧＴＧＡ外，在２２５０和２５００上ＧＴＧＡ都具有最
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小的Δ值，这主要得益于ＧＴＧＡ较好的分布均匀性
和极好的覆盖宽广性．实验数据表明几何热力学选
择在保持种群多样性方面是有效的．ＮＳＧＡＩＩ也保
持了较好的多样性，在２２５０和２５００上的Δ值只
是略差于ＧＴＧＡ．从图５和图６可以看出ＮＳＧＡＩＩ
的解分布非常均匀，只是在覆盖宽广性上ＧＴＧＡ
更优．ＴＤＧＡ２在保持多样性方面比ＮＳＧＡＩＩ和
ＧＴＧＡ差，但明显好于ＮＳＧＡ．从图４～图６可看出
ＴＤＧＡ２覆盖比较宽广，但分布不太均匀，这主要是
由于ＴＤＧＡ２使用的基因熵是在决策空间而不是目
标空间定义的．
表５　３个测试例上利用Δ度量得到的多样性比较结果

２１００ ２２５０ ２５００
ＮＳＧＡ ４５．０８６１ １６０．４８８４ ２５４．２２７２
ＮＳＧＡＩＩ ７．４５５９ １２．４８１６ １８．１５５１
ＴＤＧＡ２ ３９．２５７９ ５３．０４９２ ７６．５７９４
ＧＴＧＡ ９．１０１２ １１．８１５８ １２．６６３５

为更好地理解ＮＳＧＡＩＩ和ＧＴＧＡ中的种群进
化特点，本文也呈现了２２５０上两个算法在单次运行
实验中当前评估次数狀犲分别达到２×１０３、１×１０４、
４×１０４、２×１０５时的种群快照，分别如图７和图８所
示．根据算法原理，ＮＳＧＡＩＩ对接近Ｐａｒｅｔｏ非劣前
沿的个体施加大的选择压，ＧＴＧＡ初始对较稀疏扇
形区域中的个体施加大的选择压，其后随温度的下
降对接近各扇形中距离精英的个体施加越来越大的
选择压．图７显示ＮＳＧＡＩＩ锋面的前进能力非常
强，种群初始迅速逼近最优前沿，但覆盖较窄，之后
沿最优前沿向两端扩张．图８显示ＧＴＧＡ扩张分布
广度的能力非常强，种群的逼近方向初始迅速多样
化，其后在保持逼近方向多样性的基础上向最优前沿
逼近．由此可以看出这两个算法代表了两种具有不同
特点的搜索模式，两者的特点可分别形象地总结为
“深度优先搜索”和“广度优先搜索”．在物品数较少
时，搜索空间较小，此时增加非劣前沿选择压比增加
逼近方向多样性更有效，故ＮＳＧＡＩＩ在２１００上效果
略好；而物品数较多时，维持逼近方向多样性显得更
为重要，因而ＧＴＧＡ在２２５０和２５００上表现略好．

图９给出了４个算法在３个测试例上各１０次
运行中平均运行时间（以ｓ为单位）的对比直方图．
从图９可看出其中ＧＴＧＡ具有最高的运行效率，在
３个测试例上的运行时间都明显小于其它算法．因
为其它算法在每一代的适应值（个体能量）指派过程
中都需要进行耗时的种群非劣分层操作，而在
ＧＴＧＡ中计算个体的距离能量时个体只需与其所
在扇形区域的距离精英比较，巧妙地避免了非劣分

图７　２２５０上ＮＳＧＡＩＩ的种群快照

图８　２２５０上ＧＴＧＡ的种群快照

图９　３测试例上各算法的运行时间对比直方图
层操作．图９显示了ＴＤＧＡ２的计算成本最大，在每
个测试例上都至少４倍于ＧＴＧＡ．

为进一步对比分析多目标优化中熵度量、能量
度量、替换规则以及种群规模对热力学遗传算法运
行效率的影响，本文也在２２５０上以８个种群规模
运行ＴＤＧＡ、ＴＤＧＡ２、ＴＤＧＡ３、ＧＴＧＡ各１０次．
８个种群规模依次为狀犘＝１００，２００，３００，４００，５００，６００，
７００，８００，ＴＤＧＡ中子种群规模按文献［９］设为狀犗＝
狀犘，其它３个算法狀犗＝１／１０×狀犘，所有算法终止条
件狋犲狉犿犻狀犪狋犲均在评估次数达到犖犲＝２×１０５时满
足．图１０呈现了种群规模变化时４种热力学遗传算
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图１０　４种热力学遗传算法的运行时间曲线

法１０次运行的平均时间曲线．从图中可看出ＴＤＧＡ
在各种群规模下都具有最高的计算代价，并且种群
增大时其运行时间急剧增加．ＴＤＧＡ２采用了分量
替换规则，其运行时间相对于ＴＤＧＡ有很大程度减
少，但其运行时间随种群规模增大有较明显增长．
ＴＤＧＡ３采用了角度熵，其运行时间相对于ＴＤＧＡ２
有些微下降．ＧＴＧＡ进一步采用距离能量避免了非
劣分层操作，从图中可知ＧＴＧＡ具有最低的计算开
销，且对种群规模较不敏感，种群增大时计算成本只
有些微增加．这与ＴＤＧＡ极高的计算代价形成了鲜
明的对比，例如，种群规模狀犘＝１００时，ＴＤＧＡ的运
行时间约８倍于ＴＤＧＡ２，４０倍于ＧＴＧＡ；种群规模
狀犘＝８００时，ＴＤＧＡ的运行时间约２５倍于ＴＤＧＡ２，
４００倍于ＧＴＧＡ，ＴＤＧＡ如此高的计算代价在实际
应用中是难以承受的，这主要是因为ＴＤＧＡ采用了
耗时的非劣分层操作和贪婪替换规则．实验结果显
示分量替换规则极大地降低了多目标优化中热力学
遗传算法的计算成本，距离能量则进一步明显改进
了热力学遗传算法的运行效率．这与第５节中的时
间复杂度分析结果是一致的．

７　总　结
针对多目标优化中ＴＤＧＡ目前计算代价太高

和解集分布不够均匀的问题，本文从几何的观点引
入了几何热力学选择方法以改善ＴＤＧＡ的运行效
率和解集分布．几何热力学选择首先充分利用多目
标优化中的角度和距离等几何量定义了角度熵和距
离能量．其中角度熵通过在目标空间中扇形采样来
度量种群逼近方向的多样性，提高了解集的分布均
匀性；距离能量运用几何元素间接度量了种群的逼
近程度，巧妙地避免了耗时的非劣分层操作．此外，
引入几何分量热力学替换规则，通过将种群的几何
自由能分派到其各个体有效降低了替换规则的复杂

度．在多目标０／１背包问题上的实验结果表明，几何
热力学选择在保持ＴＤＧＡ良好的覆盖宽广性的同
时，极大地改进了其运行效率和分布均匀性．运用该
选择的ＧＴＧＡ算法能够得到与ＮＳＧＡＩＩ性能相当
的解集，但在运行效率上明显优于ＮＳＧＡＩＩ．

随着目标数的增多距离精英文档将急剧增长，
几何热力学选择在空间复杂度方面面临更大的挑
战，因而在３个及以上目标时如何存储距离精英文
档值得进一步研究．此外，几何热力学遗传算法的收
敛性分析也是我们下一步的研究方向．
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