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摘　要　边赋非负权无向简单图的一簇顶点两两不相交的子树称为它的一个犱子树划分（犱为非负实数），如果这
些子树的顶点集的并等于此图的顶点集，且每棵子树的直径不超过犱．图的犱子树划分问题就是求它的一个含子
树数最少的犱子树划分及其所含的子树数．犱子树划分问题在有线通信网络、道路交通网络、城市供水网络、电力
传输网络等网络的运行管理、维护与测试中具有很强的应用背景．文中证明了对任意正实数犱，边赋非负权二分平
面图的犱子树划分问题是ＮＰ完全问题；提出了求解边赋非负权树犱子树划分问题的一个线性时间算法，详细地
讨论了算法的实现策略．所提出的算法具有简明易实现、耗费时间少等特点．
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１　引　言
定义１．　设犌＝（犞，犈）是一个边赋非负权的无

向简单图，顶点数为狀＝｜犞（犌）｜，犱０为实数．如果
犌中犿棵顶点两两不相交的子树犜１，犜２，…，犜犿满
足∪

犿

犻＝１
犞（犜犻）＝犞（犌），犱（犜犻）犱（这里犱（犜犻）＝

ｍａｘ
狌，狏∈犞（犜犻）

犱（狌，狏）为犜犻的直径，犻＝１，２，…，犿），则称
｛犜１，犜２，…，犜犿｝为犌的一个犱子树划分．犌的含子
树数最少的犱子树划分称为犌的最小犱子树划分；
最小犱子树划分所含的子树数称为犌的犱子树划
分数，记作π犱（犌）．所谓犌的犱子树划分问题就是
求π犱（犌）和犌的一个最小犱子树划分．
犱子树划分问题在有线通信网络、道路交通网

络、城市供水网络、电力传输网络等网络的运行管
理、维护与测试中具有很强的应用背景．例如，在对
某种有线通信网络进行维护时，需要把该通信网络
中的结点划分为尽量少的组，使得每组中的结点可
用一个直径不超过预定值犱的树型子网通信．这就
是一个犱子树划分问题．

理论上看来，犱子树划分问题是路划分问题［１］

（ｐａｔｈｐａｒｔｉｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ）、犽路划分问题［２］（犽ｐａｔｈ
ｐａｒｔｉｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ）、ω路划分问题［３］（ωｐａｔｈｐａｒｔｉ
ｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ）等的推广．如果将子树限定为路径，犱
为非负实数ω，则犱子树划分问题成为ω路划分问
题；当犌是（边）非赋权图，ω是一个正整数犽时，ω
路划分问题就是犽路划分问题；当犽狀－１时（实
际上对路径的长度无限制），犽路划分问题简称为路
划分问题．犱子树划分问题可进一步推广为图聚类
问题（ｇｒａｐｈｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍ），包括直径有限的
子图划分问题［４］．

从Ｈａｍｉｌｔｏｎ路的ＮＰ完全性容易看出路划分
问题属于ＮＰ完全问题．由于犽路划分问题、ω路
划分问题是路划分问题的直接推广，因此它们也均
属于ＮＰ完全问题．到目前为止，仅对于树［５］（ｔｒｅｅ）、
圆弧图［６］（ｃｉｒｃｕｌａｒａｒｃｇｒａｐｈ）、区间图［７］（ｉｎｔｅｒｖａｌ
ｇｒａｐｈ）、仙人掌［８］（ｃａｃｔｕｓ）、上比较图［９］（ｃｏｃｏｍｐａｒａ
ｂｉｌｉｔｙｇｒａｐｈ）、块图［１，１０１１］（ｂｌｏｃｋｇｒａｐｈ）、二分置
换图［１０］（ｂｉｐａｒｔｉｔｅｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎｇｒａｐｈ）、上图［１２１３］

（ｃｏｇｒａｐｈ）、距离遗传图［１４］（ｄｉｓｔａｎｃｅｈｅｒｅｄｉｔａｒｙ
ｇｒａｐｈ）、犘４稀疏图［１５］（犘４ｓｐａｒｓｅｇｒａｐｈ）以及块为
完全图、圈、完全二分图的图［１６］等获得了多项式时
间算法求解路划分问题．对于犽路划分问题，仅对

树［１７］、二分置换图［２］和仙人掌［１８］等获得了多项式时
间算法．对于ω路划分问题，仅对树和森林［３］获得
了多项式时间算法．由于犱子树划分问题的问题结
构更加复杂，因此求解起来亦非易事．

本文证明了对任何固定的犱＞０，边赋非负权二
分平面图的犱子树划分问题是ＮＰ完全问题．这表
明即使对结构非常简单的边赋非负权图，犱子树划
分问题也是非常困难的．树是一类特殊的二分平面
图，也是理论研究和实际应用中最常见的网络拓扑
结构之一．本文提出了求解边赋非负权树犱子树划
分问题的一个线性时间算法；为了进一步提高算法
的效率，还详细地讨论了算法的实现策略．所提出的
算法具有简明易实现、耗费时间少等特点．

定义２．　考虑边赋非负权的无向简单图犌＝
（犞，犈）．

（１）设（狌，狏）∈犈（犌），以狑（狌，狏）表示边（狌，狏）
的权．

（２）设狌，狏∈犞（犌），以犱（狌，狏）表示狌，狏之间的
距离；如果犘是狌，狏之间的最短路且犱（狌，狏）＝
犱（犌），则称犘为犌的直径路；以（狌～狏）表示狌到狏
的一条路径，分别以犞（狌～狏）、犈（狌～狏）表示（狌～狏）
的顶点集和边集．

（３）设狏∈犞（犌），如果狏的顶点度犱（狏）＝１，则
称狏为犌的端顶点．

（４）设犎，犓犌，以犎犓表示在犎中删除
犞（犓）以及与犞（犓）相关联的所有边而形成的子图．

（５）设狏∈犞（犌），犌１是犌－狏的一个连通分支，
称导出子图犌［犞（犌１）∪｛狏｝］为狏（点）的一个分支；
任取狓∈犞（犌１），以犌（狏，狓）表示狏的包含狓的分
支．显然，狓≠狏，｜犞（犌（狏，狓））｜２．

（６）设犌１，犌２犌，犞（犌１）∩犞（犌２）＝｛狏｝，记
犌１○狏犌２＝犌１∪犌２，称犌１○狏犌２为犌１，犌２在狏的粘合
子图．显然，若犌１，犌２为树，则犌１○狏犌２也是树．

除非特别声明，本文所提及的图、树、路径分别
指边赋非负权的无向简单图、树、路径，并分别简称
为图、树、路径．约定空树也是树、空树的直径为０．

文中未定义的术语和记号与文献［１９］一致．为
了表述方便，算法采用Ｃ语言风格设计．

２　犱子树划分问题的计算复杂性
定理１．　对任意犱＞０的实数，边赋非负权二

分平面图的犱子树划分问题是ＮＰ完全问题．
证明．　利用平面图的顶点覆盖问题的ＮＰ完
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全性［２０２１］．设犌＝（犞，犈）是一个平面图，犞＝｛狏犻｜犻＝
１，２，…，狀｝．构造新图犌１＝（犞１，犈１）如下：
犞１＝｛狏犻，狓犻，狔犻｜犻＝１，２，…，狀｝∪

｛狕犻犼｜（狏犻，狏犼）∈犈（犌），犻＜犼；犻，犼＝１，２，…，狀｝；
犈１＝｛（狏犻，狓犻），（狓犻，狔犻）｜犻＝１，２，…，狀｝∪

｛（狏犻，狕犻犼），（狕犻犼，狏犼）｜狕犻犼∈犞（犌１）；犻，犼＝１，２，…，狀｝；
对任意犲∈犈１，定义狑（犲）＝犱／２（见图１）．

图１　从图犌到图犌１的转换
容易看出，因为犌是平面图及犌１不含奇圈，故

犌１是一个边赋非负权的二分平面图．
一方面，设犛是犌的任意最小顶点覆盖集，不

妨设犛＝｛狏犻｜犻＝１，２，…，犿｝（犿狀）．构造犌１的犱子
树划分｛犜１，犜２，…，犜犿＋狀｝如下：
犜犻＝｛狏犻｝∪｛狕犻犼｜狕犻犼∈犞（犌１），犼＝１，２，…，狀｝的

导出子图（实际上是以狏犻为中心、直径不大于犱的
一颗星），犻＝１，２，…，犿；
犜犿＋犻＝｛狓犻，狔犻｝的导出子图（实际上是犓２，直径

为犱／２），犻＝１，２，…，犿；
犜犿＋犻＝｛狏犻，狓犻，狔犻｝的导出子图（实际上是以狓犻

为中心、直径为犱的一颗星），犻＝犿＋１，犿＋２，…，狀．
因此，π犱（犌１）β（犌）＋狀，其中β（犌）为犌的顶

点覆盖数．
另一方面，对犌１的任何最小犱子树划分，因为

其中每棵子树的直径不大于犱，故含有狔型顶点（这
里，狔型顶点是形为狔犻的顶点，犻＝１，２，…，狀．以下提
及的狏型顶点有类似的解释）的子树必不含狕型顶
点（狕型顶点是形为狕犻犼的顶点，狕犻犼∈犞（犌１）；犻，犼＝１，
２，…，狀）；且对一切犻≠犼，犻，犼＝１，２，…，狀，含有狔犻的
子树不含狔犼．因此，犌１的任何最小犱子树划分中不
含狕型顶点的子树数至少为狀．

然而，我们有：存在犌１的一个最小犱子树划分
Π，使得其中任何含有狕型顶点的子树恰好含一个
狏型顶点．事实上，设Π＝｛犜１，犜２，…，犜犿｝是犌１的任
意最小犱子树划分，从Π出发，分两步构造Π．

第１步．构造犌１的一个最小犱子树划分Π′，使
得其中任何含有狕型顶点的子树至少含有一个狏型
顶点．

在Π中，如果有某棵子树譬如犜１含有狕犻犼而不

含狏型顶点，此时必有犞（犜１）＝｛狕犻犼｝．考虑犌１中与
狕犻犼相邻的顶点狏犻，不妨设狏犻所在的子树为犜２．在犜２
中，狏犻的顶点度犱（狏犻）必等于１（否则，如果犱（狏犻）＞１，
则犜２是一个以狏犻为中心的直径为犱的一颗星；因
此，｛犜２∪（狕犻犼～狏犻），犜３，…，犜犿｝是犌１的一个犱子树
划分，与Π的最小性相矛盾．对于犱（狏犻）＝０可类似
讨论）．下面分两种情形讨论．

情形１．若犜２不含狕型顶点，则｛（狕犻犼～狏犻），
犜２－狏犻，犜３，…，犜犿｝是犌１的一个最小犱子树划分，
但其中含有狕型顶点而不含有狏型顶点的子树少了
一棵．

情形２．若犜２含有狕型顶点，并不妨设为
狕犻狊（犻＜狊），此时犜２必含有狏狊（否则应有犜２＝（狕犻狊～
狏犻），于是｛（狕犻犼～狏犻）∪（狕犻狊～狏犻），犜３，…，犜犿｝是犌１的
一个犱子树划分，与Π的最小性相矛盾），于是
｛（狕犻犼～狏犻），犜２－狏犻，犜３，…，犜犿｝是犌１的一个最小犱
子树划分，但其中含有狕型顶点而不含狏型顶点的
子树少了一棵．

重复使用上述方法，即可得到Π′．
第２步．从Π′构造Π．设Π′＝｛犜′１，犜′２，…，犜′犿｝．
在Π′中，如果有某棵子树譬如犜′１含有狕犻犼且含

两个狏型顶点（因为犜′１的直径不大于犱，犜′１不可能
含有两个以上的狏型顶点），此时犜′１＝（狏犻～狕犻犼～狏犼），
不妨设含狓犻的子树为犜′２（显然，犜′２＝（狓犻～狔犻）），于
是｛（狕犻犼～狏犼），犜′２∪（狏犻～狓犻），犜′３，…，犜′犿｝是犌１的一
个最小犱子树划分，但含有狕型顶点且含两个狏型
顶点的子树少了一棵．重复使用此方法，就可获
得Π．

在Π中，不妨设含狕型顶点的子树为犜１，犜２，…，
犜狇，对应的狏型顶点分别为狏１，狏２，…，狏狇．显然，
｛狏１，狏２，…，狏狇｝是犌的一个顶点覆盖集，即β（犌）
狇．但是π犱（犌１）＝Π中含狕型顶点的子树数＋Π

中不含狕型顶点的子树数狇＋狀β（犌）＋狀．
因此，π犱（犌１）＝β（犌）＋狀．
因为求β（犌）为ＮＰ完全问题，故求π犱（犌１）也

是ＮＰ完全问题． 证毕．

３　边赋非负权树的犱子树划分问题
标号犇．　设犜是一棵树，狀＝｜犞（犜）｜１，任选

狏０∈犞（犜）．犜的每个顶点狏标号为犾（狏）：犾（狏）＝
犱（狏，狏０），称犾（狏）为狏的标号．

通过标号Ｄ标号的树犜可以看作是一棵以狏０
为根的（倒立的）有根树；这样，我们就可使用与有根
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树有关的一些术语，如根（顶点）、双亲（顶点）、子女
（顶点）、祖先（顶点）、后代（顶点）．

如无特别说明，本节所论及的树犜均是指按标
号Ｄ对所有顶点进行标号的以狏０为根的有根树．

注１．　标号Ｄ可在线性时间内完成．事实上，
在用标号Ｄ对犜的顶点进行标号时，还可建立一个
包含根狏０和犜的所有使犱（狏）３的顶点狏组成的
有序集犙（犙实际是一个栈）．犙的构造方法如下：

初始，犙＝｛狏０｝，犾（狏０）＝０；
第１步．依次对狏０的每个子女狏标号：犾（狏）＝狑（狏０，狏），

如果犱（狏）３，则将狏置于犙之首（即狏进栈犙）；
第２步．对每个刚刚在第１步获得标号的顶点狌，依次

对狌的每个子女狏标号：犾（狏）＝犾（狌）＋狑（狌，狏），如果犱（狏）
３，则狏进栈犙；

…
第犽步．对每个刚刚在第犽－１步获得标号的顶点狌，

依次对狌的每个子女狏标号：犾（狏）＝犾（狌）＋狑（狌，狏），如果
犱（狏）３，则狏进栈犙；

…
继续这一过程，直至犜的所有顶点均已标号．因为犜的

每个顶点用标号Ｄ恰好标号一次，故标号Ｄ可在犗（狀）时间
内完成．

显然，如果犜是路径，则犙只包含根狏０；否则，
犙的首元素（即栈顶元素）是使｜犈（狏０～狏）｜最大的
犱（狏）３的顶点狏，即犙的栈顶元素狏是犜的深度
最大的使犱（狏）３的顶点．

定义３．　设狏∈犞（犜），犜（狏，狓）是狏的一个分
支，如果狏０犞（犜（狏，狓）－狏）（即犜（狏，狓）的顶点或
者为狏、或者是狏的后代），则称犜（狏，狓）为狏的后代
分支．

注２．　对于狏∈犞（犜），狏的后代分支与狏的子
女形成一一对应的关系．可以把狏的子女看作是从
左到右排列的，即把狏的后代分支也看作是从左到
右排列的．

显然，若犜（狏，狓）是狏的一个后代分支，则存在
犜的端顶点狔∈犞（犜（狏，狓）），狔≠狏，使狔是犜（狏，狓）
中标号最大的顶点．

把犜的所有顶点分为３类：未检查、已检查和
待检查，犜的每个顶点属于且仅属于其中某一类．

定义４．　设狏∈犞（犜），犜（狏，狓）是狏的一个分
支，如果犜（狏，狓）－狏的所有顶点均为已检查顶点，
则称犜（狏，狓）为已检查（的）分支；否则称犜（狏，狓）为
未检查（的）分支．将犜（狏，狓）标为已检查是指将
犜（狏，狓）－狏的所有顶点标为已检查．

特别地，如果犜（狏，狓）是狏的一个后代分支，则

犜（狏，狓）为已检查分支当且仅当狏的所有后代均为
已检查顶点；将犜（狏，狓）标为已检查是指将犜（狏，狓）
中的狏的全部后代标为已检查．

定义５．　设狏∈犞（犜），犜（狏，狓犻）（犻＝１，２，…，犽，
犽０）为狏的全部（不同的）已检查的后代分支，其中
狓犻（犻＝１，２，…，犽）为犜的端顶点且是犜（狏，狓犻）中具
有最大标号的顶点，犾（狓１）犾（狓２）…犾（狓犽）；记
犜狏为狏的全部已检查的后代分支在狏的粘合子树，
即犜狏＝犜（狏，狓１）○狏犜（狏，狓２）○狏…○狏犜（狏，狓犽）．定义
狏处的二元组（狏（１），狏（２））如下：当犽１时定义狏（１）＝
狓１，否则狏（１）＝狏；当犽２时定义狏（２）＝狓２，否则
狏（２）＝狏．

注意，当犽＝０时，犜狏＝，犱（犜狏）＝０．特别地，
因为端顶点（除狏０外）没有后代分支，故对于任意端
顶点狏（狏≠狏０）：狏（１）＝狏，狏（２）＝狏，犜狏＝．
３．１　算　法

对于树犜，算法１通过自底向上检查犱（狏）３
的顶点狏（即自顶向底检查栈犙中的元素）、从左到
右考虑狏的最左边的未检查的后代分支犜（狏，狓）
等方法求解π犱（犜）及犜的一个最小犱子树划分
Π犱（犜）．主要步骤如下：

１．初始时，将犜的所有端顶点狏（狏≠狏０）标为待检查，
其余顶点标为未检查．因此，初始时，对于一切狏∈犞（犜），有
狏（１）＝狏，狏（２）＝狏，犱（犜狏）＝０．但算法１只用到了狏∈犙和狏为
端顶点的（狏（１），狏（２））及犱（犜狏）；因此，算法１在执行过程中仅
更新这些顶点的（狏（１），狏（２））及犱（犜狏）．

２．取犙的栈顶元素狏，考虑狏的最左边的未检查的后
代分支犜（狏，狓），转步３．当不存在未检查的后代分支犜（狏，狓）
时，如果狏＝狏０则犱（犜）犱，犜作为Π犱（犜）的一个元素，结
束；否则将狏标为待检查，并从犙中删除狏，转步２．

３．如果犱（犜（狏，狓））＞犱，则从犜（狏，狓）中找出Π犱（犜）的
一个元素，并进行相关的更新，转步２；否则转步４．

４．如果犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＞犱，则犜（狏，狓）－狏、犜（狏，狏（１））
－狏中必有某一个可作为Π犱（犜）的一个元素，辨出之，并进
行相关的更新，转步２；否则转步５．

５．将犜（狏，狓）标为已检查，并进行相关的更新，转步２．
以上步３、４需要计算相关子树的直径，常规方

法计算树的直径需要线性时间（例如见文献［２２］）．
这里提供了一种方法，用常数时间计算相关子树的
直径（见算法１及３．２节、３．３节的讨论），从而计算
所有的相关子树的直径才耗费线性时间．

具体算法如下．
算法１．求解边赋非负权树的犱子树划分问题．
输入：树犜（狀１），常数犱０．
输出：π犱（犜）及犜的一个最小犱子树划分Π犱（犜）．
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初始化：π犱（犜）＝０；Π犱（犜）＝；
　将犜按标号Ｄ标号并构造犙；　／／片段１
　将犜的所有端顶点狏（狏≠狏０）标为待检查，其余顶点
标为未检查； ／／片段２

　对于一切狏∈犙或狏为端顶点，狏（１）＝狏，狏（２）＝狏，
犱（犜狏）＝０； ／／片段３
ｗｈｉｌｅ犞（犜）≠
｛
取犙的栈顶元素狏；　　　　　／／对应引理１
如果不存在狏的未检查的后代分支／／片段４
｛
如果狏＝狏０
｛
Π犱（犜）＝Π犱（犜）∪｛犜｝；π犱（犜）＝π犱（犜）＋１；
犜＝；

／／对应引理５，片段５
｝
否则
｛
将狏标为待检查；犙＝犙－｛狏｝；ｃｏｎｔｉｎｕｅ；／／片段６
｝
｝
取狏的最左边的未检查的后代分支犜（狏，狓）；／／片段７
取犜（狏，狓）中的待检查顶点狌（狌≠狏）；

／／对应引理２，片段８
如果犾（狌（１））－犾（狏）＞犱 ／／对应引理６
｛
取狕，狕１∈犞（狌～狏），使（狕，狕１）∈犈（狌～狏），犾（狌（１））－
犾（狕）犱且犾（狌（１））－犾（狕１）＞犱；　　　／／片段９
Π犱（犜）＝Π犱（犜）∪｛犜（狕１，狌（１））－狕１｝；π犱（犜）＝
π犱（犜）＋１；犜＝犜（犜（狕１，狌（１））－狕１）；／／片段１０
如果狕１为端顶点且狕１≠狏０
｛
将狕１标为待检查；狕（１）１＝狕１；狕（２）１＝狕１；犱（犜狕１）＝０；

／／片段１１
｝
ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
｝
／／以下处理犾（狌（１））－犾（狏）犱的情形
如果犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）＞犱／／对应引理４、引理７
｛
如果犾（狌（１））犾（狏（１）） ／／对应引理７（１）
｛
Π犱（犜）＝Π犱（犜）∪｛犜（狏，狓）－狏｝；π犱（犜）＝
π犱（犜）＋１；犜＝犜（犜（狏，狓）－狏）；／／片段１２
｝
否则 ／／对应引理４、引理７（２）
｛

将犜（狏，狓）标为已检查；／／片段１３
Π犱（犜）＝Π犱（犜）∪｛犜（狏，狏（１））－狏｝；π犱（犜）＝
π犱（犜）＋１；犜＝犜（犜（狏，狏（１））－狏）；／／片段１４
犱（犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））＋犾（狏（２））－２犾（狏）｝；
狏（１）＝狌（１）； ／／片段１５
｝
ｃｏｎｔｉｎｕｅ；
｝
／／以下处理犾（狌（１））－犾（狏）犱且犾（狌（１））＋犾（狏（１））－
２犾（狏）犱的情形，对应引理３
将犜（狏，狓）标为已检查； ／／片段１６
如果犾（狌（１））犾（狏（１）） ／／对应引理３（１）
｛
犱（犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）｝；
狏（２）＝狏（１）；狏（１）＝狌（１）； ／／片段１７
｝
否则
｛
如果犾（狌（１））犾（狏（２）） ／／对应引理３（２）
｛
犱（犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜狏），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）｝；
狏（２）＝狌（１）； ／／片段１８
｝
｝
｝／／循环结束
输出π犱（犜）、Π犱（犜）；
结束．

３．２　算法的正确性
除非特别声明，本小节及３．３节所讨论的犜、犙

分别指算法１执行过程中任何阶段的犜、犙；犜０、犙０
分别为算法１初始时的犜、犙．

性质１．　设犜１为犜的子树，狏∈犞（犜），犜（狏，狓）
为狏的任意分支，则犜１（犜（狏，狓）－狏）是树．特别
地，如果犜是以狏０为根的有根树，犜（狏，狓）为狏的任
意后代分支，则犜（犜（狏，狓）－狏）是以狏０为根的有
根树．

证明．　记犜′＝犜１（犜（狏，狓）－狏）．因为犜′不
含有圈，故只需证明犜′连通．反证，设存在狔，狕∈
犞（犜′），狔，狕在犜′中不存在路径相连．因为狔，狕在
犜１中有路径相连，故存在路径犘＝（狔～狕），犘犜１但
犘／犜′．因此，犘含有犜（狏，狓）－狏中的顶点狌．又因
狏犞（犜（狏，狓）－狏），故狌≠狏．因为犜１是树，且狔，狕
犞（犜（狏，狓）－狏），故从狔到狌先必经过狏才能达到狌，
从狌到狕也必须最后经过狏才能离开犜（狏，狓）．这样，
犘（狔～狏）∪（狏～狌）∪（狌～狏）∪（狏～狕）．但
（狏～狌）∪（狌～狏）含有圈，与犘是路径相矛盾．因此，
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犜′是树．
特别地，取犜１＝犜，犜′＝犜１（犜（狏，狓）－狏）＝

犜（犜（狏，狓）－狏）是树．而当犜是以狏０为根的有根
树、犜（狏，狓）为狏的后代分支时，因为犜（狏，狓）－狏的
所有顶点都是狏的后代，故狏０犞（犜（狏，狓）－狏），即
狏０∈犞（犜（犜（狏，狓）－狏）），从而犜（犜（狏，狓）－狏
是以狏０为根的有根树． 证毕．

由此，容易得到性质２～性质４．
性质２．　设狏∈犞（犜），狌为狏的后代，则犾（狌）＝

犾（狏）＋犱（狌，狏）．
性质３．　设狏∈犞（犜），犜（狏，狓犻）（犻＝１，２）为狏

的任意两个不同的分支，则对任意狔犻∈犞（犜（狏，狓犻））
（犻＝１，２），犱（狔１，狔２）＝犱（狔１，狏）＋犱（狔２，狏）．特别地，
如果犜（狏，狓犻）（犻＝１，２）为狏的任意两个不同的后代
分支，则对任意狔犻∈犞（犜（狏，狓犻））（犻＝１，２），犱（狔１，
狔２）＝犾（狔１）＋犾（狔２）－２犾（狏）．

性质４．　树的直径不小于其任何子树的直径．
性质５［２２］．　设｜犞（犜）｜２，狌，狏∈犞（犜），狏是

犜的端顶点且使犱（狌，狏）＝ｍａｘ
狓∈犞（犜）

犱（狌，狓）（即狏是离
狌最远的顶点），则存在犜的直径路犘使狏∈犞（犘）．

引理１．　若犞（犜）≠，则狏０∈犞（犜），狏０∈犙．
证明．　算法１对犜的更新是在片段５通过置

犜＝（更新后的犜不满足引理的条件）、在片段１０、
片段１２、片段１４通过运算进行的．由性质１，通
过运算更新后的犜仍有狏０∈犞（犜）．
犙是在片段１（指算法１的片段１，下类同．不再

一一说明）建立的，初始的犙满足狏０∈犙．对犙的更
新仅在片段６进行．显然，直至算法１结束仍然有
狏０∈犙． 证毕．

引理２．　设狏为犙的栈顶元素，犜（狏，狓）为狏
的未检查的后代分支，则

（１）在犜（狏，狓）中，存在唯一的待检查顶点狌，且
狌≠狏，狌≠狏０，狌不是孤立点；

（２）对一切狔∈犞（狌～狏）（狔≠狌，狔≠狏），都有狔
为未检查顶点且犱（狔）＝２；

（３）狌的全部后代分支均是已检查分支．
证明．
（１）首先证明狌的存在性．
设狌是犜（狏，狓）中使｜犈（狌～狏）｜最大的非已检

查顶点（即狌是犜（狏，狓）中深度最大的非已检查顶
点．狌可能是待检查顶点，也可能是未检查顶点）．由
｜犈（狌～狏）｜的最大性知，狌的所有后代分支都为已检
查分支．因此，狌≠狏．而狌为狏的后代表明狌≠狏０．由
引理１知狏０∈犞（犜），故狌不是孤立点．

我们有：狌必定是待检查顶点．反证，设狌是未
检查顶点．

首先，狌犙０．否则，狌∈犙０．因为狏是犙的栈顶
元素、狌为狏的后代，故狌犙．因此，按算法１，狌或
者标为待检查（片段６），或者标为已检查（片段１３、
片段１６），与狌是未检查顶点的假设相矛盾．

其次，对狌犙０，狌不会是端顶点，因为算法１
将端顶点（除狏０外）或者标为待检查（片段２、片
段１１），或者标为已检查（片段１３、片段１６）．

因此，狌不是端顶点，且狌犙０．狌不是端顶点也
不是孤立点表明狌至少有一个后代狌′（注意狌′是已
检查顶点）．按算法１，狌′成为已检查顶点必定是在
考虑离狌最近的祖先狑∈犙０时，将狑的狌所在的后
代分支标为已检查所致．作为狑的后代狌也将同时
标为已检查（片段１３、片段１６），与狌是未检查顶点
的假设相矛盾．

因此，狌必定是待检查顶点．
下面证明狌的唯一性．
设狌１≠狏，狌２≠狏，且狌１，狌２为犜（狏，狓）上的两个

待检查顶点．
情形１．狌１位于狌２的某个后代分支上．按算

法１，当狌２标为待检查时，必定有它的所有后代均为
已检查顶点，故狌１为已检查顶点．矛盾．类似讨论狌２
位于狌１的某个后代分支上的情形．

情形２．狌１不在狌２的任何后代分支上，且狌２不在
狌１的任何后代分支上．此时路径（狌１～狏）、（狌２～狏）必
在犜（狏，狓）－狏上相交，设狔是标号最大的交点．因
此，犱（狔）３，即狔∈犙０．因为狏是犙的栈顶元素、狔
为狏的后代，故狔犙．因此，按算法１，狔要么是已检
查顶点，要么是待检查顶点．不论是何种情况出现，
作为狔的后代，狌１，狌２均是已检查顶点．矛盾．

综上所述，在犜（狏，狓）中，存在唯一的待检查顶
点狌，且狌≠狏．

（２）先证明对一切狔∈犞（狌～狏）（狔≠狌，狔≠狏），
都有狔为未检查顶点．反证，设存在狔∈犞（狌～狏）（狔≠
狌，狔≠狏），狔是待检查顶点或是已检查顶点．

情形１．狔是待检查顶点．按算法１，狔要么是端
顶点（但狔有后代狌，矛盾），要么狔∈犙０（此时，类似
上面的分析可得，狔的所有后代均为已检查顶点，但
其后代狌却是待检查顶点，矛盾）．因此，狔不是待检
查顶点．

情形２．狔是已检查顶点．按算法１，狔成为已检
查顶点必定是在考虑离狔最近的祖先狑∈犙０时，将
狑的狔所在的后代分支标为已检查所致．因为狔的
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后代狌也是狑的后代，狌将同时标为已检查．矛盾．
因此，狔为未检查顶点．
再证明犱（狔）＝２．反证，设存在狔∈犞（狌～狏），

狔≠狌，狔≠狏，使犱（狔）≠２．因为狔有后代狌，故狔不是
端顶点、也不是孤立点．从而犱（狔）３，即狔∈犙０．类
似上面的分析可得，狔要么是已检查顶点，要么是待
检查顶点．不论是何种情况出现，狔的后代狌必为已
检查顶点．矛盾．

（３）上述证明过程（１）已经证明． 证毕．
注３．狏、犜（狏，狓）如引理２所设．算法１只对除

狏０外的端顶点、犙０中的元素标为待检查，且狏０永远
是未检查顶点．因此，引理２中的狌要么是端顶点，
要么是犙０中的元素；狌（１）为犜和犜（狏，狓）的端顶点
且是犜（狏，狓）中具有最大标号的顶点．此外，根据引
理２（２），可通过以下方法在狏的未检查的后代分支
犜（狏，狓）中寻找唯一的待检查顶点狌：从狏出发，如
果狏的唯一子女狓１为待检查顶点，则狌＝狓１；否则考
虑狓１的唯一子女狓２．如果狓２为待检查顶点，则狌＝
狓２；否则考虑狓２的唯一子女狓３，…，最后必能找到待
检查顶点狌．

根据引理２（２）和性质５，易得下面性质．
性质６．　设狏为犙的栈顶元素，犜（狏，狓）为狏

的未检查的后代分支，狌为犜（狏，狓）中的待检查顶
点，则犱（犜（狏，狓））＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））－犾（狏）｝．

引理３．　设狏为犙的栈顶元素，犜（狏，狓）为狏
的未检查的后代分支，狌为犜（狏，狓）中的待检查
顶点．

（１）如果犾（狌（１））犾（狏（１）），则犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝
ｍａｘ｛犱（犜（狏，狓）），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）｝＝
ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）｝．

（２）如果犾（狌（１））＜犾（狏（１））且犾（狌（１））犾（狏（２）），则
犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜狏），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－
２犾（狏）｝．

（３）如果犾（狌（１））＜犾（狏（２）），则犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝
犱（犜狏）．

证明．　根据性质４有
犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）犱（犜（狏，狓）） （１）
犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）犱（犜狏） （２）

情形１．犞（犜狏）≠．此时狌（１），狏（１）在狏的不同
后代分支上．由性质３有

犱（狌（１），狏（１））＝犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）（３）
由犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）犱（狌（１），狏（１））知
犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）（４）

情形２．犞（犜狏）＝．此时狏（１）＝狏．由性质２，
犱（狌（１），狏）＝犾（狌（１））－犾（狏）．故式（３）成立，从而式（４）
仍然成立．

（１）因为犾（狌（１））犾（狏（１）），故狌（１）为犜的端顶点
且是犜（狏，狓）○狏犜狏中具有最大标号的顶点，即狌（１）是
犜（狏，狓）○狏犜狏中离狏最远的端顶点．由性质５知，存
在犜（狏，狓）○狏犜狏的直路径（狌（１）～狔），犱（犜（狏，狓）○狏
犜狏）＝犱（狌（１），狔），其中狔∈犞（犜（狏，狓）○狏犜狏）．

情形１．狔∈犞（犜（狏，狓））．因为狌（１）∈犞（犜（狏，
狓）），故犱（犜（狏，狓））犱（狌（１），狔）＝犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）．
结合式（１）有犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝犱（犜（狏，狓））；再结
合式（４）有犱（犜（狏，狓））犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）．
从而犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜（狏，狓）），犾（狌（１））＋
犾（狏（１））－２犾（狏）｝．

情形２．狔∈犞（犜狏）．因为狔＝狏可归为情形１，
不妨设狔≠狏．从而狔在狏的某个已检查的后代分支
中．由性质３有犱（狌（１），狔）＝犾（狌（１））＋犾（狔）－２犾（狏）．
因为犾（狏（１））犾（狔），故犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）
犾（狌（１））＋犾（狔）－２犾（狏）＝犱（狌（１），狔）＝犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）．
结合式（４）有犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝犾（狌（１））＋犾（狏（１））－
２犾（狏）；再结合式（１）有犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）
犱（犜（狏，狓））．从而犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜（狏，
狓）），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）｝．

由性质６，犱（犜（狏，狓））＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））－
犾（狏）｝．又因狏（１）是狏的后代，故犾（狏（１））犾（狏），即得
犾（狌（１））－犾（狏）犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）．从而
犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜（狏，狓）），犾（狌（１））＋
犾（狏（１））－２犾（狏）｝＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））－犾（狏），
犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）｝＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））＋
犾（狏（１））－２犾（狏）｝．

结论（１）得证．
（２）因为犾（狌（１））犾（狏），再由条件犾（狌（１））＜

犾（狏（１））有犾（狏（１））＞犾（狏），故狏（１）≠狏，即犜狏是非空的
树，狏（１）是犜（狏，狓）○狏犜狏中离狏最远的端顶点．由性质
５知，存在犜（狏，狓）○狏犜狏的直路径（狏（１）～狔），犱（犜（狏，
狓）○狏犜狏）＝犱（狏（１），狔），其中狔∈犞（犜（狏，狓）○狏犜狏）．

情形１．狔∈犞（犜（狏，狓））．由性质３，犱（狏（１），狔）＝
犾（狏（１））＋犾（狔）－２犾（狏）．因为犾（狔）犾（狌（１）），故
犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝犱（狏（１），狔）犾（狏（１））＋犾（狌（１））－
２犾（狏）．结合式（４）有犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝犾（狏（１））＋
犾（狌（１））－２犾（狏）；再结合式（２）有犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝
ｍａｘ｛犱（犜狏），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）｝．
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情形２．狔∈犞（犜狏）．因（狏（１）～狔）是犜狏中的路
径，犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝犱（狏（１），狔）犱（犜狏）．结合
式（２），犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝犱（犜狏）；再结合式（４）有
犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜狏），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－
２犾（狏）｝．

（３）由条件犾（狌（１））＜犾（狏（２））知犾（狌（１））＜犾（狏（１）），
即狏（１）为犜（狏，狓）○狏犜狏中离狏最远的端顶点．由性
质５知，存在犜（狏，狓）○狏犜狏的直路径（狏（１）～狔）．我们
有狔犞（犜（狏，狓））．否则，由性质３，犱（狏（１），狔）＝
犾（狏（１））＋犾（狔）－２犾（狏）犾（狏（１））＋犾（狌（１））－２犾（狏）＜
犾（狏（１））＋犾（狏（２））－２犾（狏）＝犱（狏（１），狏（２））犱（犜狏），即
犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝犱（狏（１），狔）＜犱（犜狏），与式（２）相
矛盾．因此，狔∈犞（犜狏），即（狏（１）～狔）是犜狏中的路径，
犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝犱（狏（１），狔）犱（犜狏）；再结合
式（２）有犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝犱（犜狏）． 证毕．

注４．　狏、犜（狏，狓）、狌如引理３所设．算法１在片
段１６将犜（狏，狓）标为已检查后，引理３表明，算法１
正确地计算了犱（犜狏）的新值．其中，引理３（３）表明，
若犾（狌（１））＜犾（狏（２）），犱（犜狏）保持不变．引理３（１）、（２）
表明，若犾（狌（１））犾（狏（２）），按犾（狌（１））犾（狏（１））是否成
立，片段１７、片段１８分别正确地计算了犱（犜狏）的新
值；且犱（犜狏）的新值只与其原值或犱（犜狌）以及
犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）有关．而在计算犱（犜狏）的新
值时，犱（犜狌）是已知的．事实上，因狌为待检查顶点，
若狌是端顶点，算法１在片段３和片段１１，正确地
置犱（犜狌）＝０；若狌∈犙０，算法１也事先计算了
犱（犜狌）．此外，不难看出，片段１６执行后，对于狑∈
犞（犜）∩犙０，狑≠狏，犜狑无变化．

利用引理３及性质４，可进一步得到下面性质．
性质７．　设狏为犙的栈顶元素，犜（狏，狓）为狏

的未检查的后代分支，狌为犜（狏，狓）中的待检查顶
点，则犱（犜（狏，狓）○狏犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犱（犜狏），
犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）｝．

引理４．　设狏为犙的栈顶元素，犜（狏，狓）为狏
的未检查的后代分支，狌为犜（狏，狓）中的待检查顶
点．记犜为狏的、除犜（狏，狏（１））外的全部已检查的后
代分支在狏的粘合子树．如果犱（犜狏）犱，犾（狌（１））＋
犾（狏（１））－２犾（狏）＞犱，则犱（犜（狏，狓）○狏犜）＝
ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））＋犾（狏（２））－２犾（狏）｝，犾（狌（１））＞
犾（狏（２））．

证明．　首先，犾（狏（１））＋犾（狏（２））－２犾（狏）犱（犜狏）
犱．再由引理条件犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）＞犱，得
犾（狌（１））＞犾（狏（２））．考虑狏的后代分支犜（狏，狓）和狏

的、除犜（狏，狏（１））外的全部已检查的后代分支
犜（狏，狏（２）），…，因为犾（狌（１））＞犾（狏（２））…，应用引理３
（１）得犱（犜（狏，狓）○狏犜）＝犱（犜（狏，狓）○狏犜（狏，狏（２））
○狏…）＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））＋犾（狏（２））－２犾（狏）｝．

证毕．
注５．狏、犜（狏，狓）、狌如引理４所设，并设

犱（犜狏）犱．算法１在片段１３将犜（狏，狓）标为已检
查、片段１４将犜（狏，狏（１））－狏通过运算删除后，引
理４表明，算法１的片段１５正确地计算了犱（犜狏）的
新值．且犱（犜狏）的新值只与犱（犜狌）以及犾（狌（１））＋
犾（狏（１））－２犾（狏）有关．而在计算犱（犜狏）的新值时，
犱（犜狌）是已知的（参考注４）．此外，不难看出，片
段１３、片段１４执行后，对于狑∈犞（犜）∩犙０，狑≠狏，
犜狑无变化．

性质８．若犞（犜）≠，狏∈犞（犜），则犱（犜狏）犱．
证明．
情形１．狏为端顶点且狏≠狏０．显然，犱（犜狏）＝

０犱．
情形２．狏∈犙０．应用归纳法原理证明．初始阶

段，犱（犜狏）＝０犱．考虑到算法１的操作，犱（犜狏）仅当
狏的某个后代分支标为已检查、或者狏的某个已检
查的后代分支中的除狏外的所有顶点通过运算被
删除时才会发生变化．因此，按照注４、注５的说明，
仅需证明：对于犙的栈顶元素狏，若犜（狏，狓）为狏的
未检查的后代分支、狌为犜（狏，狓）中的待检查顶点，
如果在算法１的片段１３、片段１４、片段１６执行前有
犱（犜狔）犱（一切狔∈犞（犜）），则执行后仍然有
犱（犜狏）犱．为方便，这里将上述相关片段执行前、后
的犱（犜狏）分别记作犱（犜狏）、犱′（犜狏）．

（ｉ）片段１３、片段１４执行后．片段１３、片段１４
执行前满足犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）＞犱，犾（狌（１））＜
犾（狏（１）），犱（犜狌）犱、犱（犜狏）犱（归纳法假设）．由引理
４，片段１３、片段１４执行后，犱′（犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜狌），
犾（狌（１））＋犾（狏（２））－２犾（狏）｝，而犾（狌（１））＋犾（狏（２））－
２犾（狏）＜犾（狏（１））＋犾（狏（２））－２犾（狏）犱（犜狏）犱，因此，
犱′（犜狏）＜犱．

（ｉｉ）片段１６执行后．片段１６执行前满足
犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）犱，犱（犜狌）犱、犱（犜狏）犱
（归纳法假设）．那么，当片段１６执行后，

若犾（狌（１））犾（狏（１）），由引理３（１），犱′（犜狏）＝
ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）｝犱．

若犾（狌（１））＜犾（狏（１））且犾（狌（１））犾（狏（２）），由引理３
（２），犱′（犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜狏），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－
２犾（狏）｝犱．
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若犾（狌（１））＜犾（狏（２）），由引理３（３），犱′（犜狏）＝犱
（犜狏）犱．

情形３．狏不是端顶点，且狏犙０．狏不是端顶点
表明狏有唯一子女狔（因为犞（犜）≠，由引理１，
狏０∈犞（犜）；由狏犙０知狏≠狏０．即狏不是孤立点）．

（ｉ）狔是已检查顶点．按算法１，狔成为已检查顶
点必定是在考虑离狏最近的祖先狑∈犙０时，将狑的
狏所在的后代分支标为已检查所致．因此，犜狏犜狑．
由性质４及情形２，犱（犜狏）犱（犜狑）犱．

（ｉｉ）狔是未检查顶点或待检查顶点．此时犜狏＝
，犱（犜狏）＝０犱． 证毕．

注６．　按照性质８，引理４中的条件犱（犜狏）犱
是冗余的，可以去掉．

引理５．　若犞（犜）≠，如果狏０的所有后代分
支均为已检查分支，则犱（犜）犱．

证明．　因为狏０的所有后代分支均为已检查分
支，故犜狏０＝犜，犱（犜）＝犱（犜狏０）．再由性质８知，
犱（犜）犱． 证毕．

引理６．　设狏为犙的栈顶元素，犜（狏，狓）为狏
的未检查的后代分支，狌为犜（狏，狓）中的待检查顶
点．如果犾（狌（１））－犾（狏）＞犱，则在路径（狌～狏）中存在
两个相邻的顶点狕，狕１，使

（１）犾（狌（１））－犾（狕）犱，犾（狌（１））－犾（狕１）＞犱；
（２）存在犜的最小犱子树划分Π犱（犜），使

犜（狕１，狌（１））－狕１∈Π犱（犜）；
（３）π犱（犜）＝π犱（犜（犜（狕１，狌（１））－狕１））＋１；
其中狕１为狕的双亲．
证明．
（１）把路径（狌～狏）表示为顶点序列，即（狌～狏）＝

狔０狔１狔２…狔狉狔狉＋１，其中狔０＝狌，狏＝狔狉＋１．故犱（狌（１），
狔犻）＝犱（狌（１），狔犻－１）＋狑（狔犻－１，狔犻）（犻＝１，２，…，狉＋１）．
而狑（狔犻－１，狔犻）０，故犱（狌（１），狔０），犱（狌（１），狔１），…，
犱（狌（１），狔狉＋１）是非减序列．但由性质８，犱（狌（１），狔０）＝
犱（狌（１），狌）犱（犜狌）犱．由性质２和引理条件有
犱（狌（１），狔狉＋１）＝犱（狌（１），狏）＝犾（狌（１））－犾（狏）＞犱．因此，
必存在两个相邻的顶点狕＝狔犻，狕１＝狔犻＋１（犻＝０，１，
２，…，狉），使犱（狌（１），狕）犱，犱（狌（１），狕１）＞犱（显然，狕，
狕１∈犞（狌～狏），（狕，狕１）∈犈（狌～狏），狕１≠狌，狕１≠狌（１），狕１
为狕的双亲）．

由性质２，犱（狌（１），狕）＝犾（狌（１））－犾（狕），犱（狌（１），
狕１）＝犾（狌（１））－犾（狕１）．于是犾（狌（１））－犾（狕）犱，
犾（狌（１））－犾（狕１）＞犱．

（２）记犜′１＝犜（狕１，狌（１））－狕１．注意，犜（狕１，狌（１））
是狕１的后代分支，且由引理２（２）知犜′１＝犜狌∪（狌～

狕）；由引理２（１），狌不是孤立点．
情形１．犱（狌）２．此时｜犞（犜狌）｜２．犜′１中离狕

最远的端顶点是狌（１）．由性质５，即知犜′１的直路径或
者是犜狌中的一端为狌（１）的直路径、或者是（狌（１）～狕），
即犱（犜′１）＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犱（狌（１），狕）｝＝ｍａｘ｛犱（犜狌），
犾（狌（１））－犾（狕）｝，由性质８和结论（１）有犱（犜′１）犱．

情形２．犱（狌）＝１．此时犜狌＝，即狌＝狌（１）．因
此，犜′１＝（狌～狕）＝（狌（１）～狕），犱（犜′１）＝犱（（狌（１）～狕））＝
犱（狌（１），狕）＝犾（狌（１））－犾（狕）；由结论（１）有犱（犜′１）犱．

综合情形１、情形２，即得犱（犜′１）犱．
设｛犜１，犜２，…，犜犿｝是犜的一个最小犱子树划

分，不妨设狌（１）∈犞（犜１）．
对于任意狔∈犞（犜），狔犞（犜′１），因为犜′１＝

犜（狕１，狌（１））－狕１，故路径（狌（１）～狔）必经过狕１．于是
犱（狌（１），狔）＝犱（狌（１），狕１）＋犱（狕１，狔），故犱（狌（１），狔）
犱（狌（１），狕１）＞犱，即狔犞（犜１）．可见犞（犜１）犞（犜′１）．
记犜′２＝犜２犜′１，犜′３＝犜３犜′１，…，犜′犿＝犜犿犜′１．由
性质１知犜′犻犜犻（犻＝２，…，犿）是树．由性质４，
犱（犜′犻）犱（犜犻）犱（犻＝２，…，犿）．显然，犜′１，犜′２，…，
犜′犿顶点两两不相交．又
∪
犿

犻＝１
犞（犜′犻）＝犞（犜′１）∪（∪

犿

犻＝２
（犞（犜犻）－犞（犜′１））

　　＝犞（犜′１）∪（∪
犿

犻＝２
犞（犜犻））犞（犜１）∪（∪

犿

犻＝２
犞（犜犻））

＝犞（犜）．
因此，｛犜′１，犜′２，…，犜′犿｝是犜的一个犱子树划分（从
而是犜的一个最小犱子树划分），结论（２）成立．

（３）由结论（２）的证明过程得知，｛犜′２，犜′３，…，
犜′犿｝是树犜（犜（狕１，狌（１））－狕１）＝犜犜′１的一个
犱子树划分．因此，π犱（犜（犜（狕１，狌（１））－狕１））
π犱（犜）－１，即π犱（犜）π犱（犜（犜（狕１，狌（１））－狕１））＋
１．另一方面，如果｛犜２，犜３，…，犜犿｝是犜（犜（狕１，
狌（１））－狕１）的一个犱子树划分，则｛犜（狕１，狌（１））－狕１，
犜２，犜３，…，犜犿｝是（犜（犜（狕１，狌（１））－狕１））∪（犜（狕１，
狌（１））－狕１）＝犜（狕１，狕）的一个犱子树划分，于是
｛犜（狕１，狌（１））－狕１，犜２，犜３，…，犜犿｝是犜的一个犱子
树划分，即π犱（犜）π犱（犜（犜（狕１，狌（１））－狕１））＋１．
从而π犱（犜）＝π犱（犜（犜（狕１，狌（１））－狕１））＋１．这样
就获得了结论（３）． 证毕．

注７．　狏、犜（狏，狓）、狌如引理６所设．由性质６，
犱（犜（狏，狓））＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））－犾（狏）｝．又
犱（犜狌）犱．因此，引理６的条件犾（狌（１））－犾（狏）＞犱
等价于犱（犜（狏，狓））＞犱．

引理７．　设狏为犙的栈顶元素，犜（狏，狓）为狏
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的未检查的后代分支，狌为犜（狏，狓）中的待检查顶
点，犾（狌（１））－犾（狏）犱，犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）＞犱．

（１）如果犾（狌（１））犾（狏（１）），则
①存在犜的最小犱子树划分Π犱（犜），使犜（狏，

狓）－狏∈Π犱（犜）；
②π犱（犜）＝π犱（犜（犜（狏，狓）－狏））＋１．
（２）如果犾（狌（１））＜犾（狏（１）），则
①存在犜的最小犱子树划分Π犱（犜），使犜（狏，

狏（１）１）－狏∈Π犱（犜）；
②π犱（犜）＝π犱（犜（犜（狏，狏（１））－狏））＋１．
证明．　首先，据注７及条件犾（狌（１））－犾（狏）犱，

有犱（犜（狏，狓））犱．其次，狏（１）≠狏，否则犾（狌（１））＋
犾（狏（１））－２犾（狏）＝犾（狌（１））＋犾（狏）－２犾（狏）＝犾（狌（１））－
犾（狏）犱，与条件犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）＞犱相
矛盾．

设｛犜１，犜２，…，犜犿｝是犜的一个最小犱子树划
分，由性质３有犱（狌（１），狏（１））＝犾（狌（１））＋犾（狏（１））－
２犾（狏），据引理条件即得犱（狌（１），狏（１））＞犱，这意味着
不存在犻（犻＝１，２，…，犿）使狏（１）∈犞（犜犻），且狌（１）∈
犞（犜犻）．因此，不妨设狏（１）∈犞（犜１），狌（１）∈犞（犜２）．

记犜′１＝（犜１（犜（狏，狓）－狏））∪（犜（狏，狏（１））－
狏），犜′２＝（犜２（犜（狏，狏（１））－狏））∪（犜（狏，狓）－狏），
犜′３＝犜３（犜（狏，狏（１））－狏）（犜（狏，狓）－狏），…，
犜′犿＝犜犿（犜（狏，狏（１））－狏）（犜（狏，狓）－狏）．注意
犜（狏，狏（１））－狏犜′１、犜（狏，狓）－狏犜′２．

由性质１，犜１（犜（狏，狓）－狏）是树．但狏（１）∈
犞（犜１（犜（狏，狓）－狏））∩犞（犜（狏，狏（１））－狏），故犜′１
是树．

我们有犱（犜′１）犱．事实上，任取狔，狕，使狔，狕∈
犞（犜′１），只要证明犱（狔，狕）犱．分４种情形讨论．

情形１．狔，狕∈犞（犜１（犜（狏，狓）－狏））．犱（狔，狕）
犱（犜１（犜（狏，狓）－狏））犱（犜１）犱．

情形２．狔，狕∈犞（犜（狏，狏（１））－狏）．犱（狔，狕）
犱（犜（狏，狏（１））－狏）犱（犜（狏，狏（１）））犱（犜狏）犱．

情形３．狔∈犞（犜１（犜（狏，狓）－狏））且狕∈犞（犜（狏，
狏（１））－狏）．不妨设狔犞（犜（狏，狏（１））－狏）（否则归为
情形２），即狔，狕在狏的不同分支上，于是路径
（狔～狕）必经过狏．又由性质２，犱（狏，狕）＝犾（狕）－犾（狏）．
因狔，狏（１）∈犞（犜１），故犱（狔，狏（１））犱（犜１）．由性质３，
犱（狔，狕）＝犱（狔，狏）＋犱（狏，狕）＝犱（狔，狏）＋犾（狕）－犾（狏）
犱（狔，狏）＋犾（狏（１））－犾（狏）＝犱（狔，狏）＋犱（狏（１），狏）＝
犱（狔，狏（１））犱（犜１）犱．

情形４．狔∈犞（犜（狏，狏（１））－狏）且狕∈犞（犜１
（犜（狏，狓）－狏））．仿情形３的证明，可得犱（狔，狕）犱．

类似，可以证明：犜′２是树，且犱（犜′２）犱．
对于犻＝３，…，犿，由性质１、犜′犻是树且由性质４，

犱（犜′犻）犱（犜犻）犱．
易见犜′１，犜′２，…，犜′犿顶点两两不相交，且

∪
犿

犻＝１
犞（犜′犻）＝犞（犜）．因此，｛犜′１，犜′２，…，犜′犿｝是犜的一
个犱子树划分（从而是犜的一个最小犱子树划分）．

（１）当犾（狌（１））犾（狏（１）），记犜″１为犞（犜′１）∪
犞（犜′２（犜（狏，狓）－狏））的导出子图．

首先，犜″１是树．分两种情形证明．
情形１．犞（犜′２（犜（狏，狓）－狏））＝．显然，犜″１

是树．
情形２．犞（犜′２（犜（狏，狓）－狏））≠．任取狔∈

犞（犜′２（犜（狏，狓）－狏））．注意犜（狏，狓）－狏犜′２．在
犜′２中，狔要到达犜（狏，狓）－狏中的顶点必经过狏，即
狏∈犞（犜′２）；但狏犞（犜（狏，狓）－狏），故狏∈犞（犜′２
（犜（狏，狓）－狏）），即狏∈犞（犜″１）．又犜（狏，狏（１））－狏
犜′１，故犞（犜′１）∪｛狏｝的导出子图是连通的．另外，由
性质１，犜′２（犜（狏，狓）－狏）是树．从而犜′１中的任意
顶点经狏可到达狔，于是犜″１是连通的，即犜″１是树．

其次，犱（犜″１）犱．任取狔，狕，使狔，狕∈犞（犜″１），只
要证明犱（狔，狕）犱．分４种情形讨论．

情形１．狔，狕∈犞（犜′１）．犱（狔，狕）犱（犜′１）犱．
情形２．狔，狕∈犞（犜′２（犜（狏，狓）－狏））．犱（狔，狕）

犱（犜′２（犜（狏，狓）－狏）犱（犜′２）犱．
情形３．狔∈犞（犜′１），狕∈犞（犜′２（犜（狏，狓）－狏））．
显然，狕犞（犜′１），狕犞（犜（狏，狓）－狏）．因此，路

径（狌（１）～狕）必经过狏．又由上面的讨论易知，路径
（狔～狕）必经过狏．注意犜′１＝（犜１（犜（狏，狓）－狏））∪
（犜（狏，狏（１））－狏）．

（ｉ）狔∈犞（犜（狏，狏（１））－狏）．此时犱（狔，狏）
犱（狏（１），狏）．故犱（狔，狕）＝犱（狔，狏）＋犱（狏，狕）犱（狏（１），
狏）＋犱（狏，狕）＝犾（狏（１））－犾（狏）＋犱（狏，狕）犾（狌（１））－
犾（狏）＋犱（狏，狕）＝犱（狌（１），狏）＋犱（狏，狕）＝犱（狌（１），狕）
犱（注意狕，狌（１）∈犞（犜′２））．

（ｉｉ）狔犞（犜（狏，狏（１））－狏）．此时必有犱（狔，狏）
犱（狌（１），狏）．否则犱（狔，狏）＞犱（狌（１），狏），因狔、狏（１）、狌（１）在
狏的不同分支上，由性质３，犱（狔，狏（１））＝犱（狔，狏）＋
犱（狏，狏（１））＞犱（狌（１），狏）＋犱（狏，狏（１））＝犱（狌（１），狏（１））＝
犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）＞犱犱（犜′１），即犱（狔，狏（１））＞
犱（犜′１）；与狔，狏（１）∈犞（犜′１）相矛盾．从而犱（狔，狕）＝
犱（狔，狏）＋犱（狏，狕）犱（狌（１），狏）＋犱（狏，狕）＝犱（狌（１），
狕）犱．

情形４．狔∈犞（犜′２（犜（狏，狓）－狏）），狕∈
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犞（犜′１）．仿情形３的证明，可得犱（狔，狕）犱．
最后，容易验证｛犜″１，犜（狏，狓）－狏，犜′３，…，犜′犿｝

是犜的一个犱子树划分（从而是犜的一个最小犱
子树划分），于是结论１）成立．

因为｛犜″１，犜′３，…，犜′犿｝是树犜（犜（狏，狓）－狏）
的一个犱子树划分，故π犱（犜（犜（狏，狓）－狏））
π犱（犜）－１，即π犱（犜）π犱（犜（犜（狏，狓）－狏））＋１．
另一方面，如果｛犜′１，犜′２，…，犜′犿－１｝是犜（犜（狏，狓）－
狏）的一个犱子树划分，则｛犜（狏，狓）－狏，犜′１，犜′２，…，
犜′犿－１｝是（犜（犜（狏，狓）－狏））∪犜（狏，狓）的一个犱子
树划分（犜（犜（狏，狓）－狏）中含有狏）．而犞（（犜
（犜（狏，狓）－狏））∪犜（狏，狓））＝犞（犜）．因此，｛犜（狏，狓）－
狏，犜′１，犜′２，…，犜′犿－１｝也是犜的一个犱子树划分，即
π犱（犜）π犱（犜（犜（狏，狓）－狏））＋１．从而π犱（犜）＝
π犱（犜（犜（狏，狓）－狏））＋１．这样就获得了结论２）．

（２）当犾（狌（１））＜犾（狏（１）），因由引理４知犾（狌（１））＞
犾（狏（２）），故犾（狏（１））＞犾（狌（１））＞犾（狏（２））．若将犜（狏，狓）、
犜（狏，狏（１）１）换位，以下就可类似（１）证明，不再赘述．

证毕．
注８．　狏、犜（狏，狓）、狌如引理７所设．由性质７，

有犱（犜（狏，狓）犜狏）＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犱（犜狏），犾（狌（１））＋
犾（狏（１））－２犾（狏）｝．又犱（犜狌）犱，犱（犜狏）犱．因此，引
理７的条件犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）＞犱等价于
犱（犜（狏，狓）犜狏）＞犱．

根据性质１，引理１～引理７，我们有
定理２．　算法１正确地求解边赋非负权树的

犱子树划分问题．
３．３　算法的复杂性

定理３．　算法１在犗（狀）时间内完成，其中狀＝
｜犞（犜０）｜．

证明．　算法１的执行时间主要取决于片段１～
片段４、片段７～片段１０、片段１２～片段１８以及循环．

（１）片段１、片段２、片段３．根据注１，片段１可
在犗（狀）时间完成；而片段２、片段３也可在标号Ｄ
进行时同时进行，所耗时间也为犗（狀）．

（２）片段４、片段７．参考注２的说明，考虑到循
环（见下面关于循环次数的讨论，下同），总的时间耗
费为犗（狀）．

（３）片段８．根据注３的讨论，在一次循环中，为
了找到狌，片段８把（狌～狏）（狌，狏如算法１或引理２
约定）上的所有顶点（除狏外）均访问了一次；但下一
次循环片段８可能还会访问（狌～狏）上的某些顶点，
这样片段８可能重复访问（狌～狏）上的某些顶点．不
过，应用下面的策略，即使考虑到循环，（狌～狏）上的

顶点（除狏外）被片段８恰好访问一次．
片段９．我们可以从狌出发沿着（狌～狏）、通过逐

个顶点验证方式来寻找狕，狕１（狕，狕１如算法１或引
理６约定）．由于狌的所有后代分支均为已检查分支
（引理２），从而犾（狌（１））－犾（狌）犱（犜狌）犱（性质８）．
在（狌～狏）上取狌的（唯一）双亲狓１，如果犾（狌（１））－
犾（狓１）＞犱，则狕＝狌，狕１＝狓１；否则，在（狌～狏）上取狓１
的双亲狓２，如果犾（狌（１））－犾（狓２）＞犱，则狕＝狓１，狕１＝
狓２；…依此方法，最后必能找到狕，狕１．因此，片段９
访问（狌～狕１）上的每个未检查顶点一次；但随后的片
段１０进行的运算将删除这些访问过的顶点（除
狕１外）．在片段１１，当狕１是端顶点且狕１≠狏０，狕１将标
为待检查，此时，我们可以直接转到片段８后面一行
的条件判断（取狌＝狕１．注意，片段８不需访问此种
待检查顶点狌）而无需从循环的入口处开始下次循
环，避免了片段８重复访问（狌～狏）上的顶点；若狕１
不是端顶点，必有狕１＝狏（意味着前面片段１０进行
的运算删除了狏的一个分支）．

根据以上讨论，我们可得到：
算法１直至结束，片段８不访问已检查顶点，待

检查顶点可能被片段８访问一次，不在犙０中的未检
查顶点被片段８访问一次，不访问犙０中的未检查顶
点．片段９不访问已检查顶点和待检查顶点，不在
犙０中的未检查顶点被片段９访问一次，犙０中的未检
查顶点狏被片段９访问至多犱（狏）次（若狏≠狏０，狏的
每个后代分支各对应一次，共犱（狏）－１次；若狏＝
狏０，狏０的每个后代分支也各对应一次，共犱（狏）次）．
因为已检查顶点、待检查顶点、未检查顶点分别至多
有狀个，故考虑到循环，片段８、片段９访问的顶点
总数不超过
（狀＋狀）＋狀＋∑狏∈犙０，狏≠狏０

（犱（狏）－１）＋犱（狏０（ ））＝犗（狀）．
（４）片段１０、片段１２、片段１４．主要时间耗费在

运算．考虑到循环，全部运算所耗费的时间为
犗（狀）．

（５）片段１５、片段１７、片段１８．分别参考注５、
注４的说明．考虑到循环，总的时间耗费为犗（狀）．

（６）片段１３、片段１６．实际上，片段１３、片段１６
只需把不是已检查顶点的顶点标为已检查（即路径
（狌～狏）中除狏外的顶点，引理２）．注意，任何顶点只
要标为已检查后，不可能标为未检查、待检查．考虑
到循环，总的时间耗费为犗（狀）．

（７）循环．每次循环将处理犜中对应犙的栈顶
元素的顶点的一个后代分支，该顶点的某个后代分
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支每多处理一次，表明前次循环刚刚得到了Π犱（犜０）
的一个元素．因此，循环次数不超过
π犱（犜０）＋∑狏∈犙０，狏≠狏０

（犱（狏）－１）＋犱（狏０）＝犗（狀）．
综上所述，算法１的时间耗费为犗（狀）．证毕．

４　算　例
例．求图２所示树犜的３子树划分问题，其中

顶点旁的数字为顶点编号（例如顶点编号１表示顶
点狏１、顶点编号１０表示顶点狏１０），标在边的上方或
右边的数字为对应边的权值．

图２　按标号Ｄ标号的树

解．现用算法１求解．置犱＝３．
（１）初始化．
π３（犜）＝０；Π３（犜）＝．
取狏０＝狏１，将犜按标号Ｄ标号（见图２，顶点的标号写

在顶点编号后面的括号中），犙＝｛狏５，狏１｝．
把所有的端顶点标为待检查，其余顶点标为未检查（见

图２，未检查顶点、已检查顶点、待检查顶点分别用白色、黑
色、半白半黑小圆圈表示．下同）．

对犻＝１，３，５，６，７，８，１０，置狏（１）犻＝狏犻，狏（２）犻＝狏犻，犱（犜狏犻）＝０．
（２）取犙的栈顶元素狏５，狏＝狏５，取狏５的最左边的未检

查的后代分支犜（狏５，狏６），取犜（狏５，狏６）中的待检查顶点狌＝
狏６．因为犾（狌（１））－犾（狏）＝犾（狏（１）６）－犾（狏５）＝犾（狏６）－犾（狏５）＝４－
３＝１＜犱，且犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）＝犾（狏（１）６）＋犾（狏（１）５）－
２犾（狏５）＝犾（狏６）＋犾（狏５）－２犾（狏５）＝４＋３－２×３＝１＜犱，故将
犜（狏５，狏６）标为已检查．又因犾（狌（１））＝犾（狏（１）６）＝犾（狏６）＝４，
犾（狏（１））＝犾（狏（１）５）＝犾（狏５）＝３，即犾（狌（１））＞犾（狏（１）），故犱（犜狏）＝
犱（犜狏５）＝ｍａｘ｛犱（犜狌），犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）｝＝
ｍａｘ｛犱（犜狏６），犾（狏（１）６）＋犾（狏（１）５）－２犾（狏５）｝＝ｍａｘ｛０，４＋３－２×
３｝＝１；狏（２）＝狏（２）５＝狏（１）５＝狏５；狏（１）＝狏（１）５＝狌（１）＝狏（１）６＝狏６．即得
犜（狏５，狏６）标为已检查，犱（犜狏５）＝１，狏（１）５＝狏６，狏（２）５＝狏５．

（３）继续考虑犙的栈顶元素狏５，狏＝狏５，取狏５的最左边
的未检查的后代分支犜（狏５，狏７），取犜（狏５，狏７）中的待检查顶
点狌＝狏７．类似（２）可得：犜（狏５，狏７）标为已检查，犱（犜狏５）＝２，

狏（１）５＝狏７，狏（２）５＝狏６．
（４）继续考虑犙的栈顶元素狏５，狏＝狏５，取狏５的最左边

的未检查的后代分支犜（狏５，狏８），取犜（狏５，狏８）中的待检查顶
点狌＝狏８．类似（２）可得：犜（狏５，狏８）标为已检查，犱（犜狏５）＝３，
狏（１）５＝狏８，狏（２）５＝狏７．

（５）继续考虑犙的栈顶元素狏５，狏＝狏５，取狏５的最左边
的未检查的后代分支犜（狏５，狏９），取犜（狏５，狏９）中的待检查顶
点狌＝狏１０．因为犾（狌（１））－犾（狏）＝犾（狏１０（１））－犾（狏５）＝犾（狏１０）－
犾（狏５）＝６－３＝３＝犱，但犾（狌（１））＋犾（狏（１））－２犾（狏）＝犾（狏１０（１））＋
犾（狏（１）５）－２犾（狏５）＝犾（狏１０）＋犾（狏８）－２犾（狏５）＝６＋５－２×３＝５＞
犱，犾（狌（１））＝犾（狏（１）１０）＝犾（狏１０）＝６，犾（狏（１））＝犾（狏（１）５）＝犾（狏８）＝５，
即犾（狌（１））＞犾（狏（１）），故Π３（犜）＝Π３（犜）∪｛犜（狏５，狏９）－狏５｝＝
｛｛狏９，狏１０｝｝（为了简明起见，Π３（犜）中的子树用该子树的顶点
集表示．下同），π３（犜）＝π３（犜）＋１＝１，犜＝犜（犜（狏５，狏９）－
狏５）（见图３）．

图３　更新后的树
（６）继续考虑犙的栈顶元素狏５，狏＝狏５，狏≠狏０且不存在

狏５的未检查的后代分支，于是将狏５标为待检查；犙＝犙－
｛狏｝＝｛狏１｝．

（７）取犙的栈顶元素狏１，狏＝狏１，取狏１的最左边的未检
查的后代分支犜（狏１，狏２），取犜（狏１，狏２）中的待检查顶点狌＝
狏３．类似（２）可得：犜（狏１，狏２）标为已检查，犱（犜狏１）＝３，狏（１）１＝
狏３，狏（２）１＝狏１．

（８）继续考虑犙的栈顶元素狏１，狏＝狏１，取狏１的最左边的
未检查的后代分支犜（狏１，狏４），取犜（狏１，狏４）中的待检查顶点
狌＝狏５．易得Π３（犜）＝｛｛狏９，狏１０｝，｛狏５，狏６，狏７，狏８｝｝，π３（犜）＝２；
狏４标为待检查，狏（１）４＝狏４，狏（２）４＝狏４，犱（犜狏４）＝０．

（９）继续考虑犙的栈顶元素狏１，狏＝狏１，取狏１的最左边
的未检查的后代分支犜（狏１，狏４），取犜（狏１，狏４）中的待检查顶
点狌＝狏４．易得犜（狏１，狏４）标为已检查，Π３（犜）＝｛｛狏９，狏１０｝，
｛狏５，狏６，狏７，狏８｝，｛狏２，狏３｝｝，π３（犜）＝３；犱（犜狏１）＝１，狏（１）１＝狏４．

（１０）继续考虑犙的栈顶元素狏１，狏＝狏１，狏＝狏０且不存在
狏１的未检查的后代分支，于是Π３（犜）＝Π３（犜）∪｛犜｝＝
Π３（犜）∪｛（狏１，狏４）｝＝｛｛狏９，狏１０｝，｛狏５，狏６，狏７，狏８｝，｛狏２，狏３｝，
｛狏１，狏４｝｝，π３（犜）＝π３（犜）＋１＝４，犜＝．

从而Π３（犜）＝｛｛狏９，狏１０｝，｛狏５，狏６，狏７，狏８｝，｛狏２，狏３｝，
｛狏１，狏４｝｝，π３（犜）＝４．

算法１结束．

３６６４期 蔡延光等：犱子树划分问题



５　结束语
由于对结构非常简单的图，犱子树划分问题是

一个ＮＰ完全问题，因此，研究一般图的犱子树划
分问题的多项式时间近似算法非常有必要．当然，寻
找在实际应用中常见网络类型或理论上有较大价值
的特殊类图（如区间图、仙人掌图）的犱子树划分问
题的多项式时间精确算法也值得重视．

参考文献

［１］ＹａｎＪＨ，ＣｈａｎｇＧＪ．Ｔｈｅｐａｔｈｐａｒｔｉｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍｉｎｂｌｏｃｋ
ｇｒａｐｈｓ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔｔｅｒｓ，１９９４，５２（６）：３１７
３２２

［２］ＳｔｅｉｎｅｒＧ．Ｏｎｔｈｅ犽ｐａｔｈｐａｒｔｉｔｉｏｎｏｆｇｒａｐｈｓ．Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００３，２９０（３）：２１４７２１５５

［３］ＣａｉＹａｎＧｕａｎｇ，ＺｈａｎｇＸｉｎＺｈｅｎｇ，ＱｉａｎＪｉｎＸｉｎ，ＳｕｎＹｏｕ
Ｘｉａｎ．Ａｎ犗（狀）ａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒωｐａｔｈｐａｒｔｉｔｉｏｎｏｆｅｄｇｅｗｅｉｇｈ
ｔｅｄｆｏｒｅｓｔｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｆｔｗａｒｅ，２００３，１４（５）：８９７９０３（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）
（蔡延光，张新政，钱积新，孙优贤．边赋权森林ω路划分的
犗（狀）算法．软件学报，２００３，１４（５）：８９７９０３）

［４］ＡｒｉｋａｔｉＳＲ．Ｇｒａｐｈｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ：Ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌａｎｄ
ｐａｒａｌｌｅｌａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ［Ｐｈ．Ｄ．ｄｉｓｓｅｒｔａｔｉｏｎ］．Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆ
ＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＡｌｂｅｒｔａ，Ｅｄｍｏｎｔｏｎ，１９９４

［５］ＭｉｓｒａＪ，ＴａｒｊａｎＲＥ．Ｏｐｔｉｍａｌｃｈａｉｎｐａｒｔｉｔｉｏｎｓｏｆｔｒｅｅｓ．Ｉｎ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔｔｅｒｓ，１９７５，４（１）：２４２６

［６］ＢｏｎｕｃｃｅｌｌｉＭＡ，ＢｏｖｅｔＤＰ．Ｍｉｎｉｍｕｍｎｏｄｅｄｉｓｊｏｉｎｔｐａｔｈ
ｃｏｖｅｒｉｎｇｆｏｒｃｉｒｃｕｌａｒａｒｃｇｒａｐｈ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔ
ｔｅｒｓ，１９７９，８（４）：１５９１６１

［７］ＡｒｉｋａｔｉＳＲ，ＲａｎｇａｎＣＰ．Ｌｉｎｅａｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｏｐｔｉｍａｌｐａｔｈ
ｃｏｖｅｒｐｒｏｂｌｅｍｏｎｉｎｔｅｒｖａｌｇｒａｐｈｓ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ
Ｌｅｔｔｅｒｓ，１９９０，３５（３）：１４９１５３

［８］ＭｏｒａｎＳ，ＷｏｌｆｓｔａｈｌＹ．Ｏｐｔｉｍａｌｃｏｖｅｒｉｎｇｏｆｃａｃｔｉｂｙｖｅｒｔｅｘ
ｄｉｓｊｏｉｎｔｐａｔｈｓ．ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，１９９１，８４（２）：
１７９１９７

［９］ＤａｍａｓｃｈｋｅＰ，ＤｅｏｇｕｎＪＳ，ＫｒａｔｓｃｈＤ，ＳｔｅｉｎｅｒＧ．Ｆｉｎｄｉｎｇ
Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎｐａｔｈｓｉｎｃｏｃｏｍｐａｒａｂｉｌｉｔｙｇｒａｐｈｓｕｓｉｎｇｔｈｅｂｕｍｐ
ｎｕｍｂｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｏｒｄｅｒ，１９９２，８（４）：３８３３９１

［１０］ＳｒｉｋａｎｔＲ，ＳｕｎｄａｒａｍＲ，ＳｉｎｇｈＫＳ，ＲａｎｇａｎＣＰ．Ｏｐｔｉｍａｌ
ｐａｔｈｃｏｖｅｒｐｒｏｂｌｅｍｏｎｂｌｏｃｋｇｒａｐｈｓａｎｄｂｉｐａｒｔｉｔｅｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ
ｇｒａｐｈｓ．ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，１９９３，１１５（２）：３５１
３５７

［１１］ＷｏｎｇＰＫ．Ｏｐｔｉｍａｌｐａｔｈｃｏｖｅｒｐｒｏｂｌｅｍｏｎｂｌｏｃｋｇｒａｐｈｓ．
ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，１９９９，２２５（１２）：１６３１６９

［１２］ＬｉｎＲ，ＯｌａｒｉｕＳ，ＰｒｕｅｓｓｅＧ．Ａｎｏｐｔｉｍａｌｐａｔｈｃｏｖｅｒａｌｇｏ
ｒｉｔｈｍｆｏｒｃｏｇｒａｐｈｓ．Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ＆ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓｗｉｔｈＡｐｐｌｉ
ｃａｔｉｏｎｓ，１９９５，３０（８）：７５８３

［１３］ＮａｋａｎｏＫ，ＯｌａｒｉｕＳ，ＺｏｍａｙａＡＹ．Ａｔｉｍｅｏｐｔｉｍａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ
ｆｏｒｔｈｅｐａｔｈｃｏｖｅｒｐｒｏｂｌｅｍｏｎｃｏｇｒａｐｈｓ．ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔ
ｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００３，２９０（３）：１５４１１５５６

［１４］ＨｕｎｇＲＷ，ＣｈａｎｇＭＳ．Ｆｉｎｄｉｎｇａｍｉｎｉｍｕｍｐａｔｈｃｏｖｅｒｏｆａ
ｄｉｓｔａｎｃｅｈｅｒｅｄｉｔａｒｙｇｒａｐｈｉｎｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｔｉｍｅ．ＤｉｓｃｒｅｔｅＡｐ
ｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００７，１５５（１７）：２２４２２２５６

［１５］ＡｓｄｒｅＫ，ＮｉｋｏｌｏｐｏｕｌｏｓＳＤ，ＰａｐａｄｏｐｏｕｌｏｓＣ．Ａｎｏｐｔｉｍａｌ
ｐａｒａｌｌｅｌｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｐａｔｈｃｏｖｅｒｐｒｏｂｌｅｍｏｎ犘４ｓｐａｒｓｅ
ｇｒａｐｈｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＰａｒａｌｌｅｌａｎｄＤｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，
２００７，６７（１）：６３７６

［１６］ＰａｎＪＪ，ＣｈａｎｇＧＪ．Ｐａｔｈｐａｒｔｉｔｉｏｎｆｏｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｓｐｅｃｉａｌ
ｂｌｏｃｋｓ．ＤｉｓｃｒｅｔｅＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００５，１４５（３）：４２９
４３６

［１７］ＹａｎＪＨ，ＣｈｕｎｇＧＪ，ＨｅｄｅｔｎｉｅｍｉＳＭ，ＨｅｄｅｔｎｉｅｍｉＳＴ．犽
Ｐａｔｈｐａｒｔｉｔｉｏｎｉｎｔｒｅｅｓ．ＤｉｓｃｒｅｔｅＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９９７，
７８（１３）：２２７２３３

［１８］ＪｉｎＺ，ＬｉＸ．Ｏｎｔｈｅ犽ｐａｔｈｃｏｖｅｒｐｒｏｂｌｅｍｆｏｒｃａｃｔｉ．Ｔｈｅｏｒｅｔｉ
ｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００６，３５５（３）：３５４３６３

［１９］ＢｏｎｄｙＪＡ，ＭｕｒｔｙＵＳＲ．ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙｗｉｔｈＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．
ＮｅｗＹｏｒｋ：ＴｈｅＭａｃＭｉｌｌａｎＰｒｅｓｓＬｔｄ．，１９７６

［２０］ＧａｒｅｙＭＲ，ＪｏｈｎｓｏｎＤＳ．ＣｏｍｐｕｔｅｒｓａｎｄＩｎｔｒａｃｔａｂｉｌｉｔｙ：Ａ
ＧｕｉｄｅｔｏｔｈｅＴｈｅｏｒｙｏｆＮＰＣｏｍｐｌｅｔｅｎｅｓｓ．ＳａｎＦｒａｎｃｉｓｃｏ：
Ｗ．Ｈ．Ｆｒｅｅｍａｎ，１９７９

［２１］ＹａｎｎｋａｋｉｓＭ，ＧａｖｒｉｌＦ．Ｅｄｇｅｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔｓｉｎｇｒａｐｈｓ．ＳＩ
ＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９８０，３８（３）：３６４３７２

［２２］ＨａｎｄｌｅｒＧＲ，ＭｉｒｃｈａｎｄａｎｉＰＢ．ＬｏｃａｔｉｏｎｏｎＮｅｔｗｏｒｋｓ．
Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ：ＴｈｅＭＩＴＰｒｅｓｓ，１９７９

犆犃犐犢犪狀犌狌犪狀犵，ｂｏｒｎｉｎ１９６３，
Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈ
ｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｎｔｒｏｌａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
ｏｆｎｅｔｗｏｒｋ，ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，
ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎｄｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ
ｄｅｃｉｓｉｏｎｓｕｐｐｏｒｔｉｎｇｓｙｓｔｅｍ．

犣犎犃犖犌犢狌狀，ｂｏｒｎｉｎ１９６３，Ｐｈ．Ｄ．，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．
ｓｕｐｅｒｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｃｕｒｒｅｎｔｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅｃｏｎｔｒｏｌ
ａｎｄｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆｎｅｔｗｏｒｋ，ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｏｆｃｏｎｔｒｏｌｎｅｔｗｏｒｋ，
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