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基于否证蕴含的极小一阶不可满足子式求解算法
张建民　沈胜宇　李思昆
（国防科学技术大学计算机学院　长沙　４１００７３）

摘　要　解释公式不可满足的原因在软件分析与验证等众多领域都具有非常重要的理论与应用价值，而极小不可
满足子公式能够为公式不可满足的原因提供精炼的解释，帮助应用领域的自动化工具迅速定位错误，准确地诊断
问题失败的本质缘由．文中针对极小一阶不可满足子式的求解问题，引入了否证蕴含图及其正向与逆向可达结点
的概念，并证明了不可满足子式与否证蕴含图之间的关系．基于二者的关系，提出了基于冲突分析与否证蕴含的极
小一阶不可满足子式求解算法，并融合了蕴含图剪枝技术，以提高算法效率．通过实验与当前最优的深度优先搜索算
法进行了比较，结果表明：文中的算法显著优于深度优先搜索算法，并且随着公式复杂度的增加，性能优势更加明显．
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１　引　言
近年来，命题逻辑的可满足求解技术得到了飞

速的发展，涌现了众多高效的ＳＡＴ求解器，目前
ＳＡＴ求解器已经成为软件分析与验证等领域的重
要工具．但是，命题逻辑限于其相对较弱的表达能
力，无法表达许多领域的问题，例如，软件的分析与



验证［１］、实时系统的验证［２］等；而在另外一些应用
中，如汇编代码与ＲＴＬ级Ｖｅｒｉｌｏｇ代码的验证问
题［３］，布尔逻辑虽然也能够表达与处理，但由于其抽
象层次较低，例如字变量会转换为一组无关的布
尔变量，因此大大增加了问题的规模，显著提高了
空间与时间的开销．而基于非量化一阶逻辑的可满
足问题，即可满足性模理论（ＳａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙＭｏｄｕｌｏ
Ｔｈｅｏｒｉｅｓ，ＳＭＴ）问题恰好弥补了ＳＡＴ技术的不足，
迅速成为验证领域的研究热点．可满足性模理论问
题源于实际应用需求，例如软件的形式化验证、电子
设计自动化与人工智能等众多领域的问题，都能够
规约为非量化一阶逻辑公式，采用ＳＭＴ求解器来
解决．当公式不可满足时，通常要求查找不可满足的
原因，诊断与定位问题的错误，这就要求移除公式中
与不可满足无关的短句，只保留一部分短句，也就是
提取公式的不可满足子式．而极小不可满足子式，即
其所有真子式都是可满足的，能够给出关于公式不
可满足更加精确的解释，迅速地定位错误，应用也更
加广泛［４６］．

近年来，涌现了众多提取布尔不可满足子式的
算法［７１５］，成为形式验证领域最活跃的分支之一．然
而，自从抽象层次更高、表达能力更强的可满足性模
理论出现之后，ＳＡＴ面临被ＳＭＴ取代的趋势，并且
随着ＳＭＴ求解技术的飞速发展，ＳＭＴ求解器已经
能够解决实际领域中较大规模的问题，为求解ＳＭＴ
不可满足子式提供了可靠的理论基础与实践平台，
因此ＳＭＴ不可满足子式的求解方法将成为今后研
究的重点及主要突破的方向．Ｃｉｍａｔｔｉ等［１６］首次提出
了求解ＳＭＴ不可满足子式的算法ＬｅｍｍａＬｉｆｔｉｎｇ，
该算法采用分离的布尔不可满足子式求解算法与
ＳＭＴ求解器相结合的方法，但该算法并不能保证所
得到的ＳＭＴ不可满足子式的极小性．显然，相对于
不可满足子式来说，极小不可满足子式的求解难度
更大，算法复杂度更高．因此到目前为止，国际上还
没有公开发表的针对如何求解ＳＭＴ极小不可满足
子式的研究成果．

针对极小ＳＭＴ不可满足子式的求解问题，本
文提出基于冲突分析与否证蕴含的极小ＳＭＴ不可
满足子式求解算法（ＣｏｎｆｌｉｃｔＡｎａｌｙｓｉｓａｎｄＲｅｆｕｔａ
ｔｉｏｎＩｍｐｌｉｃａｔｉｏｎＭｉｎｉｍａｌＵｎｓａｔｉｓｆｉａｂｌｅＳｕｂｆｏｒｍｕ
ｌａｅＥｘｔｒａｃｔｏｒ，ＣＡＲＩＭＵＳＥ）．首先给出否证蕴含图
及其正向与逆向可达结点的概念，而后证明它们与
不可满足子式的关系．算法基于这些结论，通过记录
ＳＭＴ求解器在证明公式不可满足性的过程中产生

的消解否证，同时构造其否证蕴含图，而后依次选择
蕴含图中原始短句，通过检测原始短句的正向不可
达结点集的可满足性，来确定该短句是否属于极小
不可满足子式；若结点集是可满足的，则将该原始短
句加入不可满足子式；否则，从否证蕴含图中删除该
短句及其冲突短句，构造更小的否证蕴含图；如此反
复迭代，直到遍历否证蕴含图中的原始短句，这时就
得到极小ＳＭＴ不可满足子式．为了提高搜索效率，
算法中集成了蕴含图剪枝技术，该技术将证明正向
不可达结点集的不可满足的步骤，转换为证明正向
可达结点集中不存在一条其短句都为假的路径，大
大减小了算法的搜索空间．实验结果表明，ＣＡＲＩ
ＭＵＳＥ算法的效率明显高于求解极小不可满足子
式的深度优先搜索算法ＤＦＳＭＵＳＥ①；并且随着公
式复杂度的增加，性能优势更加显著．

２　背景知识
可满足模理论问题基于不包含全称与存在量词

的一阶逻辑公式．根据一阶逻辑的定义，一个狀元项
τ可以表示为

τ··＝狓｜犳（τ１，…，τ狀） （１）
其中狓表示个体变元或常元，犳表示狀元函数变元
或常元．而非量化一阶逻辑公式φ表示为
φ··＝犘（τ１，…，τ狀）｜τ０＝τ１｜　﹁φ０｜φ０∨φ１｜φ０∧φ１

（２）
其中τ犻为项，１犻狀，犘为狀元谓词变元．

定义１（可满足性模理论问题）．　给出一个非
量化的一阶逻辑公式φ以及一个赋值模型犕，犕
包含一个非空域｜犕｜，其中对于狀元函数变元犳，
犕（犳）：犳→狀｜犕｜，对于谓词变元犘，犕（犘）｜犕｜狀，
对于个体变元狓，犕（狓）∈｜犕｜；公式φ中一个项τ
的赋值为犕［狓］＝犕（狓），犕［犳（τ１，…，τ狀）］＝
犕（犳）（犕［τ１］，…，犕［τ狀］）．那么，犕φ定义为犕
犘（τ１，…，τ狀）（犕［τ１］，…，犕［τ狀］）∈犕（犘）；犕
τ０＝τ１犕［τ０］＝犕［τ１］；犕　﹁φ０犕｜≠φ０；犕
φ０∨φ１犕φ０或犕φ１；犕φ０∧φ１犕φ０且
犕φ１，如果存在这样的赋值模型犕，使得犕φ，
那么称公式φ是可满足的；否则，称公式φ是不可满
足的．

可满足性模理论问题实际上是解决非量化一阶
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①ＤＦＳＭＵＳＥ算法及其实现见ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｓｓｙｐｕｂ．ｏｒｇ／～
ｚｊｍ／ｐｕｂｓ／ｕｎｓｍｔ＿ｃｏｒｅ＿ＴＲ．ｐｄｆ．它是由本文作者设计的极
小ＳＭＴ不可满足子式的求解算法．



逻辑公式的可满足性问题，其公式中的函数变元与
谓词变元通常基于一些特定的理论域，而这些理论
域都源于应用领域中实际问题的抽象．目前比较常
见的理论域包括整数集／实数集上的线性算术
（犔犐犃／犔犚犃）、整数集／实数集上的差分逻辑（犐犇犔／
犚犇犔）、等式与未解释函数（犈犝犉）、数组（犃犚）以及
位向量（犅犞）等．ＳＭＴ求解技术经过近几年的快速
发展，相继出现了Ｅａｇｅｒ方法、Ｌａｚｙ方法以及最新
的ＤＰＬＬ（犜）算法［１７］，同时ＳＭＴ求解器也逐渐走向
成熟与完善，目前已经能够解决实际应用中较大规
模的问题，为求解不可满足子式奠定了基础．

定义２（ＳＭＴ不可满足子式）．　给出一个不可
满足的非量化一阶逻辑公式φ，ψ＝∧狀１犆犻是公式φ
的一个ＳＭＴ不可满足子式当且仅当ψ是不可满足
的，并且ψφ，即犻，１犻狀，若犆犻∈ψ，则犆犻∈φ，
其中犆犻表示短句．

定义３（极小ＳＭＴ不可满足子式）．　给出不可
满足的非量化一阶逻辑公式φ及其一个不可满足子
式ψ，那么ψ是极小ＳＭＴ不可满足子式当且仅当
ψ，使得是可满足的．

对于ＳＭＴ公式来说，如果其某个不可满足子
式的所有真子式都是可满足的，那么它是极小不可
满足子式．显然，相对于不可满足子式来说，极小不
可满足子式的求解难度更大，算法复杂度也更高．但
是极小不可满足子式能够给出关于公式不可满足原
因更加精确的解释，迅速诊断与定位错误，在实际应
用中具有更重要的理论与应用价值．

由于在ＳＭＴ求解器中，都将输入公式转换为
合取范式形式从而证明其可满足性，因此可以利用
ＣＮＦ公式的消解理论来提取极小不可满足子式．下
面给出消解的定义与消解原理．

定义４（消解）．　设犆犻与犆犼为两个短句，若犾犻∈
犆犻与犾犼∈犆犼是一对互补的文字，则称（犆犻＼犾犻）∨（犆犼＼犾犼）
为犆犻与犆犼的消解式，其中犾犻和犾犼称为消解基，犆犻和
犆犼称为消解母式．

引理１［１８］．　若短句犆为犆犻与犆犼的消解式，则
（犆犻，犆犼）犆．

引理２［１８］．　若犆犻＝犾犻与犆犼＝犾犼为两个单元短
句，并且犾犻和犾犼是一对互补的文字，则犆犻与犆犼的消
解式为空短句，即（犆犻，犆犼）⊥．

定义５（消解序列）．　设犛为短句集，且犆为短
句，若存在短句的有穷序列犆０，…，犆狀，满足

（１）犆狀＝犆；
（２）令０犻狀，则短句犆犻至少满足下列两个条

件之一：
（ｉ）犆犻∈犛；
（ｉｉ）犼，犽，使得（犆犼，犆犽）犆犻，其中０犼，犽＜犻，

那么称短句犆为犛的消解结果，表示为犛｜｜犆，并
将犆０，…，犆狀称为由犛导出犆的消解序列．

引理３［１８］．　设犛为短句集，且犆为短句，若
犛｜｜犆，则犛犆．

引理４（消解原理）［１８］．　短句集犛为不可满足
的当且仅当犛｜｜⊥．

３　算法原理
如果根据定义３的方法求解极小ＳＭＴ不可满

足子式，假设一个不可满足子式｜ψ｜＝狀，那么要进
行２狀－２次可满足性的判断，才能确定ψ的极小性．
所以算法的复杂度非常高，执行效率也比较低．经过
分析，能够得出下面的结论．

引理５．　给出不可满足的非量化一阶逻辑公
式φ，及其一个不可满足子式ψ＝∧狀１犆犻，其中犆犻为短
句，那么ψ是极小ＳＭＴ不可满足子式，当且仅当从
ψ中删除任意一个短句犻，犆犻∈ψ，１犻狀，都使得
ψ＼犆犻是可满足的．

采用反证法易证引理５，这里不再赘述．根据该
结论，算法只需将不可满足子式删除其中任意一个
短句后，测试剩余短句构成公式的可满足性，只需进
行狀次可满足性判断，即可确定其极小性，从而大大
简化了求解极小ＳＭＴ不可满足子式的过程，降低
了算法复杂性．

根据消解原理，若短句集是不可满足的，那么经
过有限步消解可以得到空短句，因此将消解序列的
概念延伸，得到消解否证的定义．

定义６（消解否证）．　给出一个不可满足的
ＳＭＴ公式φ，令集合犆犾犪（φ）＝｛犆｜犆为φ中的短
句｝，若｛犆０，…，犆狀｝是犆犾犪（φ）导出的消解序列，且
犆狀＝⊥，则称犚＝｛犆０，…，犆狀－１，⊥｝为公式φ的一个
消解否证．

为了能够高效地求解极小不可满足子式，需要
将ＳＭＴ求解器产生的从原始公式到空短句的消解
过程记录并转换为一种简洁清晰的数据结构，因此
引入了短句蕴含图的概念．

定义７（短句蕴含图）．　给出一个不可满足的
ＳＭＴ公式φ，犌（犞，犈）为一个有向无环图．假设犞＝
犞狉∪犞犮，其中犞狉是由犌中所有始发结点构成的集
合，即犞狉中结点的入度为０，并且狏犻∈犞狉，结点狏犻
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对应的短句犆犻∈φ；而犞犮是由犌中所有非始发结点
构成的集合，由消解结果短句与理论求解器返回的
学习短句构成，称为冲突短句，记为犇＝｛犆犮１，
犆犮２，…，犆犮狀｝．那么，

（１）犞狉＝犆犾犪（φ），其中犆犾犪（φ）＝｛犆｜犆为φ中
的短句｝；

（２）对于每一个冲突短句犆犮犻，都存在一个消解
序列犛犻＝｛犆犻１，犆犻２，…，犆犻犼，犆犮犻｝，使得

（ｉ）犽，１犽犼，犆犻犽满足下列两个条件之一：
①犆犻犽∈犆犾犪（φ）；②１犾犻，犆犮犾∈犇，使得犆犻犽＝犆犮犾；

（ｉｉ）犿，１犿犼，在犈中存在唯一的边犲犻犿，对
应于犆犻犿→犆犮犻；

（３）出度为０的最终结点对应的短句为犆犮狀＝⊥．
若满足上面的条件，则犌（犞，犈）称为公式φ的

短句蕴含图．
而不可满足子式本质上反映的是短句蕴含图中

结点之间的逻辑关系，因此引入短句蕴含图中正向
可达结点与逆向可达结点的概念．

定义８（正向可达结点）．　给出ＳＭＴ公式φ，
犌（犞，犈）为φ的一个短句蕴含图，如果从结点α经过
狀（狀０）条边能够到达结点β，即存在一条α到β的
路径，那么称β是α的正向可达结点．在犌（犞，犈）
中，从结点α出发所有正向可达结点构成的集合表
示为犉犚狏（犌，α）；而从结点α出发所有正向不可达
的结点构成的集合表示为犉犚狏（犌，α）．

定义９（逆向可达结点）．　给出ＳＭＴ公式φ，
犌（犞，犈）为φ的一个短句蕴含图，如果从结点β经过
狀（狀０）条边能够到达结点α，即存在一条β到α的
路径，那么称β是α的逆向可达结点．在犌（犞，犈）
中，到达α的所有逆向可达结点构成的集合表示为
犅犚狏（犌，α）；而不可到达α的结点构成的集合表示为
犅犚狏（犌，α）．

定理１．　给出一个不可满足的ＳＭＴ公式φ，
存在一个φ的消解序列犚＝｛犆０，…，犆狀－１｝，当且仅
当存在一个对应于犚的短句蕴含图犌（犞，犈）．

证明．　首先证明充分性，针对消解序列犚所
包含的短句数狀采用数学归纳法证明．

当狀＝１时，犚只包含１个短句，显然成立；当
狀＝３时，假设犚＝｛犆０，犆１，犆２｝，则消解过程为
（犆０，犆１）犆２，且犆０，犆１∈φ；根据定义７，犞狉＝
｛犆０，犆１｝，犞犮＝｛犆２｝，犈＝｛犲１，犲２｝，其中边犲１与犲２分别
由犆０与犆１指向犆２，构成犌（犞狉∪犞犮，犈），满足短句蕴
含图的定义，因此结论成立；

假设狀犿，结论成立；
当狀＝犿＋１时，犚产生最终消解结果犆犽的步骤

表示为（犆犻，犆犼）犆犽，根据定义７构造短句蕴含图，
此时存在两种情况：

第１种情况．犆犻与犆犼中只有一个是原始短句，
这里假设犆犼∈φ；而犆犻的消解序列犚犻＝｛犆０，…，犆犻｝
包含至多犿个短句，符合假设条件，那么存在一个
对应于犚犻的短句蕴含图犌犻（犞狉犻∪犞犮犻，犈犻）．而后令
犞狉＝犞狉犻∪｛犆犼｝，犞犮＝犞犮犻∪｛犆犽｝，犈＝犈犻∪｛犲１，犲２｝，其
中犲１与犲２分别由犆犻与犆犼指向犆犽，构成犌（犞狉∪犞犮，
犈），满足定义７，因此犌（犞狉∪犞犮，犈）为短句蕴含图．

第２种情况．犆犻φ，且犆犼φ，假设犆犻与犆犼的
消解序列分别为犚犻和犚犼，其包含的短句数记为狀犻与
狀犼．由于犽犿，且犆犻φ，犆犼φ，因此狀犻犿－１，
狀犼犿－１，符合假设条件，那么存在犚犻与犚犼对应的
短句蕴含图犌犻（犞狉犻∪犞犮犻，犈犻）和犌犼（犞狉犼∪犞犮犼，犈犼）．而
后，令犞狉＝犞狉犻∪犞狉犼，犞犮＝犞犮犻∪犞犮犼∪｛犆犽｝，犈＝犈犻∪
犈犼∪｛犲１，犲２｝，其中犲１与犲２分别由犆犻与犆犼指向犆犽，从
而构成犌（犞狉∪犞犮，犈），满足定义７，因此犌（犞狉∪犞犮，
犈）为短句蕴含图．

所以，给出一个消解序列犚，则必定存在一个对
应于犚的短句蕴含图犌（犞，犈）．

下面证明结论的必要性，假设存在一个短句蕴
含图犌（犞狉∪犞犮，犈），那么针对结点数｜犞｜采用数学
归纳法进行证明．

当｜犞｜＝１时，犌只包含一个空短句，显然成立；
当｜犞｜＝３时，根据定义７，犞犮＝｛犆２｝，犞狉＝｛犆０，犆１｝，
且（犆０，犆１）犆２，那么对应于犌的消解序列犚＝
｛犆０，犆１，犆２｝；

假设｜犞｜犿时，结论成立；
当｜犞｜＝犿＋１时，假设犌的最终结点为犆犽，且

（犆犻，犆犼）犆犽，犲犻犽：犆犻→犆犽，犲犼犽：犆犼→犆犽，那么将犌中
的结点犆犽以及边犲犻犽与犲犼犽删除，那么剩余的结点和
边分别构成两个子图犌犻（犞犻，犈犻）与犌犼（犞犼，犈犼），符合
定义７，犌犻和犌犼为短句蕴含图，并且满足｜犞犻｜犿，
｜犞犼｜犿．根据假设条件，可以得到犌犻与犌犼的消解
序列犚犻和犚犼；那么令短句集合犚＝｛犆｜犆∈犚犻或
犆∈犚犼或犆＝犆犽｝，由于（犆犻，犆犼）犆犽，且犆犻∈犚犻，
犆犼∈犚犼，因此犚构成犆犽的消解序列．

所以，给出一个短句蕴含图犌（犞，犈），则必定存
在一个对应于犌的消解序列犚．

综合上面充分性与必要性的证明，得到结论：存
在一个φ的消解序列犚，当且仅当存在一个对应于
犚的短句蕴含图犌（犞，犈）． 证毕．
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在证明输入公式不可满足性的过程中，通过修
改ＳＭＴ求解器，使其记录所有冲突结点的消解序
列，以及空短句的消解否证，同时逐步构造短句蕴含
图犌（犞，犈）．通常来讲，并不是犌（犞，犈）中所有短句
都参与到消解空短句的过程，仅是空短句的逆向可
达结点集犅犚狏（犌，⊥）才参与该过程．因此能够将
犌（犞，犈）化简，把所有与空短句消解无关的结点及
其边都删除，只保留消解否证中的结点，那么这种非
冗余的短句蕴含图称为否证蕴含图．下面给出否证
蕴含图的定义．

定义１０（否证蕴含图）．　给出不可满足公式φ，
及其一个短句蕴含图犌（犞，犈），如果从犌中的每个
短句犆出发，都至少存在一条路径到达空短句⊥，
那么犌为否证蕴含图，记为犌犚（犞⊥，犈⊥）．

如果将定理１的结论扩展到否证蕴含图与消解
否证上，是否仍然成立？经过分析，给出下面的
结论．

定理２．　给出一个不可满足的ＳＭＴ公式φ，
存在一个φ的消解否证犚＝｛犆０，…，犆狀－１，⊥｝，当且
仅当存在一个对应于犚的否证蕴含图犌犚（犞⊥，犈⊥）．

证明．　将定理１中的消解序列的概念扩展到
消解否证，而短句蕴含图的概念相应地延伸到否证
蕴含图，根据定义６与１０，易证．

给出一个不可满足的ＳＭＴ公式φ以及φ的一
个短句蕴含图犌（犞，犈），那么否证蕴含图犌犚（犞⊥，
犈⊥）＝犌犚（犞狉∪犞犮，犈⊥）的构造方法为：其结点集合
犞⊥＝｛狏犻｜狏犻∈犅犚狏（犌犚，⊥）｝，即短句蕴含图中所有
空短句⊥的逆向可达结点集，其中犞狉＝犞⊥∩φ，

犞犮＝犞⊥－犞狉；而边的集合犈⊥＝｛犲犻犼：狏犻→狏犼｜狏犻，狏犼∈
犅犚狏（犌犚，⊥）｝，即犈⊥由所有始点与终点均在
犅犚狏（犌犚，⊥）中的边构成．那么，根据公式φ的否证
蕴含图犌犚（犞⊥，犈⊥），如何得到ＳＭＴ不可满足子
式？下面的结论给出解决方法．

定理３．　给出不可满足ＳＭＴ公式φ的一个消
解否证犚，以及犚对应的否证蕴含图犌犚（犞⊥，犈⊥），
那么犅犚狏（犌犚，⊥）∩φ中的短句合取构成的公式是
φ的一个不可满足子式．

证明．　假设ψ为犅犚狏（犌犚，⊥）∩φ中所有短
句通过合取构成的公式．那么犆∈ψ，由于犆∈
犅犚狏（犌犚，⊥），根据定义９与１０，表明从短句犆对应
的结点出发，存在一条路径到达空短句⊥，也就是说
犆参与到空短句的消解过程；根据引理４，犛ψ｜｜⊥，
其中犛ψ表示由公式ψ中短句构成的短句集，则ψ是
不可满足的．并且证明过程基于犆∈φ，所以ψ
φ，且ψ是不可满足的，根据定义２，ψ为φ的一个不
可满足子式． 证毕．

下面通过一个例子来说明否证蕴含图及其与不
可满足子式的关系．假设一个ＣＮＦ形式的ＳＭＴ公
式φ为
φ＝（犪∨　﹁（狓＜０）∨（狔１））∧　﹁（狓＜０）∧

（犪∨（狓＜０）∨（狔１））∧（　﹁犪∨（狓＋狔＞３））∧
（犪∨（狓＜０）∨　﹁（狔１））∧（（狓＜０）∨
（狓＋狔＞３））∧（　﹁犪∨　﹁（狓＋狔＞３）） （３）
公式φ基于整数集上的线性算术（ＬＩＡ）理论

域，其中狓和狔为个体变元，犪是命题变元．图１给
出了公式φ的一个否证蕴含图犌犚（犞狉∪犞犮，犈⊥）．根

图１　公式φ的否证蕴含图
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据定义１０，犞狉＝｛犆１，犆２，犆３，犆４，犆５，犆６，犆７｝，犞犮＝
｛犆８，犆９，犆１０，犆１１，犆１２，犆１３，⊥｝，并且犞狉∪犞犮中的所
有结点到空短句都是可达的，即犞狉∪犞犮＝犅犚狏（犌，
⊥）．在图１中，短句犆４的正向可达结点集为
犉犚狏（犌犚，犆４）＝｛犆４，犆９，犆１１，犆１２，犆１３，⊥｝，而短句
犆１２的逆向可达结点集为犅犚狏（犌犚，犆１２）＝｛犆１，犆２，
犆３，犆４，犆５，犆８，犆９，犆１１，犆１２｝．根据定理３，φ的不可满
足子式为狓＝犆１∧犆２∧犆３∧犆４∧犆５∧犆６∧犆７．

４　基于否证蕴含的求解算法
求解极小ＳＭＴ不可满足子式的ＣＡＲＩＭＵＳＥ

算法基于定理３的结论，其主要过程为：通过保存
ＳＭＴ求解器在证明公式不可满足性时产生的一系
列消解步骤，构成消解否证，并转换为一个否证蕴含
图；但是定理３只能从否证蕴含图中提取不可满足
子式，并不保证其极小性，因此算法需要进一步地推
演．首先依次选择蕴含图中的原始短句，删除该短句
及其相关的冲突短句，将否证蕴含图中的剩余结点
构成一个子公式，调用ＳＭＴ求解器检测其可满足
性，此时通过蕴含图剪枝技术加速该过程；若子公式
是可满足的，则将当前的原始短句加入到不可满足
子式中；否则，表明原始短句不属于极小不可满足子
式，因此将该短句及其冲突短句对应的结点与边从
蕴含图中移除，同时保证非冗余性，从而构造一个更
小的否证蕴含图；而后不断循环，直到遍历否证蕴含
图中的所有原始短句，此时就得到极小ＳＭＴ不可
满足子式．ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法的伪代码如图２所示．

ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法的输入为ＳＭＴＬＩＢ格式的
公式φ，目标是得到φ的极小不可满足子式．首先，
算法解析输入公式，并利用ＳＭＴ求解器来求解其
可满足性，并保存所有的消解步骤，同时构造一个短
句蕴含图犌（犞，犈），但当前的犌（犞，犈）对于空短句
的消解过程来说可能是冗余的，因此需要将其化简
为一个非冗余的短句蕴含图，即否证蕴含图．这里令
犌犚（犞⊥，犈⊥）＝犌犚（犞狉∪犞犮，犈⊥）表示一个否证蕴含
图，其中犞狉是指犌犚中所有始发结点的集合，对应于
原始公式φ中的短句，而犞犮代表所有非始发结点构
成的集合，即中间产生的消解结果短句与理论求解
器输出的学习短句．

而后算法利用函数ＣｈｏｏｓｅＣｌａｕｓｅ选择犞犝中的
一个原始短句犆α，检测其是否属于极小ＳＭＴ不可
满足子式．在算法构造否证蕴含图犌（犞，犈）的过程

中，同时求解结点α的正向不可达结点集合
犉犚狏（犌犚，α）．根据定义８，正向不可达结点集
犉犚狏（犌犚，α）是指在犌（犞，犈）中从α出发所有不可达
的结点构成的集合．为了检测结点α对应的短句犆α
是否属于极小不可满足子式，从犌犚（犞狉∪犞犮，犈⊥）中
删除α的正向可达结点集合犉犚狏（犌犚，α），即令
犉犚狏（犌犚，α）中结点对应的短句构成的公式作为输
入，调用ＳＭＴ求解器求解的可满足性．由于
犌犚（犞⊥，犈⊥）是否证蕴含图，因此空短句⊥总是属于
α的正向可达结点集合犉犚狏（犌犚，α），也就是，从α出
发经过有限条边最终总能到达结点狏⊥，所以空短句
⊥不会包含在公式中．那么，算法以犉犚狏（犌犚，α）转
换后的公式作为输入公式，要么证明是可满足
的，要么最终产生空短句．
算法．　极小ＳＭＴ不可满足子式的求解算法ＣＡＲＩＭＵＳＥ
输入：ＳＭＴ公式φ输出：极小不可满足子式犕犻狀犻犿犪犾犝犛
１．解析公式φ，转换为内部数据结构；
２．记录ＳＭＴ求解器的消解过程犛犚；
３．根据犛犚为公式φ构造一个短句蕴含图犌（犞，犈）；
４．将犌（犞，犈）化简为否证蕴含图犌犚（犞狉∪犞犮，犈⊥）；
５．犕犻狀犻犿犪犾犝犛＝；
６．犞犝＝犞狉；
７．ｗｈｉｌｅ（犞犝≠）ｄｏ
８．　　犆α＝ＣｈｏｏｓｅＣｌａｕｓｅ（犞犝）；
９．　　犕＝犉犚狏（犌犚，α）；
１０．将犕转化为子公式；
１１．ｉｆ（ＳＭＴｓｏｌｖｅｒｒｅｔｕｒｎｉｓｓａｔｉｓｆｉａｂｌｅ）ｔｈｅｎ
１２．　　犕犻狀犻犿犪犾犝犛＝犕犻狀犻犿犪犾犝犛∪｛犆α｝；
１３．　　犞犝＝犞犝－｛犆α｝；
１４．ｅｌｓｅ
１５．　　记录求解器的消解过程犛犕；
１６．　　根据犛犕构造的短句蕴含图犌犕（犞狉犕∪犞犮犕，犈犕）；
１７．　　犞狉犖＝犞狉－｛犆α｝；
１８．　　犞犮犖＝犉犚狏（犌犚，α）∪犞犮犕；
１９．　　犈犖＝｛犈⊥－犈犉犚狏（犌犚，α）｝∪犈犕；
２０．　　转换为φ的短句蕴含图犌犖（犞狉犖∪犞犮犖，犈犖）；
２１．　　将犌犖化简为φ的否证蕴含图犌犘（犞狉犘∪犞犮犘，犈犘）；
２２．　　犌犚（犞狉∪犞犮，犈⊥）←犌犘（犞狉犘∪犞犮犘，犈犘）；
２３．　　犞犝＝犞狉犘；
２４．ｒｅｔｕｒｎ犕犻狀犻犿犪犾犝犛．

图２　ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法

如果ＳＭＴ求解器证明犉犚狏（犌犚，α）对应的公式
是可满足的，令φ＼犆α表示从原始公式φ中移除短
句犆α后的子公式，那么表明能够得到φ＼犆α的可满足
赋值模型，所以短句犆α属于极小ＳＭＴ不可满足子
式，将犆α加入犕犻狀犻犿犪犾犝犛集合中，而后跳转到犞犝
中的下一个原始短句．如果ＳＭＴ求解器返回公式
是不可满足的，表示犆α不属于当前所求解的极小不
可满足子式，此时算法从否证蕴含图犌犚（犞⊥，犈⊥）
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中移除犆α及其冲突短句所对应的结点；但是必须保
证删除这些结点与边后，犌犚仍为一个否证蕴含图，
即算法要基于犉犚狏（犌犚，α）中的结点构造一个更小的
但完整的否证蕴含图，下面介绍其构造方法．

由于公式是不可满足的，因此求解器返回一
个消解过程犛犕，而后算法构造一个公式的短句蕴
含图犌犕（犞狉犕∪犞犮犕，犈犕）．根据定义７，短句蕴含图的
所有始发结点必须是原始公式中的短句，而犌犕的所
有始发结点集合犞狉犕对应的短句集合为犉犚狏（犌犚，α），
因此犌犕仅为的短句蕴含图，而不构成原始公式φ
的短句蕴含图，不能将其作为算法后面循环的输入．
但是，犌犕（犞狉犕∪犞犮犕，犈犕）中冗余的始发结点都是
犌犚（犞⊥，犈⊥）中的冲突短句，并且从结点α出发是不
可达的，因此可以从集合犞狉＼犆α中提取这些冲突短
句的始发结点，并且将原始图犌犚（犞⊥，犈⊥）中那些
从结点狏犻∈犞狉＼犆α到狏犼∈犉犚狏（犌犚，α）的边：狏犻→狏犼添
加到犌犕中，就能够保证其始发结点对应的短句都属
于φ，从而把犌犕扩展为一个短句蕴含图．

根据前面的步骤，ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法能够构造
一个新的短句蕴含图犌犖（犞狉犖∪犞犮犖，犈犖），其始发结点
集合犞狉犖＝犞狉＼犆α，冲突短句集合犞犮犖＝犉犚狏（犌，α）∪
犞犮犕，边的集合是犈犖＝（犈⊥－犈犉）∪犈犕，其中犈犉表
示所有起点或终点属于犉犚狏（犌犚，α）的边．由于
犌犖（犞狉犖∪犞犮犖，犈犖）可能是冗余的，不构成原始公式φ
的否证蕴含图，因此要将犌犖化简为否证蕴含图
犌犘（犞狉犘∪犞犮犘，犈犘）．在化简的过程中，犌犖中的一些原
始短句也可能会被删除，因此在每次检测到一个原始
短句犆α不属于极小不可满足子式时，算法不仅要删
除犆α，而且可能移除其它一些原始短句．而后算法
检犞狉犘是否为空，若不为空，算法通过函数Ｃｈｏｏｓｅ
Ｃｌａｕｓｅ选择下一个原始短句，继续循环；否则，算法
终止，此时犕犻狀犻犿犪犾犝犛即为公式φ的极小ＳＭＴ不
可满足子式．另外，改变ＣｈｏｏｓｅＣｌａｕｓｅ函数的选择
策略，以不同的顺序输出短句，能够得到不同的极小
ＳＭＴ不可满足子式．

根据定理３的结论，算法仅能从ＳＭＴ公式的
否证蕴含图中提取不可满足子式，而不能保证其极
小性，因此算法必须在否证蕴含图的基础上进一步
演绎，才能得到极小ＳＭＴ不可满足子式．下面给出
图２所示的ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法的正确性证明．

定理４．　给出一个不可满足ＳＭＴ公式φ，那
么ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法的最终结果犕犻狀犻犿犪犾犝犛为φ

的一个极小ＳＭＴ不可满足子式．
证明．　根据定理３，算法的１～４行得到了φ

的一个不可满足子式，即否证蕴含图犌犚（犞狉∪犞犮，
犈⊥）的结点集犞狉对应的所有短句的合取，记为ψ．

而后算法从犞狉中移除短句犆α，将犉犚狏（犌犚，α）转
换后的公式作为求解器的输入．这时存在两种
情况：

第１种情况（１１～１３行）：是可满足的，即ψ｛犆α｝
是可满足的，而ψ是不可满足子式，根据引理５，犆α
属于极小不可满足子式，保存到犕犻狀犻犿犪犾犝犛中；

第２种情况（１５～２３行）：是不可满足的，即从
ψ中移除犆α不改变ψ的最终消解结果，所以犆α不属
于极小不可满足子式；而后算法移除犆α及其相关的
冲突短句，构造一个更小的短句蕴含图犌犖（犞狉犖∪
犞犮犖，犈犖），并将其化简为φ的否证蕴含图犌犘（犞狉犘∪
犞犮犘，犈犘）；由于保证了下一次循环的输入始终为非冗
余的否证蕴含图，犌犘保留了构成极小不可满足子式
的短句，那些在化简过程中删除的原始短句对于空
短句的消解来说是冗余的，因此它们不属于极小不
可满足子式．

算法继续循环，直到ψ为空．由于犕犻狀犻犿犪犾犝犛
ψ，根据上面的证明，每次加入的短句犆α都是必要
的，而删除的短句都是冗余，所以，犕犻狀犻犿犪犾犝犛为φ
的一个极小ＳＭＴ不可满足子式． 证毕．

以式（３）给出的公式φ为例来说明ＣＡＲＩ
ＭＵＳＥ算法的执行过程．假设函数ＣｈｏｏｓｅＣｌａｕｓｅ返
回的短句是犆１，那么算法检测犆１是否属于极小不可
满足子式．而犉犚狏（犌犚，犆１）＝｛犆２，犆３，犆４，犆５，犆６，犆７，
犆９，犆１０，犆１１｝，那么子公式为＝犆２∧犆３∧犆４∧犆５∧
犆６∧犆７∧犆９∧犆１０∧犆１１．将作为ＳＭＴ求解器的输
入，那么得到是不可满足的，并返回的短句蕴含
图犌犕（犞狉犕∪犞犮犕，犈犕），其中犞狉犕＝｛犆２，犆７，犆１０，犆１１｝，
犞犮犕＝｛犪∨（狓＜０），犪，⊥｝，令犆１４＝犪∨（狓＜０），犆１５＝
犪，犆１６＝⊥，犲犻，犼：犆犻→犆犼，则犈犕＝｛犲２，１４，犲１１，１４，犲１４，１５，
犲７，１５，犲１０，１６，犲１５，１６｝．但是犞狉犕中的短句不都属于原始
公式φ，因此算法将其扩展为公式φ的短句蕴含图
犌犖（犞狉犖∪犞犮犖，犈犖），如图３所示．由于这个例子比较
简单，犌犖（犞狉犖∪犞犮犖，犈犖）也为φ的否证蕴含图，表明
算法从φ的初始否证蕴含图犌犚（犞狉∪犞犮，犈⊥）中移
除了结点｛犆１，犆８，犆１２，犆１３｝．而后算法以犌犖（犞狉犖∪
犞犮犖，犈犖）作为输入，继续循环．
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图３　移除短句犆１后的否证蕴含图

５　蕴含图剪枝技术
为了提高ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法的效率，实现了一

种基于否证蕴含图的剪枝技术（ＲｅｆｕｔａｔｉｏｎＩｍｐｌｉｃａ
ｔｉｏｎＧｒａｐｈＰｒｕｎｉｎｇ，ＲＩＧＰｒｕｎｉｎｇ）．该优化方法的基
本思想是：给出一个不可满足的公式φ，将其划分为
两个子公式φ＝∧ψ，那么当一个部分赋值模型犕
使＝ｔｒｕｅ时，则ψ＝ｆａｌｓｅ．那么算法求解犉犚狏（犌犚，
α）对应的公式的可满足性赋性时，只要搜索
犉犚狏（犌犚，α）中所有从结点α到空短句的路径，证明
不存在一条这样的路径：该路径上的所有短句都为
ｆａｌｓｅ，那么就可以表明是不可满足的，这样能够显
著地减小变元赋值的搜索空间，加速公式可满足性
的判定过程．下面给出蕴含图剪枝技术原理的证明
过程．

定理５．　给出不可满足的ＳＭＴ公式φ及其否
证蕴含图犌犚（犞⊥，犈⊥），若一个部分赋值模型犕
犉犚狏（犌犚，α），那么存在一个从α到空短句的路径
犘＝｛α，…，狏⊥｝犉犚狏（犌犚，α），犕使得犛＝｛犆α，…，
⊥｝中的所有短句都为ｆａｌｓｅ．

证明．　采用反证法，假设不存在从α到空短句
的路径犘＝｛α，…，狏⊥｝．

根据定义８与假设，空短句⊥对应的结点狏⊥不
包含在α的可达结点集合中，即狏⊥∈犉犚狏（犌，α）．

由于犕犉犚狏（犌，α），即部分赋值模型犕使得
犉犚狏（犌，α）中的所有短句都为ｔｒｕｅ，那么犉犚狏（犌，α）
中存在一个结点割集犞狊，其对应的短句通过合取构
成的子公式φ狊是可满足的．但是空短句狏⊥∈犞狊，根

据引理４得到，φ狊是不可满足的，产生矛盾．
所以，假设错误．结论成立． 证毕．
根据定理５的逆否命题：如果某个赋值模型犕

使得犉犚狏（犌，α）中从结点α到空短句的某条路径上
的每个短句都为ｆａｌｓｅ，那么犕犉犚狏（犌，α），即犕
为犉犚狏（犌，α）的可满足赋值模型．蕴含图剪枝技术利
用定理５的逆否命题，如果证明犌犚（犞⊥，犈⊥）中不存
在这样的路径犘：犘上所有短句都为ｆａｌｓｅ，那么就说
明犉犚狏（犌，α）是不可满足的．通常来说，犉犚狏（犌，α）
所包含的短句数远远大于犉犚狏（犌，α）的短句数，因
此在大多数情况下采用这种方法能够大大简化求解
犉犚狏（犌，α）的可满足性的过程，从而提高算法的
效率．

以式（３）给出的公式φ为例来说明定理５的
结论，犌犚（犞狉∪犞犮，犈⊥）为φ的否证蕴含图，则
犉犚狏（犌犚，犆５）＝｛犆１，犆２，犆３，犆４，犆６，犆７，犆８｝，那么使
得犉犚狏（犌犚，犆５）可满足的部分赋值模型犕＝｛犪，
　﹁（狓＋狔＞３），　﹁（狓＜０）｝，那么存在一条路径犘＝
｛犆５，犆１０，犆１３，⊥｝犉犚狏（犌犚，犆５），犕使得犘中的每
个短句都为ｆａｌｓｅ．

函数ＲＩＧＰｒｕｎｉｎｇ实现了否证蕴含图的剪枝技
术，集成于ＳＭＴ求解器中．ＲＩＧＰｒｕｎｉｎｇ的基本运
行过程为：首先，将犉犚狏（犌，α）中所有结点α到结点
狏⊥的路径构成一个子图，记为犌α．而公式由
犉犚狏（犌犚，α）中所有结点对应的短句的合取构成，而
后求解器以与犌α作为输入，以深度优先的搜索方
式查找犌α中未被赋值的变元，并令其为ｆａｌｓｅ．如果
在赋值过程中，产生了真值为ｔｒｕｅ的短句或冲突短
句，那么就将变元的赋值回溯．求解器在犌α的每条
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路径上不断地搜索，直到下面的两种情况之一出现：
①产生一个部分赋值模型犕，犕使得犌α中的

某条路径上的短句都为ｆａｌｓｅ，那么求解器继续搜索
未赋值的变元，直至得到犉犚狏（犌，α）的可满足赋值
模型；

②遍历完整个犌α，表明犌α中不存在其上所有
短句都为ｆａｌｓｅ的路径，表明公式是不可满足的；
此时ＳＭＴ求解器继续搜索，直到产生的消解
否证．

６　实验结果与分析
为了验证算法的有效性，采用业界标准的ＳＭＴ

Ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ２００７测试集作为基准测试向量；ＳＭＴ
Ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ测试集是一年一度的国际计算机辅助
验证ＣＡＶ会议中针对ＳＭＴ求解器进行性能评估
与竞赛的测试标准，其所有公式都来源于实际的工
业应用．基于测试集中的公式将基于冲突分析与否
证蕴含的算法ＣＡＲＩＭＵＳＥ与深度优先搜索算法
ＤＦＳＭＵＳＥ进行了对比与分析，二者的输入都是
ＳＭＴＬＩＢ格式的公式，算法的运行环境是２．５ＧＨｚ

的Ａｔｈｌｏｎ２ＣＰＵ，内存２ＧＢ，操作系统为Ｌｉｎｕｘ的
机器．

求解极小ＳＭＴ不可满足子式的ＣＡＲＩＭＵＳＥ
算法采用Ｃ＋＋与ＳＴＬ实现．算法中公式的可满足性
检测过程基于一个开源的ＳＭＴ求解器ＡｒｇｏＬｉｂ①，
它基于ＤＰＬＬ（犜）算法，目前支持的理论域包括线
性算术（ＬＲＡ／ＬＩＡ）与差分逻辑（ＲＤＬ／ＩＤＬ）．两种
算法的运行时限都设置为１８００ｓ．表１给出了
ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法与ＤＦＳＭＵＳＥ算法基于测试集
中１５个典型公式的实验结果．表中第２列数据是每
个公式所包含的变元数；第３列表示每个公式所包
含的短句数；第４、５列给出了求解ＳＭＴ不可满足
子式算法（ＬｅｍｍａＬｉｆｔｉｎｇ＋ＡＭＵＳＥ）［１６］的结果短
句数与运行时间，该算法不保证不可满足子式的极
小性．第６、７列分别是深度优先搜索算法（ＤＦＳ
ＭＵＳＥ）的运行时间与所提取极小不可满足子式包
含的短句数．第８、９列分别是基本冲突分析与否证
蕴含算法（不包含蕴含图剪枝的优化过程）与完整
ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法的执行时间对比；最后一列是基本
与完整ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法得到的极小不可满足子式
的长度．表中所有公式的运行时间都是以ｓ为单位．

表１　犆犃犚犐与犇犉犛算法在犛犕犜测试集上的实验结果
标准测试程序 变量数 公式

短句数
求解ｕｎｓａｔｃｏｒｅ［１６］
时间／ｓ结果短句数

ＤＦＳＭＵＳＥ
时间／ｓ结果短句数

ＣＡＲＩＭＵＳＥ
时间１／ｓ时间２／ｓ结果短句数

ｂａｄ＿ｅｃｈｏｓ＿ａｓｃｅｎｄ．ｂａｓｅ ５８ ２５９ １．８２ １１５ ５．１８ 　１１ 　４．８９　４．６２ 　１１
ｓｃ＿ｉｎｉｔ＿ｆｒａｍｅ＿ｇａｐ．ｂａｓｅ ５８ ２６５ １．７８ １１９ ５．１１ １３ ４．８４ ４．５８ １３
ｇｏｏｄ＿ｆｒａｍｅ＿ｕｐｄａｔｅ．ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ ８９ ４３９ ８．５８ ２０８ ２９．００ １６１ ２５．６７ ２３．２１ １６１
ｇｏｏｄ＿ｆｒａｍｅ＿ｕｐｄａｔｅ．ｂａｓｅ ８９ ４６７ ２０．５６ ４０２ ７２．８１ ３１１ ６０．０３ ５４．６５ ３１１
ｗｉｎｄｏｗｒｅａｌｓａｆｅ２２ ３７ ４０４ ０．４４ ２７９ ０．７３ １８８ ０．６８ ０．６７ １８８
ｗｉｎｄｏｗｒｅａｌｓａｆｅ２ ３７ ４１１ ０．４５ ２８６ ０．７５ １９５ ０．７０ ０．６８ １９５
ｌｐｓａｔｇｏａｌ１ ８３ １３４５ ０．８０ １９２ １．６７ １７ １．５８ １．５０ １７
ｌｐｓａｔｇｏａｌ２ １４２ ２６５０ ５．５２ １６９３ １２．３０ １２８３ １１．６０ １０．７２ １２８３
ｌｐｓａｔｇｏａｌ３ ２０１ ３９５５ １８．３５ ２９６８ ４３．４７ ２５４８ ３８．２２ ３３．０９ ２５４８
ｗｉｎｄｏｗｒｅａｌｎｏ＿ｔ＿ｄｅａｄｌｏｃｋ１５ ２１９ ２９３３ ４５．２０ ２１９８ １７６．９６ １３５１ １４８．６４ １３０．９６ １３５１
ｗｉｎｄｏｗｒｅａｌｎｏ＿ｔ＿ｄｅａｄｌｏｃｋ１６ ２３３ ３１２８ ５２．３６ ２３４２ ２０８．１３ １４４１ １７３．０９ １５１．９０ １４４１
ｗｉｎｄｏｗｒｅａｌｎｏ＿ｔ＿ｄｅａｄｌｏｃｋ１７ ２４７ ３３２３ ７３．１１ ２４８５ ２９３．３８ １５３１ ２４５．６１ ２１１．３３ １５３１
ｗｉｎｄｏｗｒｅａｌｎｏ＿ｔ＿ｄｅａｄｌｏｃｋ１８ ２６１ ３５１９ ８５．０２ ２６２７ ３４７．２４ １６２２ ２８８．６８ ２４６．４８ １６２２
ｗｉｎｄｏｗｒｅａｌｎｏ＿ｔ＿ｄｅａｄｌｏｃｋ１９ ２７５ ３７１４ １１２．５７ ２７６４ ４６３．７８ １７１２ ３８１．２４ ３２４．６４ １７１２
ｗｉｎｄｏｗｒｅａｌｎｏ＿ｔ＿ｄｅａｄｌｏｃｋ２０ ２８９ ３９０９ ７１５．２０ ２８９７ ５４７．４４ １８０２ ４４０．８０ ３７２．９５ １８０２

图４给出了ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法与ＤＦＳＭＵＳＥ
算法基于ＳＭＴＣｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ２００７测试集中的４组
典型公式的实验结果，其中横坐标轴表示原始公式
所包含的短句数，而纵坐标轴表示算法的运行时间，
单位为ｓ，图中的两条曲线分别表示ＣＡＲＩＭＵＳＥ
算法与ＤＦＳＭＵＳＥ算法随公式的短句数递增时运
行时间的变化趋势．图４（ａ）是基于ｉｎｆｂａｋｅｒｙｍｕｔｅｘ
测试集，其公式所包含的短句数范围是６５～１０５３；

图４（ｂ）对应于ｗｉｎｄｏｗｒｅａｌｎｏ＿ｔ＿ｄｅａｄｌｏｃｋ测试集，
其公式包含的短句数范围是２０３～３９０８；图４（ｃ）是
基于ｐｕｒｓｕｉｔｓａｆｅｔｙ测试集，其公式短句数的范围是
１１３～１７６３；而图４（ｄ）的测试集是ｇａｓｂｕｒｎｅｒｐｒｏｐ３，
其短句数范围是２８～５２２．
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图４　ＣＡＲＩＭＵＳＥ与ＤＦＳＭＵＳＥ基于４组ＳＭＴ测试集的对比
图５给出了ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法与ＤＦＳＭＵＳＥ

算法基于ＳＭＴＣｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ２００７测试集中２００个
公式的实验结果，运行时限为１８００ｓ，其中横坐标轴
表示冲突分析与否证蕴含算法ＣＡＲＩＭＵＳＥ的运
行时间，纵坐标轴表示深度优先搜索算法的ＤＦＳ
ＭＵＳＥ的运行时间，二者都采用了对数（ｌｇ）坐标，时
间单位为ｓ．

图５　ＣＡＲＩＭＵＳＥ与ＤＦＳＭＵＳＥ基于ＳＭＴ
Ｃｏｍｐｅｔｉｔｉｏｎ２００７测试集的对比

从表１、图４与图５的实验结果可以看出，
ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法能够有效地求解ＳＭＴ公式的极
小不可满足子式．从表１以及图４（ａ）～（ｄ）中能够
直观地看出，ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法明显优于深度优先

搜索算法ＤＦＳＭＵＳＥ．根据表１的结果，完整
ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法的运行时间小于去除蕴含图剪枝
过程的基本算法，因此蕴含图剪枝技术能够加速算
法的可满足性判定过程．另外从表１可以看出，
ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法得到的极小不可满足子式的短句
数显著小于ＬｅｍｍａＬｉｆｔｉｎｇ＋ＡＭＵＳＥ算法得到的
不可满足子式，但运行时间要大于后者；而在实际应
用中，极小不可满足子式能够给出关于公式不可满
足更加精确的解释，迅速地定位错误，应用也更加
广泛．

在图５中，所有测试集中的公式都位于对角线
的上方，但为了数据在图中分布的均匀性，采用了对
数坐标系，因此两个算法性能的比值接近于对角线，
但是同样能够表明ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法明显优于
ＤＦＳＭＵＳＥ算法．其主要原因是ＣＡＲＩＭＵＳＥ算
法采用了一种更为有效的机制来移除公式中的冗余
短句，它每次从否证蕴含图的原始短句集合中删除
的短句数为狀１，ＤＦＳＭＵＳＥ算法每次循环都只
从原始公式中删除一个短句．另外，根据表１的实验
结果，对于测试集中的ＳＭＴ公式，极小不可满足子
式所包含的短句数远远小于原始公式的短句数，通
常占公式总短句数的１％～５０％左右，所以极小不
可满足子式能够给出公式不可满足原因更加精确的
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解释，更加迅速地诊断与定位错误．
根据图４（ａ）～（ｄ）的实验结果分析，可以发现

当公式所包含的短句数与变元数较少时，尽管
ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法优于ＤＦＳＭＵＳＥ算法，但是两
种算法的性能差距并不十分显著；而后随着公式复
杂度的增大，即其短句数与变元数逐渐增加时，
ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法与ＤＦＳＭＵＳＥ算法的运行时间
差距越来越大．表１的实验结果也在一定程度上反
映了这个规律．而在图５中，随着运行时间的推移，
也就是说公式的复杂度越来越大，ＣＡＲＩＭＵＳＥ与
ＤＦＳＭＵＳＥ算法的性能比值的总体趋势是越来越
偏离对角线，表明ＣＡＲＩＭＵＳＥ与ＤＦＳＭＵＳＥ算
法的性能差距越来越显著．综上所述，可以给出一个
结论：ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法明显优于ＤＦＳＭＵＳＥ算
法；并且随着公式包含的变元数与短句数不断增加
时，ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法的性能优势更加显著．这主要
是由于当公式较小时，当把短句蕴含图化简为否证
蕴含图时，通常每次只能删除一个原始短句，ＣＡＲＩ
ＭＵＳＥ算法的优势并没有体现出来；但是当公式的
复杂度增加时，当短句蕴含图进行约简时，多数情况
下会删除多个原始短句，那么就会提高构造极小不
可满足子式的效率，而ＤＦＳＭＵＳＥ算法每次循环
通常都只从原始公式中删除一个短句，因此这时
ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法的性能优势就更加明显．

７　结束语
本文针对极小ＳＭＴ不可满足子式的求解问

题，引入了否证蕴含图及其正向与逆向可达结点集
的概念，并证明了它们与不可满足子式的关系；提出
了基于冲突分析与否证蕴含的极小ＳＭＴ不可满足
子式的求解算法．该算法首先为输入公式构造否证
蕴含图，而后选择并移除一个原始短句，通过检测该
短句的正向不可达结点集的可满足性，从而确定它
是否属于极小不可满足子式．算法融合了蕴含图剪
枝技术，从而显著地减小了算法的搜索空间．实验结
果表明，ＣＡＲＩＭＵＳＥ算法优于深度优先搜索算法
ＤＦＳＭＵＳＥ，并且随着公式逐渐增大，ＣＡＲＩ
ＭＵＳＥ算法的性能优势更加显著，并通过实验证明
了蕴含图剪枝技术的有效性．

致　谢　感谢ＡｒｇｏＬｉｂ的作者ＦｉｌｉｐＭａｒｉｃ提供了
求解器的所有源代码，并针对本文的算法提出了许
多建议！
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