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摘　要　已有的流形学习方法仅能建立点对点的降维嵌入，而未建立高维数据流形空间与低维表示空间之间的相
互映射．此缺陷已限制了流形学习方法在诸多数据挖掘问题中的进一步应用．针对这一问题，文中提出了两种新型
高效的流形结构重建算法：快速算法与稳健算法．其均以经典的Ｉｓｏｍａｐ方法内在运行机理为出发点，进而推导出
高维流形空间与低维表示空间之间双向的显式映射函数关系，基于此函数即可实现流形映射的有效重建．理论分
析与实验结果证明，所提算法在计算速度、噪音敏感性、映射表现等方面相对已有方法具有明显优势．

关键词　数据降维；流形学习；等距特征映射；模式分类；特征描述
中图法分类号ＴＰ１８　　　犇犗犐号：１０．３７２４／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０１０．００５４５

犃犖犲狑犕犪狀犻犳狅犾犱犚犲犮狅狀狊狋狉狌犮狋犻狅狀犕犲狋犺狅犱犅犪狊犲犱狅狀犐狊狅犿犪狆
ＭＥＮＧＤｅＹｕ　ＸＵＣｈｅｎ　ＸＵＺｏｎｇＢｅｎ

（犐狀狊狋犻狋狌狋犲犳狅狉犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犪狀犱犛狔狊狋犲犿犛犮犻犲狀犮犲狊，犡犻’犪狀犑犻犪狅狋狅狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犡犻’犪狀　７１００４９）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｍｏｓｔｏｆｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙｒｅｄｕｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓｏｎｌｙｒｅａｌｉｚｅｄａｔａｅｍ
ｂｅｄｄｉｎｇｆｒｏｍｈｉｇｈｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｔｏｌｏｗｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｄａｔａｓｐａｃｅｓｂｕｔｎｏｔｄａｔａｍａｐｐｉｎｇｂｅｔｗｅｅｎ
ｔｈｅｍ，ｗｈｉｃｈｒｅｓｔｒｉｃｔｔｈｅｉｒａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｔｏａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｎｄｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎｔａｓｋｓ．Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｐｒｏｐｏ
ｓｅｓｔｗｏｎｅｗｄａｔａｍａｐｐｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ，ｆａｓｔｍｅｔｈｏｄａｎｄｒｏｂｕｓｔｍｅｔｈｏｄｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｗｈｉｃｈｒｅａｌｉｚｅｓ
ｄａｔａｍａｐｐｉｎｇｆｒｏｍｄａｔａｅｍｂｅｄｄｉｎｇｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｉｎｔｒｉｎｓｉｃｅｘｅｃｕｔｉｖｅｍｅｃｈａｎｉｓｍｏｆＩｓｏｍａｐ，ｏｎｅｏｆ
ｔｈｅｍｏｓｔｗｅｌｌｋｎｏｗｎｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙｒｅｄｕｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ．Ｉｔａｌｓｏｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｅｓｔｉ
ｍａｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｐｒｅｃｉｓｉｏｎａｎｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｓ．Ｓｏｍｅ
ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓｏｎｓｙｎｔｈｅｔｉｃａｎｄｒｅａｌｗｏｒｌｄｄａｔａｓｅｔｓａｒｅｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄ，ｗｈｉｃｈｖｅｒｉｆｉｅｓｔｈｅｆｅａ
ｓｉｂｉｌｉｔｙａｎｄｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｎｅｗｄａｔａｍａｐｐｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓ．Ｐａｒｔｉｃｕｌａｒｌｙ，ｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ，ｗｈｉｃｈ
ａｐｐｌｙｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｓｏｎｆｅａｔｕｒｅｍｏｖｉｅｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍａｎｄｐａｔｔｅｒｎｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ，
ａｒｅｄｅｓｉｇｎｅｄ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｕｒｔｈｅｒｓｈｏｗｓｔｈｅｐｏｔｅｎｔｉａｌｕｓｅｆｕｌｎｅｓｓｏｆｔｈｅｎｅｗｍｅｔｈｏｄｓ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙｒｅｄｕｃｔｉｏｎ；ｍａｎｉｆｏｌｄｌｅａｒｎｉｎｇ；Ｉｓｏｍａｐ；ｐａｔｔｅｒｎｃｌａｓｓｉｆｉｃａｔｉｏｎ；ｆｅａｔｕｒｅ
ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ

１　引　言
近年来，在数据挖掘、人工智能及信息获取等研

究领域中，常常需要处理具有高维描述特征的数据．
数据的高维特性往往给应用中的数据处理过程带来
计算效率低下、维数灾难等问题．从本质上说，实际
中高维数据的属性特征之间常存在一定的规律性和



相关性，即实际数据经常存在外在（存储的高维数）
与内在（本质的低维数）两个维数．若能获得高维数
据的本质低维表示，则一方面由于后者的本质性，可
对其进行等效处理从而高效挖掘出前者中蕴涵的信
息，另一方面由于后者的简单性，可在一定程度上解
决高维特征给数据带来的诸多问题（如维数灾难）．
因此，寻找高维数据的本质低维结构，即数据降维问
题，是极为重要的非监督学习问题之一．

传统的降维方法包括主成分分析（Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ
ＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＰＣＡ）［１］与高维尺度分析
（ＭｕｌｔｉｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＳｃａｌｉｎｇ，ＭＤＳ）［２］等方法．当数
据位于高维空间中一个低维线性超平面上时，此
类方法能够有效对其实行降维．然而，它们不能对
具有低维非线性分布结构的高维数据进行有效降
维处理，这大大限制了它们的应用范围．近年来，出
现了一类新型的非线性降维方法———流形学习降维
方法，此类的典型方法包括等距特征映射（Ｉｓｏｍｅｔｒｉｃ
Ｍａｐｐｉｎｇ，Ｉｓｏｍａｐ）［３］、局部线性嵌入（ＬｏｃａｌｌｙＬｉｎｅａｒ
Ｅｍｂｅｄｄｉｎｇ，ＬＬＥ）［４］与拉普拉斯特征映射（Ｌａｐｌａ
ｃｉａｎＥｉｇｅｎｍａｐ）［５］等．此类方法的特点在于其均假
设数据本身具有低维的流形形式（即数据空间呈现
由少数独立特征共同作用所张成的低维流形形态）．
相比其它降维方法，流形学习方法具有很多优势：首
先，其计算性能对数据的非线性流形结构具有自适
应性；其次，只涉及到较少的参数选择问题；另外，基
于非常易于理解的模型构造方式，降维后的数据特
征具有很好的可解释性．在人脸识别、手写数字辨
识、文本归类、轨迹跟踪等方面的成功应用［３６］也进
一步验证了流形学习降维方法的有效性．然而，目前
这些方法的有效应用主要体现在聚类与数据可视化
等应用领域中，当面对模式分类、回归分析、时间序
列分析等需要预测功能的数据挖掘问题时，这些方
法便会失效．主要原因是其仅实现了位于高维流形
上有限数据集的低维表示（点与点的嵌入），但并未
建立高维流形空间与对应低维表示空间之间的相互
映射关系（集合与集合的映射），这使其无法获得一
个新输入高维（或低维）空间数据在对应低维表示空
间（或高维流形空间）的映射表示．此问题已成为限
制流形学习方法进一步扩展应用的主要瓶颈［７９］．因
此，如何实现流形空间与其对应低维表示空间之间
的映射关系，或者说如何基于流形产生的数据完整
准确地重建流形结构，是目前流形学习领域亟需解
决的主要问题之一．

目前已提出了一些流形重建方法［１０］．其中最具

代表性的包括由Ｉｓｏｍａｐ方法原理延伸构造的Ｌａｎｄ
ｍａｒｋＩｓｏｍａｐ方法（ＬＩｓｏｍａｐ）［１１１２］、由ＬＬＥ方法原
理构建的ＥｘｔｅｎｄｉｎｇＬＬＥ方法（ＥＬＬＥ）［１３］、利用
ＬａｐｌａｃｉａｎＥｉｇｅｎｍａｐ类似原理而提出的Ｌｏｃａｌｉｔｙ
ＰｒｅｓｅａｒｖｉｎｇＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ方法（ＬＰＰ）［１４］与其非线性
核化方法以及其它一些方法［１５］．这些方法在应用中
的表现各有优劣，如ＬＩｓｏｍａｐ方法具有鲁棒的流形
映射表现，然而对于每个新输入数据此方法需利用
图论技术估计其与所有现有数据间的测地距离，因
而导致算法计算速度较慢；ＥＬＬＥ方法对于无噪音
数据表现良好，然而由于ＬＬＥ方法的计算性能对于
噪音干扰反应敏感，因此往往导致基于ＬＬＥ方法的
ＥＬＬＥ流形映射结果鲁棒性较差；ＬＰＰ方法本质为
针对非线性问题设计的线性方法，计算速度极快，但
由于其本质的线性特征，对于具有非线性结构的数
据往往计算失效．

针对以上问题，本文提出了两种全新的高效流
形结构重建方法．一种为计算速度较快的快速算法，
适用于无噪音非线性结构的流形重建问题；另一种
为鲁棒性较高的稳健算法，适用于更大范围的流形
重建问题．所提方法的基本构建思想是通过研究
Ｉｓｏｍａｐ运行的内在机理，概括出其本质要求的３条
假设，在这３条假设的前提下，导出了流形空间与其
对应低维表示空间之间显式的映射关系函数，进而
实现了高效流形重建．分别在标准流形数据集上对
新方法进行了无噪音干扰、带噪音干扰、计算速度与
对不同程度噪音敏感程度等方面的测试，实验结果
证明新方法相对已有方法具有明显优势．另外，我们
亦将新方法应用于降维特征动画描述、模式分类等
应用中，展示了新方法的潜在应用价值．

本文第２节将对相关的背景知识进行介绍；第３
节介绍所提快速与稳健流形结构重建算法的实现步
骤及其构建机理，并对其计算复杂度进行理论分析；
第４节介绍新方法在标准数据集上的仿真实验效
果，并展示其在降维特征动画描述、模式分类等方面
的应用效果；最后对全文进行总结．

２　犐狊狅犿犪狆概述
Ｉｓｏｍａｐ方法是一种利用全局数据信息实现数

据降维的流形学习降维方法，其主要思想是利用局
部邻域距离对数据点间的全局流形测地线距离进行
估计，通过建立原数据间测地距离与降维数据间空
间距离的对等关系从而实现数据降维．由于测地距
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离一般能够内在地反映数据的本质流形几何特征，
Ｉｓｏｍａｐ常可以成功地找到高维数据本质对应的低
维嵌入［３，１１］．其主要步骤如下：

（１）建立邻域图．定义犞为原数据集合，犈为连
接所有邻域数据对的边集合（一般取ε邻域或犽邻
域），从而建立邻域图犌＝（犞，犈）；

（２）计算测地距离．计算犞中任意两节点在邻
域图犌中的最短路径，将此最短路径值作为对应节
点间的近似测地距离估计；

（３）数据嵌入．将（２）中获得的数据测地距离矩
阵作为输入，应用经典的ＭＤＳ方法计算数据最终
低维嵌入表示．

本质上，Ｉｓｏｍａｐ方法的有效性首先要求当两节
点足够近时，它们之间的距离与其低维嵌入之间的
距离近似等同，我们称此要求为局部等距假设；另外
还要求所有节点非常稠密地分布在其所处的流形
上，我们称此要求为稠密性假设．这两条假设一方面
确保了流形的基本形状能够被数据近似表达，另一
方面保证了两数据节点的流形测地距离可由邻域图
中其间最短路径近似计算，进而保障了对Ｉｓｏｍａｐ
方法中流形距离计算的合理性．另外，数据所处的流
形被默认为光滑连续，这是由局部等距假设与低维
嵌入的连续性导出的自然结论，我们称此为连续性
假设．我们下面将基于这３条假设的数学表述形式
导出流形结构重建的策略．在给出相应的表述之前，
有必要首先标准化一些记号的意义如下．

记数据所处的高维流形集为Ω狀犚狀，对应的低
维表示集为Ω犱犚犱；两集合相互间的映射分别记为
犳：Ω犱→Ω狀，犵：Ω狀→Ω犱；初始给定的训练数据集记为
｛狓犻｝犾犻＝１Ω狀，对应的低维表示数据记为｛狔犻｝犾犻＝１
Ω犱，狓犻＝犳（狔犻），狔犻＝犵（狓犻），犻＝１，２，…，犾．数据间距离
均默认取为２范数距离．默认采用的邻域类型为
ε邻域，记位于狓犻的ε邻域内的数据为｛狓犻犼｝犾犻犼＝１，其
中犾犻为狓犻的邻域个数，对应的低维表示记为
｛狔犻犼｝犾犻犼＝１．记在Ω犱上的ε邻域为犗（狔犻，ε）．

运用这些记号，我们给出３条假设的数学表述
形式如下．

假设１（连续性假设，Ａ１）．　Ω犱，Ω狀为有界闭
集，犳∈犆２（Ω犱，Ω狀）．

假设２（局部保距假设，Ａ２）．
ｌｉｍ
ε→０

狔１，狔２∈犗（狔犻，ε）

‖犳（狔１）－犳（狔２）‖
‖狔１－狔２‖ ＝１；

且存在常数γ∈（０，１），使得任意狓犻的ε邻域数据狓

满足 ‖狓－狓犻‖
‖犵（狓）－犵（狓犻）‖－１＜γ．
假设３（稠密性假设，Ａ３）．　｛狓犻｝犾犻＝１构成Ω狀的

ε覆盖．
容易理解，上面所列的表述Ａ１，Ａ２与Ａ３分别

对应于Ｉｓｏｍａｐ有效所需满足的３个假设要求．其中
特别需要对假设Ａ２进行如下合理性说明：假设Ａ２
的前半部分本质上等价于：对于Ω犱上距离足够近的
狔１，狔２，‖犳（狔１）－犳（狔２）‖＝‖狔１－狔２‖成立．实际上，
这是Ｉｓｏｍａｐ有效的基本条件，在以往关于Ｉｓｏｍａｐ
方法的所有理论研究中，此假设均默认成立［１６１９］．
后半部分为此等距条件的一致性推广，其本质含义
是对于互为ε邻域的狓，狓犻两点，其间距离与对应低
维数据犵（狓），犵（狓犻）间距离不致偏差过大，以致产生

‖狓－狓犻‖
‖犵（狓）－犵（狓犻）‖－１→∞的异常情形．显然，这个
是一个较弱的条件，特别在连续性假设的前提下，对
于一般的流形映射，此条件均能够保证成立．

在下节中，我们将给出本文的主要结果，主要包
括基于Ｉｓｏｍａｐ的流形结构重建方法的基本构建机
理与实现步骤，并对算法进行计算可信度与复杂度
分析．

３　主要结果
基于Ｉｓｏｍａｐ方法所隐含采用的假设Ａ１～Ａ３，

可构造出流形结构的重建方法，特别地，可获得流形
集Ω狀与低维表示集Ω犱之间的相互映射关系解析函
数式．下节中，将对此构建机理进行详细介绍．
３．１　算法构建机理

在假设Ａ１的连续性条件下，容易推导出流形
映射犳：Ω犱→Ω狀能够在任一点狔犻泰勒展开为

犳（狔）＝犳（狔犻）＋犑（狔犻）（狔－狔犻）＋犚（狔，狔犻），
即

犳（狔）＝狓犻＋犑（狔犻）（狔－狔犻）＋犚（狔，狔犻） （１）
其中犑（狔犻）＝（狏１（狔犻），…，狏犱（狔犻））∈犚狀×犱为犳在狔犻点
的雅各比矩阵，犚（狔，狔犻）为泰勒余项，显然有

ｌｉｍ
狔→狔犻

‖犚（狔，狔犻）‖
‖狔－狔犻‖＝０与ｓｕｐ

狔∈Ω犱

‖犚（狔，狔犻）‖
‖狔－狔犻‖犅，

其中犅为固定的有界正常数．利用这些信息，可获
得以下定理．

定理１．　在假设Ａ１～Ａ２下，若狔犻在Ω犱中的
ε邻域具有恒常维数犱，则下式成立

犑（狔犻）Ｔ犑（狔犻）＝犐 （２）
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即列向量（狏１（狔犻），…，狏犱（狔犻））为单位向量且相互
正交．

证明．　由式（１），易得
‖犳（狔）－犳（狔犻）‖２＝（狔－狔犻）Ｔ犑（狔犻）Ｔ犑（狔犻）（狔－狔犻）＋

２犚（狔，狔犻）Ｔ犑（狔犻）（狔－狔犻）＋犚（狔，狔犻）Ｔ犚（狔，狔犻），
则有
‖犳（狔）－犳（狔犻）‖２
‖狔－狔犻‖２ ＝

　　狔－狔犻
‖狔－狔犻（ ）‖Ｔ

犑（狔犻）Ｔ犑（狔犻）狔－狔犻
‖狔－狔犻（ ）‖＋

　　２犚（狔，狔犻）
Ｔ犑（狔犻）（狔－狔犻）＋犚（狔，狔犻）Ｔ犚（狔，狔犻）

‖狔－狔犻‖２ ，
等式两边同时狔→狔犻，根据假设Ａ２，可知下式成立

１＝狏Ｔ犼犑（狔犻）Ｔ犑（狔犻）狏犼 （３）
由于狔犻的ε邻域维数为犱，因此可找到犱个线性无
关向量狏１，…，狏犱使式（３）成立．

另，由式（１）可得
犳（狔１）－犳（狔犻）＝犑（狔犻）（狔１－狔犻）＋犚（狔１，狔犻），
犳（狔２）－犳（狔犻）＝犑（狔犻）（狔２－狔犻）＋犚（狔２，狔犻），

其中狔１＝Δ·狏犼，狔２＝Δ·狏犽，Δ为放缩变量，则易知
　　犳（狔１）－犳（狔２）＝

犑（狔犻）（狔１－狔２）＋犚（狔１，狔犻）－犚（狔２，狔犻），
可自然推出
　‖犳（狔１）－犳（狔２）‖２＝
　　（狔１－狔２）Ｔ犑（狔犻）Ｔ犑（狔犻）（狔１－狔２）＋
２（犚（狔１，狔犻）－犚（狔２，狔犻））Ｔ犑（狔犻）（狔１－狔２）＋
‖犚（狔１，狔犻）－犚（狔２，狔犻）‖２，

两边同除以‖狔１－狔２‖２，则有

　‖犳（狔１）－犳（狔２）‖
２

‖狔１－狔２‖２ ＝

　　狔１－狔２
‖狔１－狔２（ ）‖Ｔ

犑（狔犻）Ｔ犑（狔犻）狔１－狔２
‖狔１－狔２（ ）‖＋

２（犚（狔１，狔犻）－犚（狔２，狔犻））Ｔ犑（狔犻）（狔１－狔２）
‖狔１－狔２‖２ ＋

‖犚（狔１，狔犻）－犚（狔２，狔犻）‖２
‖狔１－狔２‖２ ，

等式两边同时使Δ→０，根据假设Ａ２，可得
狏Ｔ犼（犑（狔犻）Ｔ犑（狔犻）－犐）狏犽＝０ （４）

由式（３）、（４），可得
犞Ｔ（犑（狔犻）Ｔ犑（狔犻）－犐）犞＝０，

其中犞＝（狏１，…，狏犱）．显然犞可逆，则自然可得
犑（狔犻）Ｔ犑（狔犻）＝犐． 证毕．

可由此定理获得式（１）的下列转换形式：
狔＝狔犻＋犑（狔犻）Ｔ（犳（狔）－犳（狔犻））＋犑（狔犻）Ｔ犚（狔，狔犻），

即
犵（狓）＝狔犻＋犑（狔犻）Ｔ（狓－狓犻）＋犑（狔犻）Ｔ犚（狔，狔犻）（５）

将狔犻犼（对应于狓犻的ε邻域数据狓犻犼的低维表示）代入
式（１）中，可得

犡犻＝犑（狔犻）犢犻＋犚犻 （６）
其中犡犻＝（狓犻１－狓犻，…，狓犻犾犻－狓犻）∈犚狀×犾犻，犢犻＝（狔犻１－
狔犻，…，狔犻犾犻－狔犻）∈犚犱×犾犻，犚犻＝（犚（狔犻１，狔犻），…，
犚（狔犻犾犻，狔犻））．

对式（６）两边均乘以犢Ｔ犻，可得到
犡犻犢Ｔ犻＝犑（狔犻）犢犻犢Ｔ犻＋犚犻犢Ｔ犻，

当犢犻犢Ｔ犻可逆时，成立
犑（狔犻）＝犡犻犢Ｔ犻（犢犻犢Ｔ犻）－１－犚犻犢Ｔ犻（犢犻犢Ｔ犻）－１．

为保证上式更普适的可计算性，实际采用以下近
似式

犑（狔犻）≈犡犻犢Ｔ犻（犢犻犢Ｔ犻）犌－犚犻犢Ｔ犻（犢犻犢Ｔ犻）犌 （７）
其中（犢犻犢Ｔ犻）犌表示对犢犻犢Ｔ犻求伪逆．由于

ｓｕｐ
狔∈Ω犱

‖犚（狔，狔犻）‖
‖狔－狔犻‖犅

与假设Ａ１，易知存在犆＞犅使下式Ω犱上一致成立：
‖犚（狔，狔犻）‖犆‖狔－狔犻‖２ （８）

根据假设Ａ２，可知对任意狓犻的ε邻域数据狓成立
‖狓－狓犻‖
‖狔－狔犻‖－１＜γ，则有

‖狔－狔犻‖＜１
１－γ‖狓－狓犻‖＝犗（ε） （９）

由式（７）～（９），可以得到
‖犑（狔犻）－犡犻犢Ｔ犻（犢犻犢Ｔ犻）犌‖≈‖犚犻犢Ｔ犻（犢犻犢Ｔ犻）犌‖＝犗（ε２）

（１０）
因此可引入

犙犻＝犡犻犢Ｔ犻（犢犻犢Ｔ犻）犌 （１１）
作为犑（狔犻）的近似．根据式（１）、（５）与式（１１），可得
如下近似表达

狔≈狔犻＋犙Ｔ犻（狓－狓犻）＋犑（狔犻）Ｔ犚（狔，狔犻）（１２）
与

狓≈狓犻＋犙犻（狔－狔犻）＋犚（狔，狔犻） （１３）
由于‖犑（狔犻）Ｔ犚（狔，狔犻）‖＝犗（ε２）与‖犚（狔，狔犻）‖＝
犗（ε２），可进一步近似得

狔≈狔犻＋犙Ｔ犻（狓－狓犻）
与

狓≈狓犻＋犙犻（狔－狔犻）
即

犵（狓）≈犵～（狓）＝狔犻＋犙Ｔ犻（狓－狓犻） （１４）
与

犳（狔）≈犳～（狔）＝狓犻＋犙犻（狔－狔犻） （１５）
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则可获得流形映射犳与犵函数的近似表达犳～与犵～．
借助此近似映射函数即可实现流形结构重建．
３．２　流形结构重建的快速算法与稳健算法

基于上节所获的结果（式（１４）、（１５）），即可直接
构造一种快速的流形结构重建方法．其中包含两个
阶段，第１阶段对原数据进行预处理，获得流形重建
所需的一些必要数据；第２阶段实现Ω犱与Ω狀之间的
映射关系．算法如下．

算法１．　基于Ｉｓｏｍａｐ的流形结构重建快速
算法．

输入：训练数据集｛狓犻｝犾犻＝１Ω狀犚狀；邻域尺寸ε
输出：任意狓０∈Ω狀的映射狔∈Ω犱或任意狔０∈Ω犱的映射

狓∈Ω狀
阶段１（预备部分）．
１．应用ε邻域Ｉｓｏｍａｐ方法计算｛狓犻｝犾犻＝１的低维表示

｛狔犻｝犾犻＝１；
２．构造两矩阵如下：犡犻＝（狓犻１－狓犻，…，狓犻犾犻－狓犻）∈

犚狀×犾犻，犢犻＝（狔犻１－狔犻，…，狔犻犾犻－狔犻）∈犚
犱×犾犻，其中｛狓犻犼｝犾犻犼＝１为狓犻

的ε邻域数据；
３．计算犙犻＝犡犻犢Ｔ犻（犢犻犢Ｔ犻）犌∈犚狀×犱，其中（犢犻犢Ｔ犻）犌为犢犻犢Ｔ犻

的广义逆．
阶段２（流形映射）．
１．若输入为狓０，则
１．１．从｛狓犻｝犾犻＝１中搜索狓０的最近邻狓狊；
１．２．计算狔＝犵～（狓０）＝狔狊＋犙Ｔ狊（狓０－狓狊）；
１．３．输出狔．
２．若输入为狔０，则
２．１．从｛狔犻｝犾犻＝１中搜索狔０的最近邻狔狊；
２．２．计算狓＝犳～（狔０）＝狓狊＋犙狊（狔０－狔狊）；
２．３．输出狓．
在上述算法的阶段２中，分别获得了流形集与

其对应低维表示集之间显式的映射函数狓＝犳～（狔）与
狔＝犵～（狓），即犳～与犵～近似地反映了产生数据的隐含
流形结构．

显然，此方法步骤简单，非常易于执行．注意到，
快速算法仅仅使用了与待预测样本相关的最近邻信
息，这个特点一方面使算法具有很快的运算速度，而
另一方面却可能导致算法对于噪声干扰的敏感性．
为了加强所提方法的鲁棒性质，我们进一步对其改
进实现了流形结构重建的稳健算法．其与快速算法
的主要区别为综合利用了待预测样本的所有ε近邻
信息，而非仅仅最近邻信息，对流形映射进行构建．
具体地，稳健算法分别将待预测样本的ε近邻数据
进行流形映射，然后将获得的若干映射向量进行加

权平均而求得最终的映射表示向量．根据连续性假
设可推出：数据间距离越近其对应映射应越相似，因
此稳健算法中权值可简单设置为待预测样本与其近
邻距离的倒数．基于以上描述，可给出稳健算法的具
体步骤．算法亦分为两个部分，其中第１部分与快速
算法完全相同，因此仅给出了第２部分步骤．

算法２．基于Ｉｓｏｍａｐ的流形结构重建稳健算法．
阶段２（流形映射）．
１．若输入为狓０，则
１．１．从｛狓犻｝犾犻＝１中搜索狓０的ε近邻狓狊１，…，狓狊犾０；
１．２．计算犵～犼（狓０）＝狔狊犼＋犙Ｔ狊犼（狓０－狓狊犼），１犼犾０；

１．３．计算狔＝
∑
犾０

犼＝１
α犼犵～犼（狓０）

∑
犾０

犼＝１
α犼

，其中α犼＝ １
‖狓０－狓狊犼‖

，１

犼犾０；
１．４．输出狔．
２．若输入为狔０，则
２．１．从｛狔犻｝犾犻＝１中搜索狔０的ε近邻狔狊１，…，狔狊犾０；
２．２．计算犳～犼（狔０）＝狓狊犼＋犙狊犼（狔０－狔狊犼），１犼犾０；

２．３．计算狓＝
∑
犾０

犼＝１
β犼犳～犼（狔０）

∑
犾０

犼＝１
β犼

，其中β犼＝ １
‖狔０－狔狊犼‖

，１

犼犾０；
２．４．输出狓．
需要说明的是，以上所提快速算法与稳健算法

均默认采用ε邻域．实际上，算法若采用犽邻域，过
程完全不变，计算可行性也完全不受影响，实验计算
效果亦佳．
３．３　算法复杂度分析

下面我们对所提算法的计算复杂度进行分析，以
进一步说明新方法的良好计算性能，并将ＬＩｓｏｍａｐ、
ＥＬＬＥ与ＬＰＰ作为对比方法亦进行复杂度分析．

新方法的空间复杂度为犗（狀犱犾）．实际上，在算
法运行过程中，我们所有需要存储的量包括狓犻，狔犻，
犙犻，犻＝１，２，…，犾与ε，因此总共需要（狀犾＋犱犾＋
狀犱犾＋１）＝犗（狀犱犾）单位的存储空间．显然，其空间复
杂度随原数据维数狀，降维表示维数犱与样本个数犾
增长呈线性增长趋势．

新方法阶段１的时间复杂度为犗（犾３＋犱犾２ｌｏｇ犾＋
狀犱２犾）．具体地，在阶段１中，步骤１需要在训练数据
上执行Ｉｓｏｍａｐ方法，时间代价为犗（犾３＋犱犾２ｌｏｇ犾）［１１］；
容易计算步骤２耗费的计算复杂度为犗（犾２）；在步
骤３中，计算所有犙犻所需要的时间复杂度为犗（狀犱２犾）．
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快速算法与稳健算法阶段２所需的时间复杂度
分别为犗（狀犾）与犗（犽狀犾），其中犽为数据ε近邻的最
大个数．具体地，步１中，两算法步骤１．１搜索最近
邻数据的时间复杂度最多为犗（狀犾）与犗（犽狀犾），其步
骤１．２的计算复杂度分别为犗（狀犱）与犗（犽狀犱），稳健
算法步骤１．３的复杂度为犗（犽）；由于在一般情况下
犾＞犱成立，因此总共耗费的算法复杂度分别为
犗（狀犾）与犗（犽狀犾）．步２中，两算法步骤２．１的时间复
杂度分别为犗（犱犾）与犗（犽犱犾），步骤２．２的时间复杂
度为犗（狀犱）与犗（犽狀犱），稳健算法步骤２．３的复杂度
为犗（犽），由于狀＞犱成立，因此总共耗费的算法复杂
度也分别为犗（狀犾）与犗（犽狀犾）．

图１　无噪声数据集上的映射结果

注意到，阶段２要低于阶段１的计算复杂度．事
实上，在算法执行完预备部分之后，所有的犙犻，犻＝１，
２，…，犾得以存储，此时，犳～与犵～的形式已完全确定，
即流形结构已完全固定．此时，对任意的一个或多个
处于高维流形集或低维表示集中的待预测数据，只
需执行流形映射阶段即可获得最终映射结果．因此，
在实际应用快速算法与稳健算法时，数据映射本质
上只需耗费犗（狀犾）与犗（犽狀犾）的时间代价．

下面对３种代表性的流形重建方法计算复杂度
进行对比分析．ＬＩｓｏｍａｐ方法首先需计算待预测数
据与所有已有数据间的测地距离，时间复杂度为
犗（犽狀犾ｌｏｇ犾），然后需执行ＬＭＤＳ方法，时间代价为
犗（犱犾），因此需要的总时间复杂度为犗（犽犱狀犾ｌｏｇ犾）；
其空间复杂度主要为存储训练数据集与其测地距离
矩阵，共需约犗（狀犾２）的存储空间；ＥＬＬＥ方法亦包
含两个步骤，计算重建权值需耗费的时间代价为
犗（犽３狀犾），对输入数据进行加权映射需要的时间代价
为犗（犽犱），因此总的时间复杂度为犗（犽３犱狀犾）；算法

需存储权值向量，训练数据集及其降维表示，至少需
犗（犽犱狀犾）的存储空间；ＬＰＰ方法本质为线性映射方
法，只需通过对待预测数据进行矩阵相乘即可完成
数据映射，其时间复杂度与空间复杂度显然均为
犗（狀犱）．

通过以上分析结果可知，相比其它非线性流形
重建方法，所提算法无论从空间复杂度还是从时间
复杂度都具有明显优势，即其具有良好的可扩展性
（ｓｃａｌａｂｉｌｉｔｙ）．而由于ＬＰＰ方法的简单线性映射方
式，其所需的时间代价与空间代价都少于所提算法．
然而，此类线性方法对于非线性流形重建问题一般
将会产生明显的计算失效，因此其计算性能一般与
所提非线性方法具有明显差距．以下将通过展示在
标准数据集上的一系列数值实验结果对以上分析结
论进行进一步验证．

４　实验结果
本节实验包括两个部分，第１部分为仿真实验

部分，目的是利用标准流形数据集对所提快速与稳
健算法进行性能测试，以充分验证其综合的优良性
能；第２部分为应用实验部分，旨在通过两个应用方
向展示所提算法的潜在应用价值．所有程序均采用
Ｍａｔｌａｂ７．０作为运行平台编程实现，计算环境为具有
如下配置的个人计算机：中央处理器为ＩｎｔｅｌＰｅｎｔｉｕｍ
１．８ＧＨｚ，内存为５１２ＭＢ，操作系统为ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ．
４．１　仿真实验测试结果

仿真实验采用的流形数据是经典的Ｓｗｉｓｓｒｏｌｌ
流形数据集．ＳｗｉｓｓＲｏｌｌ流形（如图１（ａ）所示）分布
在３维空间上，具有２维本质结构．在流形学习研究
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中，此类流形是公认的对检测流形学习方法有效性
具有最优良直观展示性能的流形结构，因而此类型
的数据集也是目前被最广泛采用的标准Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ
数据集［３５，１１，１３］．以下分别展示所提算法在无噪音干
扰与带噪音干扰情况下的ＳｗｉｓｓＲｏｌｌ流形数据集上
的计算效果，并对其进行计算速度与噪音敏感程度
测试．将ＬＩｓｏｍａｐ、ＥＬＬＥ、ＬＰＰ作为对比方法来对
新算法性能进行比较说明．
４．１．１　无噪声数据测试

本组实验采用的训练数据为由ＳｗｉｓｓＲｏｌｌ型流
形分布随机产生的规模为１０００的无噪声数据集，测
试数据集为沿流形上的一条直线随机产生的规模为
１００的流形数据集，如图１（ａ）所示．分别利用所提快
速算法与稳健算法、ＬＩｓｏｍａｐ方法、ＥＬＬＥ方法、
ＬＰＰ方法对上述训练数据进行学习，并利用所得的
流形映射对测试数据向其对应低维表示空间进行映

射，计算结果分别如图１（ｂ）～（ｆ）所示．其中，每种
方法均在不同参数下进行多次计算，图１展示的为
各方法所得的最佳映射结果．

由此图易观察到，ＬＰＰ线性方法计算结果失
效，并未恢复出流形本质的映射结构．而其它４种非
线性方法均具有良好的表现．其中特别对于所提稳
健算法与ＬＩｓｏｍａｐ方法，其映射效果相对更佳：其
均近似获得了测试数据集本质的连续直线形态．
４．１．２　带噪声数据测试

本组实验采用的训练数据为规模为１０００的
ＳｗｉｓｓＲｏｌｌ流形数据集，其中所有数据均附加了幅
度为［－０．２，０．２］的随机噪声；测试数据集则仍为上
述实验中应用的位于流形直线上规模为１００的无噪
声数据集，如图２（ａ）所示．仍采用同以上实验的５
种流形重建方法对测试数据集计算其映射表示，计
算结果如图２（ｂ）～（ｆ）所示．

图２　带噪声数据集上的映射结果

　　易从图２中观察出如下事实：ＬＰＰ方法显然计
算失效；所提快速算法的映射结果则明显受到噪声
干扰的负面影响，沿其本质所在直线发生了较大的
浮动偏差；ＥＬＬＥ方法所获映射亦未准确地反映出
预测数据本质的直线形态，具有较严重的扭曲变形
问题．相对来说，所提稳健算法与ＬＩｓｏｍａｐ方法具
有明显的计算优势，均良好地保持了测试数据在降
维表示空间的直线形态．
４．１．３　计算速度测试

在上述的无噪音与带噪音干扰的测试实验中，
我们分别记录了５种方法对测试数据进行数据映射
过程所耗费的计算时间，如表１所示．可显然观察
到，所提快速方法与ＬＰＰ方法具有最为快速的计算
速度，所提稳健算法的计算过程亦较为快速．两种所

提的新型方法均明显改善了ＬＩｓｏｍａｐ方法与
ＥＬＬＥ方法的计算效率．这与３．４节中的计算复杂
度分析结果完全一致．

表１　５种流形重建方法在无噪音与
带噪音情形下的测试速度比较

方法 时间／ｓ
无噪音数据 带噪音数据

快速算法 ０．２３６０ ０．２１４０
稳健算法 ８．０９１０ ８．３１５０
ＬＩｓｏｍａｐ ６７．７６７０ ５８．１３６０
ＥＬＬＥ ２８．６２７０ ２８．６６３０
ＬＰＰ ０．０１０２ ０．００８２

４．１．４　噪音敏感程度考察
本组实验旨在考察在噪音干扰情形下所提稳健

算法相对快速算法的鲁棒性改进程度．实验方法如
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下：首先产生规模为１０００的无噪声ＳｗｉｓｓＲｏｌｌ流形
数据集，然后分别对其附加幅度由［－０．１，０．１］至
［－１，１］的随机噪声，从而构成１１组含不同程度噪
声干扰的流形训练数据集（包括无噪声数据集）．对
应的测试数据集均取为相同的位于流形直线上规模
为１００的无噪声数据集．然后采用如下的方法对两
算法的噪音敏感程度进行量化计算：首先在各个训
练数据集下运行算法获得重建流形映射；然后通过
阶段２的步１部分程序将所有测试数据分别从高维
流形空间映入低维表示空间；再通过阶段２的步２
部分程序将其反映回高维流形空间；计算映回向量
与对应原测试向量间的偏差，将其均值作为算法在
对应噪音干扰下的敏感度度量．实验结果如图３
所示．

图３　快速算法与稳健算法在不同噪声程度下
所得的计算误差变化趋势．

由图３易观察到，稳健算法相对快速算法在不
同程度的噪声干扰情形下均表现得更为稳健．特别
地，当噪声干扰的程度逐渐增大时，前者相对后者的
优势更加明显，这表明了稳健算法对于快速算法在
鲁棒性上的显著改进．

综上所述，可以得出如下结论：在无噪音情形
下，ＬＰＰ线性方法计算失效，而各非线性流形重建
方法均具有良好的计算性能，其中所提快速算法与
稳健算法在计算速度方面具有明显优势；在带噪音
情形下，ＬＰＰ方法亦失效，而对于各非线性方法，所
提出的稳健算法与ＬＩｓｏｍａｐ方法的表现更为良好，
而稳健算法在计算效率方面具有显著优势．
４．２　应用实例

所提快速与稳健算法分别近似建立了高维流形
空间与低维嵌入空间之间的映射关系，所获的双向
映射关系均扩展了流形学习方法的应用范畴，分别
具有其潜在的应用价值．如低维至高维的映射可应
用于信息恢复、图像重建等领域；高维至低维的映射
可应用于各种有监督学习问题等领域．我们下面将

展示两种映射分别在维数特征动画描述问题与模式
分类问题上的应用实验效果．

应用１．　维数特征动画描述．
在以往流形学习方法降维中，维数特征描述的

方法一般采用首先计算数据的低维嵌入，然后在沿
某一维变化的直线附近依次寻找距离较近的低维嵌
入，通过观察其对应于原数据的变化规律来对维数
特征进行解释与描述，或采用直接观察的手段也是
常用的降维特征描述最常用的方法之一．利用所提
算法，可针对图像数据发展出一种更为生动的维数
特征描述方法：利用动画来解释维数的特征意义．更
具体地，首先通过对原图像数据执行阶段１程序，然
后在低维空间沿某一维变化的直线依次产生低维数
据序列，将此数据序列映射回原流形空间后可产生
图像序列，将此序列按帧顺次播放形成动画，则可生
动地反映出此维的特征意义．下面展示所提算法（采
用快速算法）在人脸图像数据上的应用效果．

采用的人脸数据为流形学习领域中被多次应用
的Ｉｓｏｍａｐ标准数据集［３，１１］．首先对数据运行阶段１
程序，获得数据的低维（３维）嵌入表示（如图４）．构
造三条直线，分别沿第１，２，３维变化（另两维固定为
其数据嵌入集合的中点位置）．在每条直线上按序列
选取１４个点，利用所提算法将其映射至原空间获得
对应高维数据（图像数据），如图５所示．将其按帧依
次播放，可获得维数特征描述的动画演示．

图４　３维数据的嵌入表示（·点为应用Ｉｓｏｍａｐ方法获
得的人脸数据三维表示集，点为用以构造维数
特征描述动画的低维数据位置）

从图５可以看出，降维的第１维特征为人脸由
右到左，第２维为由下而上，第３维为光照由左至
右．３维特征均得以生动而准确地演示．

应用２．　模式分类．
将流形学习方法有效应用于有监督学习问题是

模式识别领域的重要研究方向之一．其关键的难点
在于一般的流形学习方法缺乏预测功能，即无法判
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图５　人脸数据的维数特征动画描述帧演示

断一个新输入样本的降维表示．应用本文的流形结
构重建算法，可将流形学习方法的应用拓展至各种
有监督学习问题中．以下介绍其针对流形数据模式
分类问题的实验结果．

所采用的数据为由４３４个兵马俑图像数据
（４０×１００＝４０００维图像）构成的分类训练数据集与
５０个兵马俑图像构成的测试数据集，其中兵马俑左
倾图像定义为正类数据，右倾图像定义为负类数据．
分别利用ＳＶＭ在原高维训练数据与流形学习方法
（Ｉｓｏｍａｐ方法）获得的对应低维表示数据上进行训

练，可获得相应的位于高维与低维空间上的两个分
类决策函数．方便起见，记后者方法为ＲＳＶＭ方法．
分别将测试数据在高维与低维空间上进行分类预
测，特别地，对于后者需首先利用本文所提方法将测
试数据映射入低维空间再进行预测．测试结果如表２
所示，其相应获得的支撑向量位置信息如图６所示．

表２　兵马俑数据分类实验效果比较
算法名称 错分个数 支撑向量个数
ＳＶＭ １ １８７
ＲＳＶＭ ２ ９５

图６　Ｉｓｏｍａｐ方法获得的兵马俑数据的２维表示集（（ａ）中带圈的数据为ＳＶＭ所获的支撑向量；（ｂ）中
带圈的数据为ＲＳＶＭ所获的支撑向量，实线为ＲＳＶＭ获得的分类决策面）

　　由表２可看出，ＲＳＶＭ方法与ＳＶＭ方法均具
有良好的分类预测能力．而易注意到，ＲＳＶＭ方法
的支撑向量个数要远小于对应ＳＶＭ方法所获得的
支撑向量个数，这说明前者所得的分类决策具有更
简单的形式．这一点可从图６中清晰地观察到：
ＲＳＶＭ获得的支撑向量均为位于流形分类面附近
的数据，即左右倾相对较不明显的兵马俑数据，真正
反映了分类决策的边缘信息，因此所获的分类决策
更加本质；而ＳＶＭ方法在原数据集上获得的支撑
向量分布较为分散，并未很好地反映分类决策的实
质边缘，因此所获的分类决策函数形式复杂且本质
性较差．

在模式分类问题上的以上成功应用进一步验证

了所提算法由高维向低维映射程序的有效性．

５　结　论
本文基于Ｉｓｏｍａｐ方法本质应用的连续性、局

部等距性与稠密性等内在原理，建立了合理的高维
流形空间与对应低维表示空间之间的显式映射关系
函数．基于此理论结果，实现了两种新型有效的流形
结构重建方法：快速算法与稳健算法．理论分析与仿
真实验结果验证了所提算法相比已有方法具有明显
的应用优势：首先，所提算法显著地提高了已有非线
性流形结构重建方法的计算效率；其次，所提算法实
现了高维流形空间与低维表示空间的双向映射关
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系，拓宽了已有方法（其仅实现了高维至低维的映射
关系）的应用范畴；另外，在数据集存在噪音干扰时，
所提稳健算法仍具有良好的鲁棒表现，在一定程度
上改善了其它方法的计算性能．新方法在实际应用
领域（如图像重建、数据本质特征描述、模式分类、聚
类与回归等领域）中具有极大的潜在应用价值，已在
文中的实际实验结果中得以初步体现．

仍然需要继续探索的问题包括：针对小样本数
据增强方法使用有效性；与核技巧结合发展新型流
形结构重建方法等．
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５５５３期 孟德宇等：基于Ｉｓｏｍａｐ的流形结构重建方法


