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类选择排序的可逆逻辑综合算法
万四爽　陈汉武　曹如进

（东南大学计算机科学与工程学院　南京　２１００９６）

摘　要　可逆逻辑综合是指对给定的可逆函数自动构造对应的可逆逻辑电路．由于搜索空间随电路规模增长成指
数增长，现有的可逆逻辑综合算法虽然能够得到近似最优的解，但是都存在计算时间过长的问题．文中提出了一种
类似选择排序的可逆逻辑综合算法，其实质为基于变换规则的合成法．它采用一个无向无权图表示所有可以进行
变换的路径，在综合的过程中，采用选择排序思想每次从小到大的选择需要交换的输出项，然后从路径选择图中找
到最优的路径进行变换，最终使得函数的输出序列有序即完成综合．此外，文中还对得到的量子电路进行了优化．
实验表明，相比其它综合算法，该算法不仅总能获得最优解或近似最优解，而且效率高、易于实现．
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１　引　言
量子计算机可等效为一个量子图灵机，而理论

上已证明，量子图灵机又可等价一个量子逻辑电
路［１］，因此可以通过量子逻辑门的级联与组合构成
量子计算机．可逆逻辑综合源于可逆计算机的研究，
现已广泛应用在量子计算、低功耗电路、纳米技术、



光计算和信息加密等领域中，因此可逆逻辑的研究
已变得越来越重要．

可逆逻辑综合是指对给定的可逆函数自动构造
对应的可逆逻辑电路．与经典电路不同，可逆逻辑电
路不能有回路，不能出现扇入、扇出操作，正是这些
不同决定了经典的电路综合方法不能适用于量子可
逆逻辑电路综合．目前量子可逆逻辑电路大部分采
用Ｔｏｆｆｏｌｉ门根据函数的真值表进行构造，主要可以
分为两大类．一类像采用布尔可满足性（Ｂｏｏｌｅａｎ
Ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ，ＳＡＴ）方法［２］、定量的布尔公式（Ｑｕａｎ
ｔｉｆｉｅｄＢｏｏｌｅａｎＦｏｒｍｕｌａ，ＱＢＦ）方法［３］、动态规划
（ＤｙｎａｍｉｃＰｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ＤＰ）方法［４］和符号的可达
性（ＳｙｍｂｏｌｉｃＲｅａｃｈａｂｉｌｉｔｙ）［５］等近似穷举的搜索方
法，虽然能够产生最优解，但是由于搜索的范围过
大，往往需要很长的计算时间，而且随着电路规模的
增大，搜索空间会成指数增长，导致运行时间无法忍
受．另一类采用启发式的搜索方法，如Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ
Ｗａｌｓｈ谱均数方法［６］、二进制共享决策图方法［７］、基
于模板的变换法（ＴｅｍｐｌａｔｅＢａｓｅｄＴｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ）［８］
和基于ＰＰＲＭ（ＰｏｓｉｔｉｖｅＰｏｌａｒｉｔｙＲｅａｄＭｕｌｌｅｒ）表达
式的变换法［９］．这类方法是穷举法的改进，在搜索的
过程中增加了启发式规则，减少了搜索的范围，缩短
了运行时间，但是这类方法合成的电路往往代价不
是最小，而且还不能保证合成算法的收敛性．此外，
还可以将真值表翻译成酉矩阵，通过选取特定的通
用门库［１０］进行分解，其一般的解析表达式最近也已
给出［１１］．此外，最近还有新的研究方向，对偶量子计
算和对偶量子计算机［１２］，其变换不再满足酉性，而
且可以是不可逆的［１２１３］，不过上述经典的可逆逻辑
综合算法依然可能适用．

本文在真值表的基础上采用一种新的基于变换
规则的综合算法，提出了路径选择图的概念，其实质
是用一个无向无权图表示变换规则，通过一系列的
变换，把输出系列变成输入序列．在综合的过程中，
采用选择排序的思想，按照递增顺序每次选择相应
的输出项，从路径选择图中找到适合的路径进行交
换，直到所有输出项有序即把输出变成了输入，此时
综合完成．这样得到的变化序列对应的量子线路的
逆序即为综合的结果．为了减少合成线路的代价，本
文还提出了一系列的优化规则化简得到的量子
线路．

２　一些基本概念
定义１．　Ｔｏｆｆｏｌｉ门．一个狀比特的Ｔｏｆｆｏｌｉ门

表示为犜犗犉狀（狓１，狓２，…，狓狀），保持前狀－１个输入
不变，只有当前狀－１个输入比特同时为１时才改
变第狀个输入比特．犜犗犉１（狓１）为非门（ＮＯＴ）；
犜犗犉２（狓１，狓２）为控制非门（ＣＮＯＴ）；犜犗犉３（狓１，狓２，
狓３）为标准Ｔｏｆｆｏｌｉ门，如图１所示．

图１　Ｔｏｆｆｏｌｉ门
定义２．　狀个输入与狀个输出变量的布尔函数

犳：（狓１，狓２，…，狓狀）→｛狔１，狔２，…，狔狀｝是可逆函数当且
仅当犳是双射的．狀变量的可逆函数可以用真值表
描述，也可以用整数集合｛０，１，…，２狀－１－１｝的置换
表示．例如函数犳＝｛０，１，２，７，４，６，３，５｝表示的３变
量可逆函数真值表和对应的电路如图２所示．

图２　函数犳＝｛０，１，２，７，４，６，３，５｝
定义３．　等长字符串狆和狇之间的Ｈａｍｍｉｎｇ

距离犎（狆，狇）是狆和狇对应位置的不同字符的个数．
特别地，可逆函数犳的任一输出项与对应输入项

的Ｈａｍｍｉｎｇ距离简称为输出项的Ｈａｍｍｉｎｇ距离．
定义４．　函数犳的复杂度犆（犳）是其所有输出

项的Ｈａｍｍｉｎｇ距离之和．例如图２中函数犳的复
杂度为犆（犳）＝０＋０＋０＋１＋０＋２＋２＋１＝６．

３　初步知识
在这个章节我们给出类选择排序可逆逻辑综合

算法的一些定义和定理．
定义５．　对狀比特的可逆函数犳，如果存在两

个只有１位不同的输出项犃、犅，则可将犃、犅交换而
得到一个新的可逆函数犳′，这个交换操作我们定义
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为ＳＷＡＰ［犃，犅］．每个ＳＷＡＰ操作都可以用一个
Ｔｏｆｆｏｌｉ门实现．

例１．　考虑图２函数犳＝｛０，１，２，７，４，６，３，５｝，
其中输出项［０００］与［００１］只有一位不同，则可以
做ＳＷＡＰ［０００，００１］操作，从而得到一个新的函数
犳′＝｛１，０，２，７，４，６，３，５｝，对应的Ｔｏｆｆｏｌｉ门为
犜犗犉３（狓－３，狓－２，狓１），如图３所示．

图　３
定理１．　每个ＳＷＡＰ操作改变输出项的

Ｈａｍｍｉｎｇ距离为１．
证明．　ＳＷＡＰ操作只改变了输出项的一位，

故Ｈａｍｍｉｎｇ距离改变为１．例如，将输入０００的输
出０００改为００１，其Ｈａｍｍｉｎｇ距离减少１．

图４　３比特可逆函数的路径选择图

定义６．　狀比特可逆函数的路径选择图犌＝
（犞，犈）是一个无向无权图，点集犞＝｛０，１，…，２狀－１｝
表示２狀个输入或者输出，边集犈＝｛犲犻犼｜犛犠犃犘（犻，犼），
犻，犼∈犞｝，即每条边表示连接的２个顶点能够进行
ＳＷＡＰ操作．犌中两顶点犃、犅之间存在一条路径，
则表明犃经过一系列的ＳＷＡＰ操作能够到达犅，路
径长度为此路径经过的边数．

例２．　对于３比特的路径选择图如图４所示，
其中点（０）２＝０００与（１）２＝００１之间有一条边，表示
０，１之间可进行ＳＷＡＰ［０００，００１］．如果需要把０００
和１１１交换，可以从图中找出其中一条０～７的路径

０００－＞００１－＞１０１－＞１１１，则经过ＳＷＡＰ［０００，
００１］，ＳＷＡＰ［００１，１０１］，ＳＷＡＰ［１０１，１１１］可以实现
０和７的交换．

定理２．　可逆函数输出项犃和犅的Ｈａｍｍｉｎｇ
距离为犽，则在路径选择图中犃到犅必然存在一条
长度至少为犽的路径，即交换犃和犅要进行犽步
ＳＷＡＰ操作．

证明．　路径选择图是连通的，故犃到犅必然
存在一条路径．由定理１，ＳＷＡＰ操作每次仅改变犃
或者犅的１位，而犃和犅的Ｈａｍｍｉｎｇ距离为犽，故
交换犃、犅至少需要犽次ＳＷＡＰ操作，即犃到犅肯
定存在一条长度至少为犽的路径．

根据定理２，很容易得出如下引理．
引理１．　对于狀比特可逆函数，假设需要交换

的两个输出项分别为犃和犅，则犃与犅的Ｈａｍ
ｍｉｎｇ距离１犎（犃，犅）狀．

（１）当犎（犃，犅）＝１，则犃、犅之间有一条直接路
径（长度为１）．犃和犅可以直接交换，即可以直接进
行ＳＷＡＰ［犃，犅］操作．

（２）当犎（犃，犅）＝２，则犃、犅间有长度为２的路
径，即该路径上有一个中间结点犆，则犃、犅交换可
以通过犆实现ＳＷＡＰ［犃，犆］，ＳＷＡＰ［犆，犅］，而中间
结点犆有两种选择，故路径条数为２．

（３）当犎（犃，犅）＝３，则犃、犅间有长度为３的路
径，即该路径上有两个中间结点犃１，犅１．则犃，犅的交
换可以通过犃１，犅１实现，ＳＷＡＰ［犃，犃１］，ＳＷＡＰ［犃１，
犅１］，ＳＷＡＰ［犅１，犅］．因为犃１有３种选择，对特定
的犃１而犅１有２种选择，故路径条数为３×２＝６．

（４）当犎（犃，犅）＝犽，则犃到犅有长度为犽的路
径，且路径条数最多有犽！条．

定理３．　函数犳与经过ＳＷＡＰ操作后得到的
新函数犳′相比复杂度或加２或减２或不变．

证明．　假设犳的两个输出项为犃、犅可以进行
ＳＷＡＰ操作，在ＳＷＡＰ之前犃、犅的Ｈａｍｍｉｎｇ距
离分别记为犎犃、犎犅．不失一般性，假设犃、犅最后一
位不同，则犃、犅可表示为

犃＝［狓１，狓２，…，狓狀－１，狓狀］，
犅＝［狓１，狓２，…，狓狀－１，狓－狀］，

ＳＷＡＰ后，
犃＝［狓１，狓２，…，狓狀－１，狓－狀］，
犅＝［狓１，狓２，…，狓狀－１，狓狀］．

可以看到犎犃，犎犅的值或＋１，或－１，而犎犃，
犎犅取值互不影响，故当犎犃，犎犅同时取１时函数犳
的复杂度犆（犳）增加２；当同时取－１时犆（犳）减２；
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当取不同值时时复杂度犆（犳）不变．
引理２．　假设犳两个输出项犃和犅的Ｈａｍ

ｍｉｎｇ距离为犽，交换犃、犅得到的新函数为犳′，则用
最少次数的ＳＷＡＰ操作后犳的复杂度至多减少
２犽，即ｍａｘ｛犆（犳）－犆（犳′）｝＝２×犽．

证明．　根据定理２可知，犳到犳′最少需要经过
犽步ＳＷＡＰ操作．而由定理３每次ＳＷＡＰ操作，最
多能减少复杂度值为２，故交换犃、犅后，犳复杂度至
多减少２犽．

从引理２很容易得到如下推论．
推论１．　对于３比特可逆函数，假设需要交换

的２个输出项分别为犃、犅，则犃和犅的Ｈａｍｍｉｎｇ
距离为１犎（犃，犅）３：

（１）当犎（犃，犅）＝１，交换犃、犅最多能使函数复
杂度减少２．

（２）当犎（犃，犅）＝２，交换犃、犅最多能使函数复
杂度减少４．

（３）当犎（犃，犅）＝３，交换犃、犅最多能使函数复
杂度减少６．

４　算法描述
算法的目的是通过一系列的ＳＷＡＰ操作使得

输出序列有序，而每一次ＳＷＡＰ就对应一个Ｔｏｆｆｏｌｉ
门．当输出序列有序即输出经过一系列的Ｔｏｆｆｏｌｉ门
作用变成了输入时，把变换对应的Ｔｏｆｆｏｌｉ门按逆序
连接组成的线路即为综合结果．其过程类似选择排
序：按照输入从０～２狀－１的顺序，通过路径选择图
中的合适路径，每次把选择最小的输出项将其交换
到正确的位置．其中路径的选择要使可逆函数犳的
复杂度逐渐减少直到为０，当犳的复杂度为０即输
出项有序时算法终止．

算法由两部分组成：路径的选择和电路的生成．
下面详细描述了这两步算法，然后给出了一个完整
的例子来说明算法是如何进行的．
４．１　路径的选择

假设需交换输出项犃和犅，其Ｈａｍｍｉｎｇ距离
为犽．从路径选择图可以看到：（１）犃、犅可能存在多
条长度不同的路径，而根据定理２只需从路径选择
图中找长度为犽的犃到犅的路径；（２）犃、犅可能存
在多条长度为犽的路径，根据定理３如果找到一条
能使函数复杂度减少２犽的路径则算法终止，否则选
择一条能使复杂度减少最多的路径．同时，因为已遍
历过的输出项已经有序，故可将其对应路径选择图

中的结点删除，从而减少路径选择的复杂度．由此可
见，路径选择的过程是个终止条件很容易满足的深
度优先搜索的过程．

算法１．从路径选择图中寻找交换犃，犅的路径．
输入：路径选择图犌，可逆函数犳，待交换的输出项犃、犅
输出：交换犃、犅后能最大地减少犳复杂度的犃到犅

的路径犔
ＦＩＮＤＳＷＡＰＰＡＴＨ（犌，犃，犅）
１．计算犳的复杂度犆（犳）；
２．犺＝犎（犃，犅），犎（犃，犅）为犃，犅的Ｈａｍｍｉｎｇ距离；
３．ｉｆ犺＝０ｒｅｔｕｒｎ０；
４．ｉｆ犺＝１ｒｅｔｕｒｎ路径犔：犃→犅；
５．ｉｆ犺＞１
６．采用ＤＦＳ在犌中寻找犃到犅的路径，遍历层数为
犺，如果找到一条路径犔，计算犳按路径犔交换后
得到的犳′的复杂度犆（犳′）；

７．　ｉｆ犆（犳）－犆（犳′）＝２犽，停止遍历，ｒｅｔｕｒｎ
犔：犃→…→犅；

８．　ｅｌｓｅ
　　　遍历所有路径，找到Δ犲＝犆（犳）－犆（犳′）最大的

路径犔（如果Δ犲相等的话，任取一条路径犔）；
９．　ｒｅｔｕｒｎ犔：犃→…→犅；
１０．Ｅｎｄ．
算法２．　从路径选择图中删除顶点犡．
输入：路径选择图犌，待删除顶点犡
输出：新的路径选择图
ＤＥＬＥＴＥＶＥＲＴＥＸ（犡）
１．在图犌中找到顶点犡；
２．删除所有连接到顶点犡的边；
３．删除顶点犡；
４．ｒｅｔｕｒｎ犌　／／犌为删除犡后的新图；

４．２　线路生成
类似选择排序，按照输入从０～２狀－１的顺序，

每次选择当前最小输出项，通过算法１得到的路径
把其交换到正确的位置，直到整个输出序列有序．而
每一次交换对应一系列Ｔｏｆｆｏｌｉ门，将所有Ｔｏｆｆｏｌｉ
门逆序连接组成的线路即为综合结果．

算法３．　根据可逆函数犳生成Ｔｏｆｆｏｌｉ门表示
的量子线路Ｃｉｒｃｕｉｔ．

输入：可逆函数犳：（０，１，２，…，２狀－１）→｛狔１，狔２，…，狔狀｝
输出：Ｔｏｆｆｏｌｉ门表示的量子线路
ＢＵＩＬＤＴＯＦＦＯＬＩＮＥＴＷＯＲＫ（犳）
１．ｆｏｒ犻＝０ｔｏ２狀－２
２．ｉｆ犻＝狔［犻］ｄｏｎｏｔｈｉｎｇ；
３．ｅｌｓｅ
　　　犔＝ＦＩＮＤＳＷＡＰＰＡＴＨ（犌，狔［犻］，犻）；
４． 按照路径犔通过一系列ＳＷＡＰ操作把犻交换至
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狔［犻］的位置，得到犳′；
５．犳＝犳′　／／用犳′更新犳；
６．Ｅｎｄｅｌｓｅ
７．ＤＥＬＥＴＥＶＥＲＴＥＸ（犻）；
８．Ｅｎｄｆｏｒ
９．按照ＳＷＡＰ操作的逆序将每个ＳＷＡＰ对应的
Ｔｏｆｆｏｌｉ门连接起来，得到量子电路Ｃｉｒｃｕｉｔ；

１０．ｒｅｔｕｒｎＣｉｒｃｕｉｔ：｛狋１，狋２，…，狋犿｝．
４．３　算法正确性证明

接下来我们给出算法的正确性证明．
定理４．　路径选择图按顺序删除顶点后仍然

是连通的．
证明．　假设当前删除的顶点为犞（犞≠２狀－１），

因为是按顺序删除，则犞中必有一位为０，不失一般
性假设犞＝（狓０，狓１，…，０，…，狓狀），则必存在犞′＞犞，
其中犞′相比犞在刚刚假设为０的位上是１，即犞′＝
（狓０，狓１，…，１，…，狓狀），故在路径选择图中存在一条
直接路径连接犞′和犞．则此命题得证． 证毕．

引理３．　我们提出的类排序可逆逻辑综合算
法肯定能得到可行解．

证明．　由算法３可以看到随着输入从０到
２狀－２，不断的通过交换使得输出序列变得有序．当
前面２狀－１个输出项有序的时，第２狀项即输入值为
２狀－１时，对应的输出肯定为２狀－１．而由定理４可
以得到从０～２狀－２的每步中路径选择图都是连通
的，即存在交换的路径使得每步的输出与输入相同，
当前面２狀－１个输出变得有序时，第２狀项必然也是
有序的．故类选择排序综合算法能得到可行解．

例３．　以可逆函数犳＝［７，０，１，２，３，４，５，６］为
例，其真值表如图５所示，来说明类选择排序算法的
流程．

图５　犳＝［７，０，１，２，３，４，５，６］
１．类似选择排序，从０００开始，狔［０００］＝１１１≠０００即

０００对应的输出１１１不在正确位置上，故需交换［１１１，０００］，
此时犎（０００，１１１）＝３，犆（犳）＝１４．根据算法１，通过遍历得到
第１条路径（１）１１１１０１００１０００，按这条路径交换后得到
函数的真值表如图６（ａ）所示，复杂度减少Δ犆＝１４－１０＝４，

根据推论１，距离为３，复杂度可最多减少６，即还可能存在比
４更好的结果，故继续寻找新的路径；接着得到第２条路径
（２）１１１１０１１０００００，按这条路径交换后得到函数的真值表
如图６（ｂ）所示，函数复杂度减少了４，故仍需继续寻找新的
路径；接着得到第３条路径（３）１１１０１１００１０００，按这条路
径交换后结果如图６（ｃ）所示，此时Δ犆＝１４－８＝６，函数复
杂度减少６，根据推论１可知这是最好的结果，故不需要继
续寻找新的路径，按１１１－＞０１１－＞００１－＞０００的顺序交换
即ＳＷＡＰ［１１１，０１１］，ＳＷＡＰ［０１１，００１］，ＳＷＡＰ［００１，０００］可
交换［１１１，０００］，得到新的函数犳１＝［０，１，３，２，７，４，５，６］．然
后删除路径选择图中的０００结点，得到新的路径选择图如
图７（ｂ）所示．

图６　不同路径交换０００和１１１后对应真值表
２．接着看００１项，从图６（ｃ）可以看到经过步１后０００

对应的输出项已经处于正确的位置，而００１输入正好对应
００１输出，故这步不需要作交换操作，只需删除路径选择图
上００１的结点，得到新的路径选择图如图７（ｃ）所示．此时可
逆函数仍然是犳１＝［０，１，３，２，７，４，５，６］．

３．当输入为０１０时，从图６（ｃ）中看到输出狔［０１０］＝
０１１≠０１０，故需交换［１１１，０１０］，此时犎（０１０，１１１）＝１，
犆（犳）＝８．根据引理１，可以直接交换［０１０，０１１］即ＳＷＡＰ［０１０，
０１１］，得到新的函数犳２＝［０，１，２，３，７，４，５，６］，其真值表如
图８（ａ）所示．然后删除路径选择图中的０１０结点，得到新的
路径选择图如图７（ｄ）所示．

４．当输入为０１１时，从图８（ａ）可以看出输出狔［０１１］＝
０１１＝０１１，故不需进行交换操作，只需删除路径选择图上
０１１的结点，得到新的路径选择图如图７（ｅ）所示．此时，可逆
函数依然为犳２＝［０，１，２，３，７，４，５，６］．

５．当输入为１００时，从图８（ａ）可以看出输出狔［１００］＝
１１１≠１００，需交换［１１１，１００］，此时犎（１００，１１１）＝２，犆（犳）＝
６．根据算法１找到第１条路径（１）１１１１０１１００，按照这条路
径交换得到新函数的真值表如图８（ｂ）所示，函数复杂度减
少Δ犆＝１４－１０＝４，根据推论１，这条路径是最好选择，故不
需要继续进行寻找新的路径，按１１１－＞１０１－＞１００的顺序
交换即进行ＳＷＡＰ［１１１，１０１］，ＳＷＡＰ［１０１，１００］操作得到新
函数犳３＝［０，１，２，３，４，５，７，６］．然后删除路径选择图中的
１００结点，得到新的路径选择图如图７（ｆ）所示．

６．当输入为１０１时，从图８（ｂ）可知输出狔［１０１］＝１０１＝
１０１，故不需进行交换操作，只需删除路径选择图上１０１的结
点，得到新的路径选择图如图７（ｇ）所示．此时，犳３＝［０，１，２，
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３，４，５，７，６］．
７．当输入为１１０时，从图８（ｂ）可知输出狔［１１０］＝１１１≠

１１０，故需交换［１１１，１１０］．此时犎（１１０，１１１）＝１，犆（犳）＝２．
根据引理１，可以直接交换［０１０，０１１］即直接进行ＳＷＡＰ［１１０，

１１１］操作，得到新的函数犳４＝［０，１，２，３，４，５，６，７］，其真值
表如图８（ｃ）所示．然后删除路径选择图中的１１０结点，得到
新的路径选择图如图７（ｈ）所示．此时，原函数犳＝［７，０，１，２，
３，４，５，６］已经变成恒等函数犳４＝［０，１，２，３，４，５，６，７］．

图７　３比特可逆函数路径选择图（（ａ）～（ｈ）对应步１～８分别删除顶点０００，００１，０１０，０１１，１００，１０１，１１０后的路径图）

图　８
８．根据步１～７得到的ＳＷＡＰ序列为ＳＷＡＰ［１１１，０１１］，

ＳＷＡＰ［０１１，００１］，ＳＷＡＰ［００１，０００］，ＳＷＡＰ［０１０，０１１］，
ＳＷＡＰ［１１１，１０１］，ＳＷＡＰ［１０１，１００］，ＳＷＡＰ［１１０，１１１］，对应
的Ｔｏｆｆｏｌｉ门分别为犜犗犉３（狓２，狓１，狓３），犜犗犉３（狓－３，狓１，狓２），
犜犗犉３（狓－３，狓－２，狓１），犜犗犉３（狓－３，狓２，狓１），犜犗犉３（狓３，狓１，狓２），
犜犗犉３（狓３，狓－２，狓１），犜犗犉３（狓３，狓２，狓１），按逆序连接起来对应
的线路如图９即实现犳＝［７，０，１，２，３，４，５，６］．

图９　犳＝［７，０，１，２，３，４，５，６］对应的Ｔｏｆｆｏｌｉ门组成的电路图

４．４　算法复杂度分析
根据算法２，可以看出外层循环次数为２狀－２，

在循环内部每次调用算法１ＦＩＮＤＳＷＡＰＰＡＴＨ
来找到交换路径，而其中路径个数最多为狀！，所以
总的算法复杂度为２狀×狀！．但这是个非常宽泛的上

界，因为我们在寻找路径的时候，搜索终止条件很容
易满足．此外，很明显看出随着算法的进行，可逆函
数的输出趋向有序，路径图顶点数越来越少，每次选
择的路径越来越短，路径条数越来越少，所以实际所
需时间远小于２狀×狀！．这也体现在后面实验结果上．

５　优　化
此时算法得到的电路不是最优的，还可以继续

优化，接下来给出我们的优化方法．
定理５．　当Ｔｏｆｆｏｌｉ门犃＝犜犗犉犽（狓１，狓２，…，

狓犽－１，狓犽）与犅＝犜犗犉犾（狔１，狔２，…，狔犾－１，狔犾）满足
（１）狓犽｛狔１，狔２，…，狔犾－１｝或者（２）犻∈［１，犽－１］，
犼∈［１，犾－１］满足狓犻＝狔－犼，则犃对犅没有影响．

证明．　条件１说明了犅的控制端前没有犃的
控制端，故无论犃如果变化都不会影响犅．条件２说
明了犃和犅的控制端不可能同时满足条件，即输入
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相同时，犃和犅中只有一个能起作用，所以犃可以
对犅不会有影响．

由定理５很容易得到性质１．
性质１．　交换规则．若Ｔｏｆｆｏｌｉ门犃与犅互不

影响，则可以交换犃、犅的位置．
例４．　如图１０（ａ）中犅受控端前没犃的控制

端，犃的受控端前没犅的控制端，则犃、犅可交换．图
１０（ｂ）中当犃成立时犅肯定不成立，同样犅成立时
犃肯定不成立，则可将犃、犅交换．

图１０　犃、犅交换举例
定理６．　合并规则．相邻的２个Ｔｏｆｆｏｌｉ门，如

果受控端相同而控制端只有一位不同，则可以把不
同的控制端去掉，留下相同的控制端和受控端合并
成１个Ｔｏｆｆｏｌｉ门．

证明．　不失一般性假设相邻的２个Ｔｏｆｆｏｌｉ门
犃、犅，前狀－１位为控制端，其中第狀－１位控制端不
同，第狀位为受控端，则犃表示为犜犗犉狀（狓１，狓２，…，
狓狀－１，狓狀），犅为犜犗犉狀（狓１，狓２，…，狓－狀－１，狓狀），则经犃
和犅作用后，受控端为

狓″狀＝狓１狓２…狓－狀－１（狓１狓２…狓狀－１狓狀）
＝狓１狓２…狓狀－２（狓－狀－１狓狀）狓狀
＝狓１狓２…狓狀－２狓狀

而控制端不变，故得证． 证毕．
图１１中给出了Ｔｏｆｆｏｌｉ门的一些合并例子．

图１１　Ｔｏｆｆｏｌｉ门的合并

定理７．　消除规则．如果存在连续的两个完全
相同的Ｔｏｆｆｏｌｉ门，则可以将这２个Ｔｏｆｆｏｌｉ门去掉．

证明．　不失一般性，假设２个连续的Ｔｏｆｆｏｌｉ
门为犃和犅，犃和犅相同，且前狀－１位为控制端，其
中第狀位为受控端，则犃和犅均可表示为犜犗犉狀（狓１，
狓２，…，狓狀－１，狓狀），由于犃、犅完全相同，故控制端不
变，受控端经过犃和犅后为
　　狓″狀＝狓１狓２…狓狀－１（狓１狓２…狓狀－１狓狀）

＝（狓１狓２…狓狀－１狓１狓２…狓狀－１）狓狀＝狓狀．
故经过犃、犅后受控端也没变化，则可将犃、犅从电
路图中去掉．

根据定理６和定理７可得到如下优化算法．
算法４．对算法３中量子线路犆犻狉犮狌犻狋：｛狋１，狋２，…，

狋犿｝优化．
输入：算法３中量子线路犆犻狉犮狌犻狋：｛狋１，狋２，…，狋犿｝
输出：优化后的量子线路犗狆狋犻犿犪犾犆犻狉犮狌犻狋
ＯＰＴＩＭＡＬＣＩＲＣＵＩＴ（Ｃｉｒｃｕｉｔ）
１．ｆｏｒ犻＝１ｔｏ犿
２．　根据推论２尽可能将与狋［犻］有相同受控端的

Ｔｏｆｆｏｌｉ门交换在一起；
３．　根据定理６尽可能与狋［犻］后面的Ｔｏｆｆｏｌｉ门进行

合并；
４．　犻＝不能与狋［犻］合并的第一个Ｔｏｆｆｏｌｉ门下标；
５．得到优化后的量子线路犗狆狋犻犿犪犾犆犻狉犮狌犻狋；
６．ｉｆ犆犻狉犮狌犻狋＝犗狆狋犻犿犪犾犆犻狉犮狌犻狋

／／递归调用优化过程直到不能再优化为止
　　　ｒｅｔｕｒｎ优化后的量子线路犗狆狋犻犿犪犾犆犻狉犮狌犻狋；
７．ｅｌｓｅ
　　　ＯＰＴＩＭＡＬＣＩＲＣＵＩＴ（ＯｐｔｉｍａｌＣｉｒｃｕｉｔ）．
例５．　考虑例４中得到的量子电路，对其运用

算法４，优化过程如图１２所示，其中图（ａ）为例子中

图１２　犳＝［７，０，１，２，３，４，５，６］得到Ｔｏｆｆｏｌｉ门的合并过程
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得到的量子电路，步１和步２表示进行交换操作，交
换后得到的图如（ｂ）所示，步３和步４表示图（ｂ）中
电路前四项和后两项可以分别进行合并，从而可以
得到图（ｃ）中所示的最优电路．

６　实验结果和分析
为了验证本文提出的算法的正确性，我们用

Ｃ＋＋编写了算法的实现程序，对任意可逆函数均可
得到对应的电路图，实验环境是ＩｎｔｅｌＣｏｒｅＴＭ２ＣＰＵ
２．１３ＧＨｚ，２ＧＢ内存，操作系统为ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ
ＳＰ２．考虑到１６！＝２．０９２２７８９９×１０１３对计算时间和
存储的要求难以实现，故采用流行的３×３量子电路
的所有可逆函数的实验来进行统计分析，不进行优
化总共用时０．２１９ｓ，优化后总共用时０．４１０ｓ，其结
果如表１所示．

表１中的每一行表示的是使用相同门数量对应
的可逆函数的个数，每一列为所有可逆函数的和为
８！＝４０３２０．最优情况是来自文献［４］中的实验结果，
使用的门库含有ＮＯＴ、ＣＮＯＴ、犜犗犉３；ＰＯＴ列是文
献［１４］的实验结果，只使用了犜犗犉３，是目前快速综
合算法中比较好的结果；优化前是指采用本文提出
的算法在优化前只使用了犜犗犉门的结果；优化后的
结果使用了ＮＯＴ、ＣＮＯＴ、犜犗犉３门．

从表１中还可以明显看出，优化后我们的算法
使用的门数量平均值为６．１４，相比文献［１０］中的
６．８３更接近最优值的５．８７［４］，意味着我们的算法能
更最近最优解．

表１　所有３比特可逆函数的综合结果

门的数量 电路的数量
最优情况 犘犗犜 优化前 优化后

１４ 　２
１３ ５７ 　２
１２ 　２５ ３９４ ２１
１１ ２５８ １５４２ １５８
１０ １２６５ ３８９５ ６９９
９ ３７８８ ６９３８ ２２４１
８ ５７７ ７８２０ ８９０６ ４９８１
７ １０２５３ １０６３０ ８３１０ ８０９５
６ １７０４９ ９１２６ ５７２３ ９７３１
５ ８９２１ ４９９６ ２９５３ ８１１２
４ ２７８０ １８３３ １１６１ ４４７１
３ ６２５ ４７６ ３４８ １４９９
２ １０２ ９０ ７８ ２８２
１ １２ １２ １２ ２７
０ １ １ １ １

门数量均值 ５．８７ ６．８３ ７．６５ ６．１４

　　接下来采用文献［９，１４１６］中用到的函数综合
例子（包括９个３比特函数和３个４比特函数），把
我们的算法与其它目前结果较好的算法进行比较，
采用的包括ＰＰＲＭ表达式方法［９］、Ｎｏｎｓｅａｒｃｈ方
法［１６］和ＰＯＴ方法［１４］．其结果如表２所示，从表中可
以看出，虽然本文得到的结果和ＰＯＴ方法相同，接
近ＰＰＲＭ方法，好于Ｎｏｎｓｅａｒｃｈ方法，但是从平均
时间上来说，在实验环境不优于文献［１０］（ＩｎｔｅｌＸｅｏｎ
３ＧＨｚ，２Ｇｎ内存的工作站）的情况下，本文综合每个
电路的平均时间为０．０１ｍｓ，远好于ＰＯＴ方法的
０．２ｍｓ和ＰＰＲＭ方法的０．５ｓ［１０］．由此可见，在得到
近似最优电路的前提下，我们算法的效率是其它算
法的几十到几百倍．

表２　和其它启发式算法的比较结果
函数 Ｔｏｆｆｏｌｉ门数量

ＰＰＲＭＮｏｎｓｅａｒｃｈＰＯＴ 优化前 优化后
本文得到的综合电路

（狓４＝犱，狓３＝犮，狓２＝犫，狓１＝犪）

［１，０，３，２，５，７，４，６］ ４ ６ ４ ５ ４ 犜犗犉３（犮，犫，犪）犜犗犉３（犮，犪，犫）
犜犗犉３（犮，犫′，犪）犜犗犉３（犮′，犪）

［７，０，１，２，３，４，５，６］ ３ ３ ３ ７ ３ 犜犗犉１（犪）犜犗犉２（犮，犫）犜犗犉（犮，犫，犪）
［０，１，２，３，４，６，５，７］ ３ ３ ３ ３ ３ 犜犗犉３（犮，犫，犪）犜０犉３（犮，犪，犫）犜犗犉３（犮，犫，犪）
［０，１，２，４，３，５，６，７］ ５ ７ ５ ５ ５ 犜犗犉３（犮，犫′，犪）犜犗犉３（犮，犪，犫）犜犗犉３（犫，犪，犮）

犜犗犉３（犮，犪，犫）犜犗犉３（犫′，犮，犪）

［０，１，２，３，４，５，６，８，７，９，
１０，１１，１２，１３，１４，１５］ ７ １５ ７ ７ ７

犜犗犉４（犱，犮′，犫′，犪）犜犗犉４（犱，犮′，犪，犫）
犜犗犉４（犱，犫，犪，犮）犜犗犉４（犫，犮，犪，犱）
犜犗犉４（犱，犫，犪，犮）犜犗犉４（犱，犮′，犪，犫）
犜犗犉４（犱，犮′，犫′，犪）

［１，２，３，４，５，６，７，０］ ３ ３ ３ ５ ５ 犜犗犉３（犫，犪，犮）犜犗犉２（犮，犪）犜犗犉２（犮，犫）
犜犗犉２（犪，犫）犜犗犉３（犮′，犪）

［１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０，
１１，１２，１３，１４，１５，０］ ４ ４ ４ １４ ４ 犜犗犉４（犱′，犮′，犫′，犪）犜犗犉３（犱，犮，犪）

犜犗犉２（犱′，犮）犜犗犉１（犱）
［０，７，６，９，４，１１，１０，１３，
８，１５，１４，１，１２，３，２，５］ ４ ３ ６ １４ ３ 犜犗犉２（犱，犪）犜犗犉２（犮，犫）犜犗犉２（犱，犮）

［３，６，２，５，７，１，０，４］ ７ ８ ８ ９ ６ 犜犗犉３（犮，犫，犪）犜犗犉２（犪，犮）犜犗犉３（犮′，犫，犪）
犜犗犉３（犮，犪，犫）犜犗犉２（犪′，犫）犜犗犉２（犫，犪）
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续　表
函数 Ｔｏｆｆｏｌｉ门数量

ＰＰＲＭＮｏｎｓｅａｒｃｈＰＯＴ 优化前 优化后
本文得到的综合电路

（狓４＝犱，狓３＝犮，狓２＝犫，狓１＝犪）

［１，２，７，５，６，３，０，４］ ６ ８ ７ １０ ８
犜犗犉３（犮，犫，犪）犜犗犉３（犮，犪，犫）犜犗犉３（犫，犪，犮）
犜犗犉２（犮，犫）犜犗犉３（犮′，犫，犪）犜犗犉３（犫，犪，犮）
犜犗犉３（犮′，犪，犫）犜犗犉２（犮′，犪）

［４，３，０，２，７，５，６，１］ ７ ８ ５ ７ ７
犜犗犉３（犮，犪′，犫）犜犗犉３（犫′，犪′，犮）犜犗犉３（犮，犫，犪）
犜犗犉３（犫，犪′，犮）犜犗犉２（犮，犫）犜犗犉２（犪，犫）
犜犗犉（犫′，犮′，犪）

［７，５，２，４，６，１，０，３］ ７ ６ ６ ９ ６ 犜犗犉３（犮，犫，犪）犜犗犉３（犫，犪，犮）犜犗犉２（犫，犮）
犜犗犉２（犪′，犫）犜犗犉３（犮′，犫，犪）犜犗犉２（犪，犮）

平均值　 ５．００ ６．１７ ５．０８ ７．９２ ５．０８

此外，相比其它算法，很明显可以看出我们的算
法思路简单清晰，并且在任何实验环境条件下均可
轻松模拟实现．而且，对于该算法得到的犜犗犉狀门，
可以很容易根据文献［１１］中的方法继续化简，因此
该算法具有一定的实用性．

７　结　论
本文提出了一种新的可逆逻辑综合算法，其实

质为基于变换规则的合成法．它采用一个无向无权
图表示所有可以进行变换的路径，并在综合的过程
中，类似选择排序算法的思想从小到大地选择需要
交换的输出项，接着从路径选择图中找到最优的路
径进行变换，最终综合完成后使输出项序列有序，而
每条变换路径即对应一系列的电路门级联．在此基
础上，本文还提出了一个优化算法化简所得到的量
子电路，使最后得到的电路代价减少．实验表明，相
比其它综合算法，该算法不仅总能获得最优解或近
似最优解，而且效率优势明显．

此外，本文提出的算法易于理解，对于有计算机
专业基础的人容易实现，同时基于图论解决可逆逻
辑综合问题的思想也有一定的借鉴意义．
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