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三维面心立方网格下的直线生成算法
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摘　要　以菱形十二面体为体素构成的三维面心立方（ＦａｃｅＣｅｎｔｅｒｅｄＣｕｂｉｃ，ＦＣＣ）网格是六角网格在三维的一种
推广，直线生成算法在三维图形和图像应用中是一个非常重要和基础的算法．文中首先研究了二维六角网格下基
于附属菱形空间的直线生成算法，然后将其推广至三维ＦＣＣ网格，得到了一种ＦＣＣ网格下的直线生成算法，该算
法在三维方形网格下的Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法的基础上，利用附属平行六面体空间的平行六面体与ＦＣＣ网格空间的体素
之间的一一对应关系生成直线．该算法应用简单的判断公式，一步最多可生成３个体素，且只涉及到整数运算，因
而没有累计误差．
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１　引　言
三维直线作为计算机图形学中基本的几何元

素，其生成算法是计算机图形学的重要基础，是计算
机图形学及ＣＡＤ最基本的算法之一，是数控机床
和快速成型机控制系统中直线插补算法的数学基
础．三维直线生成算法的应用领域包括物体的真实
感显示、光线追踪、医学图像的三维重建、体元素绘
制、计算机视觉以及立体几何造型．直线生成算法的
好坏不仅直接影响图形生成与显示的效率，而且与
数控加工和快速原型制造的速度和精度有直接的关
系，因此，研究高效、高精度的直线生成算法，对于开
发高性能的计算机数控系统具有十分重要的意义．

目前，已有较多文献讨论了三维方形网格下的直
线生成算法，分别将二维直线生成中有代表性的算
法等推广到三维．文献［１２］在二维直线Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ
生成算法的基础上，利用三维直线在坐标平面内的
投影，将二维直线Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法推广到三维．文
献［３］通过对三维直线特性的分析，充分利用直线的
方向性和对称性，结合投影原理，提出了一种基于直
线特性和投影原理的三维直线生成算法．文献［４］利
用直线在两个坐标平面内的投影，将二维中点画线算
法推广到三维，用于三维空间直线的生成．文献［５］利
用整数运算来生成面连接体素序列，实现了顶点连
接到面连接之间的转换．

除了常见的方形网格外，其它的网格也受到人们
的关注．体素为六棱柱构成的无通道（ｔｕｎｎｅｌｆｒｅｅ）三
维网格有两种［６］，体素为菱形十二面体和截八面体
构成的三维网格分别称为面心立方（ＦａｃｅＣｅｎｔｅｒｅｄ
Ｃｕｂｉｃ，ＦＣＣ）网格和体心立方（ＢｏｄｙＣｅｎｔｅｒｅｄＣｕｂｉｃ，
ＢＣＣ）网格，ＦＣＣ网格和ＢＣＣ网格是二维六角网格
在三维的推广．与六角网格类似，ＦＣＣ网格和ＢＣＣ
网格上的体素分布比立方网格更加紧凑和合理，在
三维空间具有更好的采样性质．在不影响体数据质
量的前提下，ＦＣＣ网格将采样数据密度变为立方网
格的７６．９８％，即ＦＣＣ网格能比立方网格减少
２３．０２％的体数据量［７］．因此，最近很多研究人员关
注ＦＣＣ网格［８１１］，总结了ＦＣＣ网格的性质和优
点［１２］；提出了类似于步进立方体（ＭａｒｃｈｉｎｇＣｕｂｅｓ）
算法的ＦＣＣ网格表面绘制重建算法［１３］，来进行
ＦＣＣ网格体数据场等值面生成和绘制；研究了ＦＣＣ
网格的一般情形（平行十二面体网格）的快速离散傅
立叶变换及其并行算法［１４］；构造了ＦＣＣ网格的箱

样条［１５］．这些研究说明ＦＣＣ网格因其良好的采样
性质将在三维计算机图形学及ＣＡＤ中具有较好的
应用前景．

然而，很少有人研究作为ＦＣＣ网格的基础算法
之一的直线生成算法．本文则提出了ＦＣＣ网格下的
直线生成算法．该算法建立在三维Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法
和附属平行六面体的基础之上，只用整数运算，从而
消除累积误差并提高算法速度．该算法为基于ＦＣＣ
网格的真实感显示、体绘制、光线追踪、消除隐藏线
面及三维重建等技术提供了基础．

２　二维六角网格
六角网格理论上优于方形网格，主要原因在于

方形网格上除了４个边相邻像素外，还有４个点相
邻像素，而在六角网格上，每个像素的６个相邻像素
都是边相邻的，因而六角网格直线或曲线更平滑；同
时，六角网格上的像素分布更加紧凑和合理，因而可
以更好地表示图形与图像的细节．文献［１６］证明了
方形网格和六角网格在几何意义上是相似的，并且比
较了两种网格上的绘制直线和圆的算法．文献［１７］提
出了一种在六角网格上的直线生成算法．

本节提出了一种六角网格上的直线生成算法．
首先，介绍了六角网格坐标系统附属的菱形空间并
分析了它们之间的邻接关系，利用它们之间的一一
对应关系和Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法，建立了一个有效的六
角网格直线生成算法．
２．１　六角网格空间及其附属菱形空间

正六边形可以覆盖整个二维空间（即平面），在
六角网格上每个像素对应于一个正六边形，而将正
六边形的中心称为网格点．所有像素构成了一个数
字六角网格空间．记犺（狓，狔）为中心在点（狓，狔）的像
素．Ｂｒｉｍｋｏｖ和Ｂａｒｎｅｖａ［６］创建了六角网格空间的附
属菱形空间．对每个六角网格像素犺（狓，狔），其相应
的附属菱形狉（狓，狔）按如下方法生成：菱形的中心和
像素犺（狓，狔）的中心相同，菱形边与六角网格空间的
单位基向量相等（图１）．这样一来，附属菱形空间和
六角网格空间具有相同的中心和基向量．

图１　六角网格像素犺（狓，狔）及其相应的菱形狉（狓，狔）
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按上述方法建立的菱形空间中，每个菱形狉（犻，犼）
有８个相邻菱形，其中４个菱形（狉（犻＋１，犼），狉（犻，犼＋１），
狉（犻－１，犼）和狉（犻，犼－１））与狉（犻，犼）边相邻，相应的六
角网格像素（犺（犻＋１，犼），犺（犻，犼＋１），犺（犻－１，犼）和
犺（犻，犼－１））也与犺（犻，犼）边相邻．另外４个菱形
（狉（犻＋１，犼＋１），狉（犻－１，犼＋１），狉（犻－１，犼－１）和
狉（犻＋１，犼－１））与狉（犻，犼）点相邻，此时相应的六角网
格像素有两种情形：犺（犻＋１，犼＋１），犺（犻－１，犼－１）与
犺（犻，犼）边相邻；犺（犻＋１，犼－１），犺（犻－１，犼＋１）与
犺（犻，犼）不相邻．表１中列出了它们的相邻关系．

表１　六角网格像素及其对应的菱形空间
菱形之间的邻接关系

相邻的坐标对 邻接关系
菱形 像素（六角网格）

需要增加的
像素个数

（犻，犼）和（犻＋１，犼） 边相邻 边相邻 ０
（犻，犼）和（犻，犼＋１） 边相邻 边相邻 ０
（犻，犼）和（犻＋１，犼－１） 点相邻 边相邻 ０
（犻，犼）和（犻＋１，犼＋１） 点相邻 不相邻 １

２．２　六角网格上的直线生成算法
假设直线起点和终点的六角网格坐标分别为

（狓１，狔１）和（狓２，狔２），则（狓１，狔１）和（狓２，狔２）同时也是
两点的相应菱形坐标．记Δ狓＝｜狓２－狓１｜，Δ狔＝
｜狔２－狔１｜，狓狊犻犵狀＝ＳＩＧＮ（狓２－狓１），狔狊犻犵狀＝
ＳＩＧＮ（狔２－狔１）．为简便起见，我们这里假设Δ狓＞
Δ狔，即直线的斜率的绝对值在０与１之间，此时
狓为主坐标轴，狓值每一步都递增（或递减），狔值
是否递增（或递减）由Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ误差变量犲狔狓＝
２Δ狓（犱狓狔－０．５）决定（图２），变量犲狔狓的初始化公式
为犲狔狓＝２Δ狔－Δ狓．假设当前已选择的离直线最近的
菱形记为狉（狓，狔），则下一步可选的菱形有两种选
择：狉（狓＋狓狊犻犵狀，狔）或狉（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀）（图２
中为狓狊犻犵狀＝狔狊犻犵狀＝１），由犲狔狓的符号决定究竟选择
上述两个菱形中的哪一个．

图２　平行四边形网格下的Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法示意图

若犲狔狓＜０，则右方菱形狉（狓＋狓狊犻犵狀，狔）与直线
上理想位置更接近，应取右方菱形，同时变量犲狔狓递
增为犲狔狓＝犲狔狓＋２Δ狔．由于相应的六角网格像素

犺（狓＋狓狊犻犵狀，狔）与犺（狓，狔）为边相邻，故六角网格上
的下一像素即为犺（狓＋狓狊犻犵狀，狔）．

若犲狔狓０，则右上方菱形狉（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋
狔狊犻犵狀）与直线上理想位置更接近，应取右上方菱形，
同时变量犲狔狓递增为犲狔狓＝犲狔狓＋２（Δ狔－Δ狓）．此时需
要分情况处理：

（１）若相邻的坐标对形如（犻，犼）和（犻＋１，犼－１），
相应的六角网格像素犺（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀）与
犺（狓，狔）边相邻，故六角网格上的下一像素即为
犺（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀）．

（２）若相邻的坐标对形如（犻，犼）和（犻＋１，犼＋１），
相应的六角网格像素犺（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀）与
犺（狓，狔）不相邻，需要增加一个像素来连接这两个断
开的像素．从犺（狓，狔）到犺（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀）有
２条可能路径：犺（狓，狔），犺（狓，狔＋狔狊犻犵狀）到犺（狓＋
狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀）或犺（狓，狔），犺（狓＋狓狊犻犵狀，狔）到
犺（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀）．究竟如何选择呢？从图２
中可以看出，只要判断直线在点犅上方或下方即
可．也就是判断狋狔狓是否大于１／２．注意到狋狔狓－１２＝

犱狔狓－犺－１２＝
１
２＋

犲狔狓
２Δ（ ）狓－Δ狔２Δ狓－

１
２＝
犲狔狓－Δ狔
２Δ狓，并

且Δ狓大于０，则问题归结为比较犲狔狓和Δ狔的大小，
若犲狔狓＜Δ狔，则接下来的两个像素分别为犺（狓＋
狓狊犻犵狀，狔）和犺（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀），见图３（ａ）；否
则犲狔狓Δ狔，接下来的两个像素分别为犺（狓，狔＋
狔狊犻犵狀）和犺（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀），见图３（ｂ）．

图３　连接两个不相邻像素犺（狓，狔）和犺（狓＋１，狔＋１）的像素
若直线斜率绝对值大于１（即Δ狔＞Δ狓），则狔值
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每一步总是递增（或递减），狓值是否递增（或递减）
由Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ误差变量犲狔狓决定．
２．３　算法分析

与Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法一样，本算法只涉及到整数
运算，只用到整数的加法、减法、移位（所有乘２用左
移运算完成）和比较运算．

本算法在一步循环中可能生成１或２个像素，
具体的操作次数见表２．该表中的计算量不包括狓
和狔坐标值的操作，因为这些操作在任何直线生成
算法中都是一样的，但其中的计算量包括循环语句
本身的一次比较和一次加减法操作．同时，我们只考
虑了算法循环体内的操作，因为循环体外的操作只
执行一次，对算法速度影响不大．

表２　本算法循环一次的操作次数
操作类型 一步形成１个像素 一步形成２个像素
加法 ２ ２
比较 ２ ３

图４　菱形十二面体的一种构造方法

３　犉犆犆（犉犪犮犲犆犲狀狋犲狉犲犱犆狌犫犻犮）网格及其
坐标系统
由菱形十二面体为体素构成的三维网格称为面

心立方（ＦａｃｅＣｅｎｔｅｒｅｄＣｕｂｉｃ，ＦＣＣ）网格．菱形十二
面体由１２个全等的菱形构成，共有１４个顶点，其中
８个顶点的度为３，６个顶点的度为４．菱形十二面
体可由下述方法构造：取两个相同的立方体，立方体
表面为深灰色，内部为浅灰色，将其中一个立方体分
割成６个如图４（ａ）所示相同的四棱锥，然后将这

６个四棱锥的四边形粘帖到另一个立方体的６个面
上，见图４（ｂ），即形成如图４（ｃ）所示的菱形十二面
体，此菱形十二面体的６个度为４的顶点恰好是四
棱锥的顶点，度为３的８个顶点则是原立方体的
８个顶点．对于６个相同的菱形十二面体，各取其
１个度为４的顶点如切割时相对，则正好可以无缝
连接，于是可以铺满整个三维空间．
ＦＣＣ网格是二维六角网格在三维的一种推广，

它与方形网格相比具有如下优点：
（１）在ＦＣＣ网格上，每个体素只有点相邻和面

相邻两种相邻关系，而方形网格除了点相邻和面相
邻外，还有边相邻，因此，在ＦＣＣ网格上，为许多图
像处理算法提供了更加简便的实现途径，并提高了
算法的效率．

（２）ＦＣＣ网格的误差小于方形网格［１２］．从而具
有更好的近似效果．

（３）ＦＣＣ网格的体素点分布更加合理和紧
凑［１８］．ＦＣＣ网格在３Ｄ空间比方形网格具有更好的
采样性质．也就是说，对于三维信号，需要较少的采
样点就可以完全重构信号．从而可以节约内存空间，
提高体绘制速度．

（４）ＦＣＣ网格的体素更接近球面，从而ＦＣＣ网
格上曲线或曲面更平滑［９］．

（５）ＦＣＣ网格更经济．即在体积相同的条件下，
ＦＣＣ网格的表面积要小于方形网格．

与传统的方形网格不同，菱形十二面体构成的
离散空间中只存在点相邻和面相邻，不存在边相邻
的情形．我们按如下方法构造ＦＣＣ坐标系统：选取
一个体素中心定义为坐标原点犗，坐标原点犗的所
有坐标值为０，即犗＝（０，０，０）．然后确定３个坐标
轴，考虑坐标原点体素（菱形十二面体）的一个有
３个相邻面的顶点（即度为３的顶点），过原点且分
别垂直于这３个相邻面的直线为坐标轴犗狓，犗狔和
犗狕．基向量狌，狏和狑方向分别与坐标轴犗狓，犗狔和
犗狕相同，长度为从坐标原点到相邻体素中心．

４　附属平行六面体空间
我们可以为上一节的离散ＦＣＣ空间定义相应

的附属平行六面体空间．ＦＣＣ空间中的每个体素
犺（狓，狔，狕）都对应一个平行六面体狆（狓，狔，狕）．
狆（狓，狔，狕）称为犺（狓，狔，狕）的附属平行六面体，它们
具有相同的中心，并且平行六面体狆（狓，狔，狕）的边为
ＦＣＣ空间的基向量狌，狏和狑（见图５）．按这种方法
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定义的附属平行六面体空间和ＦＣＣ空间具有相同
的中心和基向量．

图５　菱形十二面体和其相应的平行六面体
下面分析构成ＦＣＣ空间和其附属平行六面体

空间的体素之间的关系．记犺（狓，狔，狕）为ＦＣＣ空间
的体素且狆（狓，狔，狕）为与之对应的平行六面体空间

中的平行六面体．由图６～１０我们可以得出如下结
论：平行六面体狆（犻，犼，犽）有２６个相邻平行六面体，
其中６个与狆（犻，犼，犽）面相邻，１２个与狆（犻，犼，犽）边相
邻，其余８个与狆（犻，犼，犽）点相邻．根据对称性，相邻
的两个平行六面体有１３种不同的坐标对，分别对应
于表３的１３行，由表中可以看出，面相邻的体素坐
标对有６种（由于对称性，对应于１２个面相邻体
素），点相邻体素坐标对有３中（由于对称性，对应于
６个点相邻体素），不相邻的体素坐标对有４种，其
中对应于边相邻的平行六面体３种（由于对称性，对
应于６个边相邻平行六面体），点相邻的平行六面体
１种（由于对称性，对应于２个点相邻平行六面体）．

图６　面相邻平行六面体和面相邻体素

图７　边相邻平行六面体和面相邻体素

图８　点相邻平行六面体和点相邻体素
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图９　边相邻平行六面体和不相邻体素

图１０　点相邻平行六面体和不相邻体素，形如（犻，犼，犽）
和（犻＋１，犼＋１，犽＋１）的体素对

表３　犉犆犆网格体素及其对应的平行六面体空间
平行六面体之间的邻接关系

相邻的坐标对
邻接关系

平行
六面体

体素（菱形
十二面体）

图示
编号

需要增
加的体
素个数

（犻，犼，犽）和（犻＋１，犼，犽） 面相邻 面相邻图６（ａ）０
（犻，犼，犽）和（犻，犼＋１，犽） 面相邻 面相邻图６（ｂ）０
（犻，犼，犽）和（犻，犼，犽＋１） 面相邻 面相邻图６（ｃ）０
（犻，犼，犽）和（犻＋１，犼，犽－１） 边相邻 面相邻图７（ａ）０
（犻，犼，犽）和（犻＋１，犼－１，犽） 边相邻 面相邻图７（ｂ）０
（犻，犼，犽）和（犻，犼＋１，犽－１） 边相邻 面相邻图７（ｃ）０
（犻，犼，犽）和（犻＋１，犼－１，犽－１）点相邻 点相邻图８（ａ）０
（犻，犼，犽）和（犻＋１，犼＋１，犽－１）点相邻 点相邻图８（ｂ）０
（犻，犼，犽）和（犻＋１，犼－１，犽＋１）点相邻 点相邻图８（ｃ）０
（犻，犼，犽）和（犻＋１，犼，犽＋１） 边相邻 不相邻图９（ａ）１
（犻，犼，犽）和（犻，犼＋１，犽＋１） 边相邻 不相邻图９（ｂ）１
（犻，犼，犽）和（犻＋１，犼＋１，犽） 边相邻 不相邻图９（ｃ）１
（犻，犼，犽）和（犻＋１，犼＋１，犽＋１）点相邻 不相邻 图１０ ２

对于体素不相邻的情形，需要增加体素来连接
这两个不相邻的体素．若相应的两个平行六面体为
边相邻的情形，需要增加１个体素来连接体素，则由
２．２节的二维算法的简单三维扩展就可解决ＦＣＣ
网格下体素的选择问题，即由狓狔平面、狓狕平面或
狔狕平面的二维算法扩展成三维算法．若相应的两个
平行六面体为点相邻的情形，需要增加２个体素来
连接体素，此时坐标对为（犻，犼，犽）和（犻＋１，犼＋１，
犽＋１）．

注意到有３种选择：犺（狓＋１，狔，狕），犺（狓，狔＋１，狕）
和犺（狓，狔，狕＋１），分别对应３个平行六面体：狆（狓＋１，
狔，狕），狆（狓，狔＋１，狕）和狆（狓，狔，狕＋１）．要在这３个平行

六面体中选取一个使其与直线的距离最小，我们根
据判断变量犲狔狓和犲狕狓的大小来选择（犲狔狓和犲狕狓的定义
和递增与２．２节的二维算法类似），首先在狓狔平面
由犲狔狓＜Δ狔是否成立决定狔是否先变化，然后在狓狕
平面由犲狕狓＜Δ狕是否成立决定狕是否先变化．根据
犲狔狓和犲狕狓的大小有以下４种情形：

（１）若犲狔狓＜Δ狔且犲狕狓＜Δ狕，则选取平行六面体
狆（狓＋１，狔，狕）（体素犺（狓＋１，狔，狕））．

（２）若犲狔狓＜Δ狔且犲狕狓Δ狕，则选取平行六面体
狆（狓，狔，狕＋１）（体素犺（狓，狔，狕＋１））．

（３）若犲狔狓Δ狔且犲狕狓＜Δ狕，则选取平行六面体
狆（狓，狔＋１，狕）（体素犺（狓，狔＋１，狕））．

（４）若犲狔狓Δ狔且犲狕狓Δ狕，则选取平行六面体
狆（狓，狔＋１，狕）或狆（狓，狔，狕＋１）（体素犺（狓，狔＋１，狕）
或犺（狓，狔，狕＋１））．

首先考虑情形（１），犲狔狓＜Δ狔且犲狕狓＜Δ狕，则选取
的体素犺（狓＋１，狔，狕）与犺（狓＋１，狔＋１，狕＋１）还不相
邻，连接它们的体素可能为犺（狓＋１，狔，狕＋１）或
犺（狓＋１，狔＋１，狕）．通过分析，我们发现变量犲狕狔＝
犲狕狓Δ狔－犲狔狓Δ狕的符号决定了该选取哪个连接体素：
若犲狕狔为正，则应选取犺（狓＋１，狔，狕＋１），即体素
犺（狓，狔，狕）的紧接着的３个体素为犺（狓＋１，狔，狕），
犺（狓＋１，狔，狕＋１），犺（狓＋１，狔＋１，狕＋１）；否则体素
犺（狓，狔，狕）的紧接着的３个体素为犺（狓＋１，狔，狕），
犺（狓＋１，狔＋１，狕），犺（狓＋１，狔＋１，狕＋１）．

下面说明为什么变量犲狕狔能决定体素犺（狓＋１，
狔，狕＋１）或犺（狓＋１，狔＋１，狕）的选取．图１１画出了
狔狕平面在狓＝狓＋１处的情况，可以看出，若直线在
点犈上方，即犱狕狓＋犱＞１／２，则应选取体素犺（狓＋１，
狔，狕＋１），否则应选取体素犺（狓＋１，狔＋１，狕）．由
图１１看出，犱可由下式计算：

犱＝１
２－犱狔（ ）狓Δ狕Δ狔，

这样公式犱狕狓＋犱＞１／２可写为
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犱狕狓＋１
２－犱狔（ ）狓Δ狕Δ狔＞１２ （１）

图１１　狔狕平面的判断变量的计算示意图

为消除浮点数运算，下式将犱狔狓（或犱狕狓）为转换
为Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ误差变量犲狔狓（或犲狕狓）：

犱狔狓＝１２＋
犲狔狓
２Δ狓，犱狕狓＝

１
２＋

犲狕狓
２Δ狓 （２）

将式（２）中的犱狔狓和犱狕狓代入式（１）得
１
２＋

犲狕狓
２Δ狓＋

１
２－

１
２＋

犲狔狓
２Δ（ ）［ ］狓

Δ狕
Δ狔＞

１
２，

即
犲狕狓Δ狔－犲狔狓Δ狕
２Δ狓Δ狔＞０ （３）

由于Δ狓和Δ狔为正数（绝对值），则式（３）等价于
犲狕狔＝犲狕狓Δ狔－犲狔狓Δ狕＞０．

于是变量犲狕狔能决定体素犺（狓＋１，狔，狕＋１）或
犺（狓＋１，狔＋１，狕）的选取．

现在考虑情形（２），犲狔狓＜Δ狔且犲狕狓Δ狕，则选取
的体素犺（狓，狔，狕＋１）与犺（狓＋１，狔＋１，狕＋１）还不相
邻，连接它们的体素可能为犺（狓＋１，狔，狕＋１）或
犺（狓，狔＋１，狕＋１），但由于犲狔狓＜Δ狔，只能选取
犺（狓＋１，狔，狕＋１）．于是体素犺（狓，狔，狕）的紧接着的
３个体素为犺（狓，狔，狕＋１），犺（狓＋１，狔，狕＋１），犺（狓＋
１，狔＋１，狕＋１）．

现在考虑情形（３），犲狔狓Δ狔且犲狕狓＜Δ狕，则选取
的体素犺（狓，狔＋１，狕）与犺（狓＋１，狔＋１，狕＋１）还不
相邻，连接它们的体素可能为犺（狓＋１，狔＋１，狕）或
犺（狓，狔＋１，狕＋１），但由于犲狕狓＜Δ狕，只能选取
犺（狓＋１，狔＋１，狕）．于是体素犺（狓，狔，狕）的紧接着的
３个体素为犺（狓，狔＋１，狕），犺（狓＋１，狔＋１，狕），
犺（狓＋１，狔＋１，狕＋１）．

最后考虑情形（４），犲狔狓Δ狔且犲狕狓Δ狕，则可能
选取的体素为犺（狓，狔＋１，狕）或犺（狓，狔，狕＋１），与情
形（１）的分析类似，我们可以在狔狕平面由犲狕狔＝
犲狕狓Δ狔－犲狔狓Δ狕的符号决定应该选取哪个体素．若
犲狕狔＜０，则应该选取犺（狓，狔＋１，狕）和犺（狓，狔＋１，
狕＋１），于是体素犺（狓，狔，狕）的紧接着的３个体素为

犺（狓，狔＋１，狕），犺（狓，狔＋１，狕＋１），犺（狓＋１，狔＋１，
狕＋１）．否则若犲狔狓０，体素犺（狓，狔，狕）的紧接着的
３个体素为犺（狓，狔，狕＋１），犺（狓，狔＋１，狕＋１），犺（狓＋１，
狔＋１，狕＋１）．

５　犉犆犆网格上的直线生成算法
假设直线的起点和终点的ＦＣＣ坐标分别为

（狓１，狔１，狕１）和（狓２，狔２，狕２），则（狓１，狔１，狕１）和（狓２，狔２，
狕２）同时也是相应点的平行六面体坐标．令Δ狓＝
｜狓２－狓１｜，Δ狔＝｜狔２－狔１｜和Δ狕＝｜狕２－狕１｜，狓狊犻犵狀＝
ＳＩＧＮ（狓２－狓１），狔狊犻犵狀＝ＳＩＧＮ（狔２－狔１）和狔狊犻犵狀＝
ＳＩＧＮ（狕２－狕１）．为简便起见，我们这里假设Δ狓＞Δ狔
且Δ狓＞Δ狕（即狓轴为主坐标轴），则狓值每一步都
递增（或递减）．ＦＣＣ网格上，两点（狓１，狔１，狕１）和（狓２，
狔２，狕２）之间的直线生成算法包括如下步骤：

１．选取起点（狓１，狔１，狕１）为当前体素（也是当前平行六
面体）．

２．与三维方形网格直线生成算法Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法类
似，在平行六面体空间决定下一步所选取的平行六面体（我
们将在下一节详细说明其选取方法）．

３．根据当前平行六面体和选取的下一个平行六面体的
相邻关系和对应体素的相邻关系，采用上一节的方法决定是
否需要增加体素．

４．若还没到达终点（狓２，狔２，狕２），则转向步２，否则算法
结束．

６　在平行六面体空间选择
下一个平行六面体
为了选择下一个平行六面体，我们采用与三维

方形网格下Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法类似的方法，下面将说
明其详细过程．由于算法在平行六面体空间狓值每
一步都递增（或递减），因此只要决定下一平行六面
体的狔和狕坐标是否变化即可．假设当前平行六面
体为犈＝狆（狓，狔，狕），则下一平行六面体的取法只有
四种可能的选择，即犃＝狆（狓＋狓狊犻犵狀，狔，狕），犅＝
狆（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀，狕），犆＝狆（狓＋狓狊犻犵狀，狔，
狕＋狕狊犻犵狀）和犇＝狆（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀，狕＋狕狊犻犵狀）
（图１２）．要在这４个平行六面体中选取一个使其与
直线的距离最小，我们根据判断变量犲狔狓和犲狕狓的符
号来选择．我们分两步进行，首先在狓狔平面由犲狔狓的
符号决定狔是否变化，然后在狓狕平面由犲狕狓的符号
决定狕是否变化．根据犲狔狓和犲狕狓的符号有以下４种
情形：
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（１）若犲狔狓＜０且犲狕狓＜０，则下一平行六面体为
狆（狓＋狓狊犻犵狀，狔，狕）．

（２）若犲狔狓＜０且犲狕狓０，则下一平行六面体为
狆（狓＋狓狊犻犵狀，狔，狕＋狕狊犻犵狀）．

（３）若犲狔狓０且犲狕狓＜０，则下一平行六面体为
狆（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀，狕）．

（４）若犲狔狓０且犲狕狓０，则下一平行六面体为
狆（狓＋狓狊犻犵狀，狔＋狔狊犻犵狀，狕＋狕狊犻犵狀）．

图１２　三维平行六面体空间的Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法示意图

７　算法分析与实验
本算法只用到整数运算，而且除了在一步生

成３个体素的时候需要２次整数乘法运算外，其余
的只用到整数加法、减法、移位、比较运算．算法主
要集中在第２步和第３步，这两步需要重复犖＝
Ｍａｘ（Δ狓，Δ狔，Δ狕）次，在算法第２步，需要２次比较
和２次加法操作，在算法第３步，若不需要增加体
素，即一次仅生成一个体素则没有任何操作；若需要
增加１个体素，即一步生成２个体素，则第３步需要
１次比较操作；若需要增加２个体素，即一步生成
３个体素，则第３步最多需要２次比较、２次乘法和
１次加法运算共５次操作．因此，本算法的时间复杂
度为犗（犖）．

我们用ＶＣ６．０在Ｉｎｔｅｌ２．５３ＧＨｚ微机上编程
实现了本文算法．为了测试算法的速度，我们在面心
立方网格中嵌入一个球面，随机取球面上的点，连接
其和球心得到一条直线，则该直线即为球面的半径，
通过生成这些直线得到算法的执行时间．我们通过
改变球面半径大小（直线长度）和直线数目得到不同
组数据．表４列出了对于不同长度和数目的直线，本
文算法的执行时间比较，表中所列的时间是执行完

整的算法所需的时间，即包括主循环体外对判断变
量等的初值和增量的计算．从表４可以看出，随着直
线长度的加大和直线数目的增加，算法执行时间逐
步增加．

表４　本文算法生成不同长度直线所需要的时间

长度 时间／ｓ
１０万条 １００万条 １０００万条

２００ ０．３２３ ３．２６５ ３２．７８８
４００ ０．４２２ ４．５８０ ４３．２８５
６００ ０．５４２ ５．３９７ ５３．２１９
８００ ０．６５６ ６．３８２ ６３．４５５
１０００ ０．７６５ ７．４２９ ７５．７２６
１２００ ０．８５９ ８．５１３ ８５．８８８

８　结　论
本文提出了一个ＦＣＣ网格下的三维直线生成

算法，该算法基于三维Ｂｒｅｓｅｎｈａｍ算法和附属平行
六面体空间，在每一步利用判断变量找出离直线最
近的体素（菱形十二面体）．算法的每一步最多可生
成３个体素．本文算法和已有的三维直线生成算法
相比，优点在于生成的直线是基于ＦＣＣ网格的，由
于ＦＣＣ网格比方形网格具有更好的采样性质，并且
具有较小的误差，因此，本文算法生成为ＦＣＣ网格
直线，在相同质量的条件下，体素数量更少，生成的
直线更平滑．但本文算法要较方形网格直线生成算
法稍为复杂．
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