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最多叶子生成树问题的核化算法
高文宇
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摘　要　对算法领域的最多叶子生成树问题进行了深入研究，提出了对简单连通图２度节点的化简规则，并证明
了不含２度节点的图的生成树的叶子节点数的下限为（犖＋６）／４，给出了构造这样一棵生成树的构造性方法．基于
上述化简规则和所证明的结论，给出了最多叶子生成树问题的核化算法，该核化算法可以在犗（狀２）时间内得到一个
４犽－６大小的线性核．对于这样一个较小的核，将大大提高相关的参数算法和近似算法的性能．
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１　引　言
最多叶子生成树问题（ＭａｘｉｍｕｍＬｅａｆＳｐａｎｎｉｎｇ

Ｔｒｅｅ，ＭＬＳＴ）是ＮＰ完全理论中的一个经典问题．
在文献［１］中，将ＭＬＳＴ归为网络设计领域最重要
的ＮＰ完全问题之一．简单来说，ＭＬＳＴ问题就是在
一个给定的图中是否存在一棵生成树，使得该生成
树有大于等于犽个叶子节点（叶子节点指生成树中
度为１的节点）．ＭＬＳＴ在通信网络和电路布局中
有着很强的应用背景．然而ＭＬＳＴ是ＮＰ难问题，
而且是ＭＡＸＳＮＰｈａｒｄ［２］，即ε＞０，不存在对
ＭＬＳＴ问题的１＋ε近似，除非Ｐ＝ＮＰ．

从最优化的角度来说，ＭＬＳＴ可表述为，在一
个给定的图中找出一棵生成树，使得该生成树具有

最多的叶子节点．从最优化问题的角度来说，ＭＬＳＴ
与另一个著名的图问题“最小连通支配集”问题
（ＭｉｎｉｍｕｍＣｏｎｎｅｃｔｅｄＤｏｍｉｎａｔｉｎｇＳｅｔ，ＭＣＤＳ）是等
价的．即若在给定图犌中找到有最多叶子的生成
树，则该生成树中的非叶子节点就构成一个最小连
通支配集，反之亦成立．但是从ＮＰ完全理论的角
度，即如果我们考虑该问题的“判定问题”版本，则这
两个问题并非是等价的，而是构成一对对偶问题［３］，
这对对偶问题解决的方法和难度自然也不一样．

２　相关研究
２．１　犕犔犛犜问题早期的理论研究

对于ＭＬＳＴ问题，早期Ｌｏｖａｓｚ、Ｐａｙａｎ和Ｓｔｏｒｅｒ［４５］
等人研究了一个变形问题，即节点度为３的狀个节



点构成的连通图，其生成树的叶子数至少可以达到
多少．随后，在文献［６７］中都独立地证明了节点度
至少为３的狀个节点构成的连通图，其生成树的叶
子数至少可以达到狀／４＋２．
２０世纪８０年代以来，图子式（ＧｒａｐｈＭｉｎｏｒ）理

论［８］的发展对算法研究带来了新的思路．在文献［９］
中Ｆｅｌｌｏｗｓ等人利用图子式理论对若干组合优化问
题进行了研究，其中借助图子式理论对ＭＬＳＴ问题
也给出了一个极富创见的解．给定一个图集犉，犉中
的图没有哪一个图具有一棵生成树，使得该生成树
有大于等于犽个叶子节点．显然，图集犉中任意图的
子式也不会有叶子节点数大于等于犽的生成树，这种
特性我们称之为图集犉关于子式运算封闭．那么根
据图子式定理，图集犉的障碍集（ｏｂｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓ）是有
限的，而且可以在多项式时间内识别出这些障碍集，
因此ＭＬＳＴ问题可以在多项式时间内求解．

但遗憾的是，目前很多利用图子式理论进行的
研究主要是证明了解决问题的时间复杂度上限，其
方法是非构造性的理论证明，即可以证明这个多项
式时间的算法是存在的，但我们并不知道这个算法
的任何细节，也就是说，我们需要去寻找一个可行的
构造性算法，而且子式包含判定算法中包含着极大
的常数项，也使得这类算法在实际应用中存在问题．
２．２　犕犔犛犜问题的近似算法

对于ＭＬＳＴ问题研究的另一个途径是寻找有
效的近似算法．其中最重要的进展之一是Ｌｕ在文
献［１０］中提出的一个３近似算法．在该文中，给出
了一个贪婪算法，首先在给定的图犌中构造出一个
最大的多叶森林（ｍａｘｉｍａｌｌｙｌｅａｆｙｆｏｒｅｓｔ）犉，然后通
过向犉中添加一些边来连通犉中的子树，从而最终
得到图犌的一棵生成树．文中证明了通过最大多叶
森林构造出来的生成树的叶子节点数至少是图犌
的任意生成树的叶子节点数的１／３，因此该贪婪算
法是一个３近似算法．在一些特殊图中，近似算法
取得了更好的结果，文献［１１］中得到了立方体图中
ＭＬＳＴ问题的３／２近似算法．
２．３　参数算法在解决犕犔犛犜相关问题中的进展

对于一些组合优化问题，参数理论是一个很好
的解决方案．经过近年来的一些研究，参数算法在很
多与ＭＬＳＴ问题相关的问题上都取得了很好的成
果，如平面图的支配集问题等．参数理论的研究最初
来源于观察到很多计算问题都与一个取值范围很小
的重要参数相联系，利用参数的性质可以在一定程
度上加速计算．

应用参数理论来求解ＮＰ难问题时，首先要将
该问题转化为参数化问题．参数化问题犙是一个用
二元组（狓，犽）表示的判定问题，其中狓代表一个具
体的问题，犽是一个非负整数，称为参数．然后应用
参数理论的算法技术对参数化问题犙加以求解．若
我们能够设计一种参数化求解算法，其时间复杂度
形如犗（犳（犽）｜狓｜犮），则我们把该问题犙称为固定参
数可解的问题（ＦｉｘｅｄＰａｒａｍｅｔｅｒＴｒａｃｔａｂｌｅ，ＦＰＴ），
简称ＦＰＴ问题．
ＦＰＴ算法设计技术的研究一直是参数理论中

的研究热点．核化（ｋｅｒｎｅｌｉｚａｔｉｏｎ）是设计ＦＰＴ算法
的主要技术之一．参数理论中的一个最重要的定理
就是：一个参数化问题是ＦＰＴ问题当且仅当该问题
是可核化的．因此，在参数算法设计中，核化技术应
用最为广泛．

核化是指如果存在一个多项式时间算法犓和
一个递归函数犵，使得对于参数问题犙的任意一个
实例（狓，犽），应用算法犓将犙转化为一个新实例
（狓′，犽′），使得｜狓′｜犵（犽）和犽′犽，并满足当且仅当
（狓′，犽′）是参数问题犙的一个真实例，（狓，犽）也是犙
的一个真实例，则我们说参数问题犙是可核化的，
算法犓称为核化算法，新实例（狓′，犽′）称为核心化
后的问题核．核化后问题规模极大地降低．核的大小
可能是参数犽的线性式（线性核），也可能是参数犽
的多项式（多项式核），甚至是参数犽的非多项式．

事实上，一个规模极大降低的核不仅可以用于
设计参数算法，也可用于近似算法的设计．因此核化
算法一直是参数理论研究的一个热点领域．

对于ＭＬＳＴ问题的参数算法研究，文献［１２］提
出了一种分支算法能用犗（４犽狆狅犾狔（狀））时间解决该
问题，文献［１３］则借助于ＭＬＳＴ问题的对偶问题即
连通支配集问题的一些研究成果，提出了一个时间
复杂度为犗（１．８９６６狀）的算法．

ＭＬＳＴ问题的一个变形就是求有向图中的多
叶子生成树（ＤｉｒｅｃｔｅｄＭａｘｉｍｕｍＬｅａｆＳｐａｎｎｉｎｇ
ＯｕｔＴｒｅｅ），由于有向图中弧的单向性，使得用于无
向图ＭＬＳＴ问题的一些方法如图子式理论和文
献［４７］中的方法都无法直接应用于有向图中变形
问题的求解．文献［１４］给出了有向图多叶子生成树
问题的一个时间复杂度为２犗（犽ｌｏｇ犽）·狀犗（１）的参数算法，
这也证明了该问题也是属于ＦＰＴ类的．文献［１５］进
一步研究了有向图的多叶子生成树问题，得到了一
个该问题的平方核，文献［１６］则研究了有向无环图
中的多叶子生成树问题，其结论是，若限定在有向无
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环图中，则该问题存在大小为６．６（犽＋２）的线性核．
对于与ＭＬＳＴ问题密切相关的支配集问题的

核化算法研究，近年来也取得了重要的进展．如前所
述，连通支配集问题和ＭＬＳＴ问题构成一对对偶问
题，但是它们的解决办法和难度都是不一样的．早期
的研究表明，参数化支配集问题是一个Ｗ［２］完全
问题［１７］，因此它不是ＦＰＴ可解的．但是将参数化支
配集问题限定在平面图这样一个背景下（也就是说
要判定在一个平面图中是否存在大小为犽的支配
集），则平面图支配集问题可以在犗（犮槡犽·狀）时间求
解，其中犮４槡６３４［１８］，随后，常数犮的上界又被优化
到２２７［１９］以及２１５．１３［２０］．最近的研究表明，在平面图
上求解支配集，通过两个图归约和预处理技术，可以
得到一个不超过３３５犽大小的核［２１］，这个线性核完
全独立于原始图的规模．随后，Ｃｈｅｎ［３］设计的核化
算法将平面图支配集问题的核进一步降低到６７犽．
由于犽相对狀通常是很小的数，问题的规模就从狀
降低到犽的线性函数，这也就大大降低了问题的规
模．因此参数算法技术在一些问题的求解上是极其
有益的．

３　最多叶子生成树问题的核化算法
对于ＭＬＳＴ问题的核化，我们所做的工作如下：
（１）首先设计了一些化简规则对给定的图中的

２度节点进行化简，消去原图中的２度节点，并且化
简后的图和原图在求解ＭＬＳＴ问题上是等价的．

（２）化简后的图中只存在１度节点和度大于等
于３的节点．我们证明了在这种图中，其生成树的叶
子节点数至少可以达到（犖＋６）／４（其中犖为化简
后的图的节点数），并给出构造这样的生成树的构造
性方法．

（３）对于ＭＬＳＴ问题，若犽（犖＋６）／４，则回答
“是”，即原图中存在一棵生成树，其叶子节点至少有
犽个；若犽＞（犖＋６）／４，则犖＜４犽－６，即化简后的图
的节点数小于４犽－６，这是一个与原图的节点规模
无关的线性核．

下面对相关问题给出详细的描述．
３．１　基本概念

定义１．　图犌＝（犞，犈）称为简单连通无向图，
需满足以下条件：

（１）犌为无自回路的、连通的无向图．
（２）犌中任意两个节点之间至多有一条边．
定义２．　图犌中节点狌和节点狏之间存在一

条边，则称节点狌与节点狏相邻．
定义３（犱度节点）．　图犌＝（犞，犈）中的任意节

点狌，称狌在图中的相邻节点的个数为节点狌的度，
记为犇（狌）．假设犇（狌）＝犱，则将节点狌称为犱度
节点．

定义４（ＭＬＳＴ问题）．　给定简单连通无向图
犌＝（犞，犈）以及非负整数犽，问图犌中是否包含一棵
生成树犜，使得生成树犜中度为１的节点（即叶子
节点）总数至少为犽．

定义５（边的收缩）．　图犌中，端点为狌和狏的
边犲的收缩，就是用一个新顶点狑代替狌和狏并且
与新顶点狑关联的边包括除犲之外的所有与狌和狏
关联的边（参见图１）．

图１　边的收缩操作

定义６（２度节点的压缩）．　图犌中，若存在一
个２度节点狓，则对该２度节点的压缩就是删除该２
度节点及其相邻的两条边，然后将该２度点原来的
两个相邻节点用一条边连接起来（参见图２）．

图２　２度节点的压缩操作

３．２　２度节点的化简规则
通过对简单连通无向图中２度节点的研究，我

们可以得到如下的一些化简规则．
（１）若２度节点的其中一个相邻节点的度为１，

则该２度节点可以被压缩，该２度节点被压缩后的
图与原图在求解ＭＬＳＴ问题上是等价的，即原图中
若存在叶子数至少为犽的生成树，则化简后的图中
亦存在；若原图中不存在，则化简后的图中也不存
在．这种情况是显然的，因为图中的１度节点必定是
最终生成树中的叶子节点，因此与１度节点相邻的
２度节点必定不是最终生成树的叶子节点，因此可
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以被压缩．
图３（ａ）中的节点狓就是这种情况，节点狓可以

被压缩，压缩后见图３（ｂ）．

图３　２度节点的化简，第（１）种情况

（２）若２度节点的两个相邻节点都是２度节点，
则该二度节点也可以被压缩，压缩后的图与原图在
求解ＭＬＳＴ问题上是等价的．

图４（ａ）中的节点狓就是这种情况，节点狓可以
被压缩，压缩后见图４（ｂ）．

如图４（ａ），在这种情况中，狆－狌－狓－狏－狇这
条路径在最终的生成树中可能被断开，断开后符合
情况（１），其中一个节点可被压缩；若狆－狌－狓－狏－狇
这条路径在最终的生成树中没有被断开，则节点狓
也不是叶子节点；因此狓被压缩后的图与原图在求
解ＭＬＳＴ问题上是等价的．

图４　２度节点的化简，第（２）种情况

（３）若２度节点的两个相邻节点中，其中一个相
邻节点的度为２，另一个相邻节点的度大于等于３．事
实上这就是两个２度节点相邻，然后它们分别再与一
个大于等于３度的节点相邻．图５（ａ）中的节点狌、狏
都属于这种情况，因此我们将狌、狏合并在一起考虑．

若这两个相邻的２度节点狌、狏各自的另一个相
邻节点狆、狇之间除路径狆－狌－狏－狇之外再无别的
连通路径，则２度节点狌、狏可以被压缩，压缩后见
图５（ｂ）．

若这两个相邻的２度节点狌、狏各自的另一个相
邻节点狆、狇之间除路径狆－狌－狏－狇之外还有别的
连通路径，示意图见图５（ｃ），则２度节点狌、狏之间
的边可以断开，因为断开此边可以获得两个叶子节
点，断开后的情况见图５（ｄ）．

图５　２度节点的化简，第（３）种情况

　　（４）若２度节点的两个相邻节点的度都大于等
于３．图６（ａ）中的节点狌就属于这种情况．若这个２
度节点狌的两个相邻节点狆、狇之间除路径狆－狌－狇
之外再无别的连通路径，则２度节点狌可以被压缩，
压缩后见图６（ｂ）．

若这个２度节点狌的两个相邻节点狆、狇之间除
路径狆－狌－狇之外还有别的连通路径，见图６（ｃ），
则可以断开２度节点狌和它的任意一个相邻点之间
的边，因为断开此边可以获得一个叶子节点，断开后
的情况见图６（ｄ）．

但是，在此情况下，可能会产生新的２度节点．
即断开边后，原２度节点变成了１度节点，而原２度
节点狌的邻点可能由于度减１从而变成一个新的
２度节点．所以在断开边后应立即检查相关节点，若
该节点的度仍然大于等于３，则继续；若断开边后，
度由３减为２，则立即运用前面的规则处理这个新
产生的２度节点．

图６　２度节点的化简，第（４）种情况

３．３　核化算法及复杂性分析
有了前面４条化简规则，可以给出核化算法如

下（包括步１～３）：
１．依次访问图犌中的所有节点，对图中的２度节点应

用第（１）和第（２）条化简规则，得到图犌′．则图犌′中剩余的２
度节点只可能是规则（３）和规则（４）中所述情况．对于狀个节
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点的图执行此步骤所用时间为犗（狀）．
２．依次访问图犌′中所有节点，对图犌′中符合规则（３）

所描述的２度节点运用化简规则化简，得到图犌″．则图犌″中
剩余的２度节点只可能是规则（４）中所述的情况．对于狀个
节点的图执行此步骤所用时间为犗（狀２）．因为对每对符合规
则（３）的２度节点进行化简时需要判断一对节点间是否存在
另一条连通路径，使用深度优先算法需要犗（狀）时间，因此总
共的时间为犗（狀２）．

３．对图犌″运用化简规则（４）化简，得到图犌，则图犌
中不再存在２度节点，只剩下１度节点和度大于等于３的节
点．对于狀个节点的图执行此步骤所用时间为犗（狀２）．理由
同上．

因此，全部执行完步１～３所需时间为犗（狀２）．
３．４　无２度节点图的核化

对一简单连通无向图犌，若采用３．３节中给出
的核化算法对２度节点进行化简，在化简后的图中
就不再有２度节点．

对于一个不存在２度节点的简单连通无向图，
有如下定理成立．

定理１．　犖个节点的简单连通无向图犌，若图
犌不含２度节点，则其必有一棵生成树，使得该生成
树的叶子节点（度为１的节点）至少为犖＋６４．

证明．　
为了证明上述定理，我们引入一个构造性的算

法，在任意的不含２度节点的图犌中都能构造出一
棵生成树，使得该生成树的叶子节点数至少为
犖＋６
４，从而证明该结论．
在构造图犌的生成树的过程中，我们用犜表示

当前已被构造出的包含狀个节点，犾个叶子节点的
树．若狓是犜的一个叶子节点，则我们用犱′（狓）表示
狓在犌－犜中的度，即犱′（狓）等于狓在犌－犜中的邻
点个数．

我们定义“扩展节点狓”操作如下，并简称为“点
扩展”．

定义７（扩展节点狓）．　向树犜中增加犱′（狓）条
边，也就是增加狓与狓在犌－犜中的邻居之间的边．

那么通过一系列的点扩展操作就可以将树犜
从一棵小树扩展成为图犌的一棵完整的包含图犌
全部节点的生成树．

我们将当前的生成树犜中的犱′（狓）＝０的叶子
节点狓称为“死叶子”，因为这些“死叶子”不能再进
行点扩展操作，从而在构造犜的过程中产生的“死
叶子”一定是最终的生成树中的叶子节点．另外用犿

表示当前树犜中的“死叶子”数目．用Δ狀，Δ犾，Δ犿
分别表示当前树犜执行一次点扩展操作后所带来
的相应的狀，犾，犿的增量．

如果一个点扩展序列对树犜的影响满足“累加
不等式”３Δ犾＋Δ犿Δ狀，则称之为“合法”的点扩展
序列．

我们从一棵初始树犜开始，通过执行一系列
“合法”的点扩展序列将犜逐步扩展成为图犌的生
成树．

构造树犜的过程：
（１）若不含２度节点的图犌中只有１度节点，

则是图７（ａ）所示情况，定理１显然成立．
（２）若不含２度节点的图犌中有一个度大于等

于４的节点，则可以找出一棵如图７（ｂ）所示的初始
子树．

（３）若图犌中都是３度节点和１度节点，而且
图犌中每一条不与１度节点关联的边都是图中某
个三角形的一条边，则图犌是图７（ｃ）、图７（ｄ）和
图７（ｅ）所示情况，这３种情况下，定理１显然都
成立．

（４）若图犌中都是３度节点和１度节点，而且
图犌中至少存在一条不与１度节点关联的边，该条
边不是图中任何一个三角形的一条边，则可以找出
一棵如图７（ｆ）所示的初始子树．

图７　初始情况

若犜通过一系列的“合法”的点扩展操作最终
变成了图犌的一棵包含犔个叶子节点的生成树．那
么在树犜的生长过程中所产生的叶子节点最终都
变成了“死叶子”节点（因为最终的生成树中的叶子
节点都是“死叶子”，即都无法再进行点扩展操作）．
由于所有的点扩展操作都是“合法”的，即满足前面
定义的“累加不等式”．假设共进行了犻次点扩展操
作，则每一次的点扩展操作满足的“累加不等式”
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如下：
３Δ犾１＋Δ犿１Δ狀１
３Δ犾２＋Δ犿２Δ狀２

…
３Δ犾犻＋Δ犿犻Δ狀
烅
烄

烆 犻

．

将上述犻个不等式累加起来得
３（Δ犾１＋Δ犾２＋…＋Δ犾犻）＋（Δ犿１＋Δ犿２＋…＋Δ犿犻）
　　　（Δ狀１＋Δ狀２＋…Δ狀犻） （１）

因为：
初始生成树的叶子数＋Δ犾１＋Δ犾２＋…＋Δ犾犻＝
最终生成树的叶子数＝犔 （２）
Δ犿１＋Δ犿２＋…＋Δ犿犻犔，因为初始生成树可
能包含“死叶子” （３）
Δ狀１＋Δ狀２＋…＋Δ狀＝犖－初始生成树的节点数

（４）
将式（２）～（４）代入式（１）有

若初始子树是图７（ｂ）所示情况，则３（犔－犇）＋
犔犖－犇－１，其中犇是一个大于等于４的常数，即
犇是图７（ｂ）所示的初始子树中的叶子节点数目．化
简即得４犔犖＋２犇－１犖＋７，即犔犖＋７４．

若初始子树是图７（ｆ）所示情况，则３（犔－４）＋
犔犖－６，化简即犔犖＋６４．

下面我们就给出一系列“合法”的点扩展操作，
使得仅通过这些操作就可以完成图犌的生成树的
构建．因此，根据前面的证明，通过这些“合法”的操
作得到的生成树的叶子节点数满足犔犖＋６４．

“合法”的点扩展操作：
Ｏ１．对当前的树犜中的某个叶子节点狓，若

犱′（狓）２，则在节点狓进行的点扩展操作满足Δ犾＝
Δ狀－１，Δ犿０，显然在此条件下，３Δ犾＋Δ犿Δ狀成
立，因此该操作“合法”．参见图８（ａ）．

Ｏ２．对当前的树犜中所有的满足犱′（狓）１的
节点狓，图犌中一定有某个不属于树犜的节点，若该
节点狓有至少两个邻点在树犜中，则对该节点的其
中一个邻点进行点扩展操作会增加至少一个“死叶
子”（也就是另一个邻点会变成“死叶子”）．因此这样
的点扩展操作会导致Δ犾＝０，Δ犿１，Δ狀＝１，显然
在此条件下，３Δ犾＋Δ犿Δ狀成立，因此该操作“合
法”．参见图８（ｂ）．

Ｏ３．对当前的树犜中所有的满足犱′（狓）１的
节点狓，图犌中一定有某个不属于树犜的节点，若狔

是狓在树犜之外的唯一邻点，且狔在图犌中的度不
为１，即至少为３，则狔至少有两个不属于树犜的邻
点，则先在狓进行点扩展，紧接着在狔进行点扩展
会导致Δ犾＝Δ狀－２１，Δ犿０，显然在此条件下，
３Δ犾＋Δ犿Δ狀成立，因此该操作“合法”．参见
图８（ｃ）．

Ｏ４．对当前的树犜中所有的满足犱′（狓）１的
节点狓，图犌中一定有某个不属于树犜的节点，若狔
是狓在树犜之外的唯一邻点，且狔在图犌中的度等
于１，则在狓进行点扩展，狔就成为一个新的“死叶
子”，这种扩展会导致Δ犾＝０，Δ犿＝１，Δ狀＝１，显然
在此条件下，３Δ犾＋Δ犿Δ狀成立，因此该操作“合
法”．参见图８（ｄ）．

因为在图犌中，节点的度要么为１，要么大于
等于３．度为１的节点只能是在别的节点执行点扩
展时被加入到树犜，而且一旦被加入马上就变成了
“死叶子”（规则Ｏ４）．而度大于等于３的节点要么有
至少两个邻点在犜中，要么至少有两个邻点在犜之
外，则规则Ｏ１或Ｏ２或Ｏ３必占其一．所以通过规
则Ｏ１～Ｏ４可以从初始生成树构建出图犌最终的
生成树，而每一步都是满足不等式３Δ犾＋Δ犿Δ狀
的“合法”操作．所以最终的生成树的叶子节点数满
足犔犖＋６４．

图８　“点扩展”规则

事实上，定理１给出的下限是一个严格的（最好
的）下限（ｔｉｇｈｔｂｏｕｎｄ）．也就是说，在不存在２度节
点的图中，其生成树的最大叶子节点数至少可以达
到犖＋６４，但是该下限无法再被改进．事实上，图９
（ａ）就是一个达到该下限的图．在该图中仅存在１度
节点和３度节点，该图的具有最多叶子的一棵生成
树见图９（ｂ）．因此最大叶子节点数犔＝５，图的节点
数犖＝１４，所以犔＝５＝犖＋６４．显然也无法从该图中
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找出一棵生成树使其叶子节点数大于犖＋６４．证毕．

图９　满足犔＝（犖＋６）／４的图
所以，根据定理１，我们可以得到简化后包含１

度节点和大于等于３度节点的图的叶子节点数的一
个下限．因此，对于ＭＬＳＴ问题我们有如下的核化
定理．

定理２．　对于在任意简单连通无向图犌上求
解ＭＬＳＴ问题，应用３．３节中的核化算法，可以得
到一个４犽－６大小的核．

证明．
（１）执行３．３节的核化算法，可以将图犌化简

为不含２度节点的图犌′，设图犌′中的节点数为
犖个．

（２）根据定理１，犖个节点且不含２度节点的
图，则其必有一棵生成树，使得该生成树的叶子节点
数至少为犖＋６４．所以对于定义４描述的ＭＬＳＴ问

题，若化简后的图犌′的节点数犖满足犽犖＋６４，则
回答“是”，即原图犌中存在一棵生成树，其叶子节
点至少有犽个．

若犽＞犖＋６４，则犖＜４犽－６，即化简后的图犌′的
节点数小于４犽－６，这是一个与原图的节点规模无
关的线性核．因此我们可以在节点数小于４犽－６的
图犌′中来求解ＭＬＳＴ问题． 证毕．

４　结束语
最多叶子生成树问题是ＮＰ完全理论中的一个

经典问题，其在网络设计和电路布线中都有着重要
的应用背景．我们通过深入研究，设计了有效的化简
（核化）算法，并证明了化简后的图是一个不超过
４犽－６大小的线性核．核化算法也是参数理论研究

的一个热点领域，有效的核化算法能极大地降低原
始问题的规模，从而在一些应用场合能大大降低问
题求解的复杂度．如我们设计的核化算法，在得到
４犽－６大小的线性核之后，利用这个与原问题无关
的线性核不仅可以设计参数算法求解，也可以设计
近似算法求解，算法的复杂度仅与参数犽有关，而与
原始问题的规模无关．
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［５］ＳｔｏｒｅｒＪＡ．Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｎｇｆｕｌｌｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｓｆｏｒｃｕｂｉｃ
ｇｒａｐｈｓ．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔｔｅｒｓ，１９８１，１３（１）：８１１

［６］ＧｒｉｇｇｓＪＲ，ＫｌｅｉｔｍａｎＤＪ，ＳｈａｓｔｒｉＡ．Ｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｓｗｉｔｈ
ｍａｎｙｌｅａｖｅｓｉｎｃｕｂｉｃｇｒａｐｈｓ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ，
１９８９，１３（６）：６６９６９５

［７］ＫｌｅｉｔｍａｎＤＪ，ＷｅｓｔＤＢ．Ｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｓｗｉｔｈｍａｎｙｌｅａｖｅｓ．
ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９９１，４（１）：９９１０６

［８］ＲｏｂｅｒｔｓｏｎＮ，ＳｅｙｍｏｕｒＰＤ．ＧｒａｐｈＭｉｎｏｒｓ．ＩＩ．Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃ
ａｓｐｅｃｔｓｏｆｔｒｅｅｗｉｄｔｈ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，１９８６，７（３）：
３０９３２２

［９］ＦｅｌｌｏｗｓＭＲ，ＬａｎｇｓｔｏｎＭＡ．Ｏｎｗｅｌｌｐａｒｔｉａｌｏｒｄｅｒｔｈｅｏｒｙ
ａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌｐｒｏｂｌｅｍｓｏｆＶＬＳＩｄｅｓｉｇｎ．
ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，１９９２，５（１）：１１７
１２６

［１０］ＬｕＨ，ＲａｖｉＲ．Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇｍａｘｉｍｕｍｌｅａｆｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｓ
ｉｎａｌｍｏｓｔｌｉｎｅａｒｔｉｍｅ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＡｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，１９９８，２９（１）：
１３２１４１

［１１］ＢｏｎｓｍａＰ，ＺｉｃｋｆｅｌｄＦ．Ａ３／２ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒ
ｆｉｎｄｉｎｇｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｓｗｉｔｈｍａｎｙｌｅａｖｅｓｉｎｃｕｂｉｃｇｒａｐｈ／／Ｐｒｏ
ｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＷＧ２００８．Ｄｕｒｈａｍ，ＵＫ，ＬＮＣＳ５３４４．
ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００８：６６７７

［１２］ＫｎｅｉｓＪ，ＬａｎｇｅｒＡ．ＲｏｓｓｍａｎｉｔｈＰ．Ａｎｅｗａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒ
ｆｉｎｄｉｎｇｔｒｅｅｓｗｉｔｈｍａｎｙｌｅａｖｅｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡＣ２００８．
ＳｏｐｈｉａＡｎｔｉｐｏｌｉｓ，Ｆｒａｎｃｅ，ＬＮＣＳ５３６９．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，
２００８：２７０２８１

［１３］ＦｅｒｎａｕＨ，ＫｎｅｉｓＪ，ＫｒａｔｓｃｈＤ，ＬａｎｇｅｒＡｅｔａｌ．Ａｎｅｘａｃｔａｌ
ｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｌｅａｆｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｐｒｏｂｌｅｍ／／Ｐｒｏ
ｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＷＰＥＣ２００９．ＬＮＣＳ５９１７．Ｃｏｐｅｎｈａｇｅｎ，Ｄｅｎ
ｍａｒｋ．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００９：１６１１７２

７１２２１２期 高文宇：最多叶子生成树问题的核化算法



［１４］ＢｏｎｓｍａＰ，ＤｏｒｎＦ．ＴｉｇｈｔｂｏｕｎｄｓａｎｄａｆａｓｔＦＰＴａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｆｏｒｄｉｒｅｃｔｅｄｍａｘｌｅａｆｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＥＳＡ
２００８．Ｋａｒｌｓｒｕｈｅ，Ｇｅｒｍａｎｙ，ＬＮＣＳ５１９３．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，
２００８：２２２２３３

［１５］ＤａｌｉｇａｕｌｔＪ，ＴｈｏｍａｓｓｅＳ．Ｏｎｆｉｎｄｉｎｇｄｉｒｅｃｔｅｄｔｒｅｅｓｗｉｔｈ
ｍａｎｙｌｅａｖｅｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＷＰＥＣ２００９．Ｃｏｐｅｎｈａｇｅｎ，
Ｄｅｎｍａｒｋ，ＬＮＣＳ５９１７．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００９：８６９７

［１６］ＤａｌｉｇａｕｌｔＪ，ＧｕｔｉｎＧ，ＫｉｍＥＪ，ＹｅｏＡ．ＦＰＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｎｄ
ｋｅｒｎｅｌｓｆｏｒｔｈｅｄｉｒｅｃｔｅｄｋｌｅａｆｐｒｏｂｌｅｍ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒ
ａｎｄＳｙｓｔｅｍＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１０，７６（２）：１４４１５２

［１７］ＤｏｗｎｅｙＲＧ，ＦｅｌｌｏｗｓＭＲ．Ｆｉｘｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｔｒａｃｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄ
ｃｏｍｐｌｅｔｅｎｅｓｓＩ：Ｂａｓｉｃｒｅｓｕｌｔｓ．ＳＩＡＭＪｏｕｒｎａｌｏｎＣｏｍｐｕｔｉｎｇ，
１９９５，２４（４）：８７３９２１

［１８］ＡｌｂｅｒＪ，ＢｏｄｌａｅｎｄｅｒＨＬ，ＦｅｒｎａｕＨ，ＫｌｏｋｓＴ．Ｎｉｅｄｅｒｍｅｉｅｒ

Ｒ．Ｆｉｘｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔａｎｄｒｅｌａｔｅｄ
ｐｒｏｂｌｅｍｓｏｎｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓ．Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃａ，２００２，３３（４）：
４６１４９３

［１９］ＫａｎｊＩＡ，ＰｅｒｋｏｖｉｃＬ．Ｉｍｐｒｏｖｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
ｆｏｒｐｌａｎａｒｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＭＦＣＳ２００２．
Ｗａｒｓａｗ，Ｐｏｌａｎｄ，ＬＮＣＳ２４２０．ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００２：３９９
４１０

［２０］ＦｏｍｉｎＦＶ，ＴｈｉｌｉｋｏｓＤＴ．Ｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔｓｉｎｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓ：
Ｂｒａｎｃｈｗｉｄｔｈａｎｄｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｓｐｅｅｄｕｐ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ
１４ｔｈＡＣＭＳＩＡＭＳＯＤＡ．ＮｅｗＹｏｒｋ，２００３：１６８１７７

［２１］ＡｌｂｅｒＪ，ＦｅｌｌｏｗｓＭＲ，ＮｉｅｄｅｒｍｅｉｅｒＲ．Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｔｉｍｅｄａｔａ
ｒｅｄｕｃｔｉｏｎｆｏｒｄｏｍｉｎａｔｉｎｇｓｅｔ．ＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＡＣＭ，２００４，
５１（３）：３６３３８４

犌犃犗犠犲狀犢狌，ｂｏｒｎｉｎ１９７２，Ｐｈ．Ｄ．，
ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓｉｎｃｌｕｄｅ
ｃｏｍｐｕｔｅｒａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｎｅｔｗｏｒｋａｎｄｐｒｏ
ｇｒａｍｍｉｎｇ．

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
ＴｈｉｓｗｏｒｋｉｓｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙＧｕａｎｇｄｏｎｇＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ

Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｕｎｄｅｒｇｒａｎｔ（８１５１０３２００１００００１３），ｗｈｉｃｈｆｏｃｕｓｅｓ
ｏｎｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｎｅｔｗｏｒｋ．
Ｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｎｄｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｉｓａ
ｒｅｃｅｎｔｌｙｄｅｖｅｌｏｐｅｄｓｕｂａｒｅａｉｎｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃｏｍｐｕｔｅｒｓｃｉｅｎｃｅ．
Ｔｈｅｔｈｅｏｒｙｉｓａｉｍｅｄａｔｐｒａｃｔｉｃａｌｌｙｓｏｌｖｉｎｇａｌａｒｇｅｎｕｍｂｅｒｏｆ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓｔｈａｔａｒｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｌｙｉｎｔｒａｃｔａｂｌｅ．
Ｔｈｅｔｈｅｏｒｙｉｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｔｈａｔｍａｎｙｉｎｔｒａｃｔａｂｌｅ
ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｐｒａｃｔｉｃｅａｒｅａｓｓｏｃｉａｔｅｄｗｉｔｈａｐａ
ｒａｍｅｔｅｒｔｈａｔｖａｒｉｅｓｗｉｔｈｉｎａｓｍａｌｌｏｒｍｏｄｅｒａｔｅｒａｎｇｅ．Ｔｈｅｒｅ
ｆｏｒｅ，ｂｙｔａｋｉｎｇｔｈｅａｄｖａｎｔａｇｅｓｏｆｔｈｅｓｍａｌｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ，ｍａｎｙ
ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｌｙｉｎｔｒａｃｔａｂｌｅｐｒｏｂｌｅｍｓｃａｎｂｅｓｏｌｖｅｄｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ
ａｎｄｐｒａｃｔｉｃａｌｌｙ．Ｔｈｅｔｈｅｏｒｙｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｎｄ
ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｈａｓｆｏｕｎｄｗｉｄｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｉｎａｒｅａｓｕｃｈａｓｃｏｍ
ｐｕｔｅｒｎｅｔｗｏｒｋ，ｄａｔａｂａｓｅｓｙｓｔｅｍ，ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇｌａｎｇｕａｇｅｓ，
ｐａｒａｌｌｅｌａｎｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，ｅｔｃ．

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｔｈｅｏｒｙ，ａｄｅｃｉｄａ

ｂｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄｐｒｏｂｌｅｍｉｓｆｉｘｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｔｒａｃｔａｂｌｅｉｆａｎｄ
ｏｎｌｙｉｆｉｔｃａｎｂｅｋｅｒｎｅｌｉｚｅｄ．Ｋｅｒｎｅｌｉｚａｔｉｏｎｉｓｔｈｅｍｏｓｔｗｉｄｅｌｙ
ａｐｐｌｉｅｄａｎｄｅｆｆｅｃｔｉｖｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅｉｎｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｄｅ
ｓｉｇｎ．ＭａｘｉｍｕｍｌｅａｆｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｉｓａｃｌａｓｓｉｃａｌＮＰｈａｒｄ
ｐｒｏｂｌｅｍ．Ｔｈｅｒｅａｒｅｌｏｔｓｏｆａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｌｅａｆ
ｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｉｎｎｅｔｗｏｒｋ．Ｍａｎｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃａｐｐｒｏａ
ｃｈｅｓｗｅｒｅｔｒｉｅｄｏｎｔｈｉｓｐｒｏｂｌｅｍ，ｉｎｃｌｕｄｉｎｇａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｌ
ｇｏｒｉｔｈｍｓ，ｌｉｎｅａｒｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ，ｅｔｃ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｓｏｍｅｒｅ
ｄｕｃｔｉｏｎｒｕｌｅｓｆｏｒｍａｘｉｍｕｍｌｅａｆｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｐｒｏｂｌｅｍａｒｅ
ｇｉｖｅｎ，ｗｈｉｃｈｃｏｕｌｄｒｅｄｕｃｅｔｈｅ２ｄｅｇｒｅｅｎｏｄｅｉｎｃｏｎｎｅｃｔｅｄ
ｇｒａｐｈ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｉｔｉｓａｌｓｏｐｒｏｖｅｎｔｈａｔａｎｙｃｏｎｎｅｃｔｅｄｇｒａｐｈ
ｗｉｔｈｏｕｔ２ｄｅｇｒｅｅｎｏｄｅｈａｓａｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｉｎｃｌｕｄｉｎｇａｔｌｅａｓｔ
（犖＋６）／４ｌｅａｆｓ．Ｔｈｅｒｅｄｕｃｔｉｏｎｒｕｌｅｓａｎｄｔｈｅｌｏｗｂｏｕｎｄａｒｅ
ｕｓｅｄｔｏｃｏｎｓｔｒｕｃｔａｋｅｒｎｅｌｉｚａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒｍａｘｉｍｕｍｌｅａｆ
ｓｐａｎｎｉｎｇｔｒｅｅｐｒｏｂｌｅｍ，ｗｈｉｃｈａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎｏｕｔｐｕｔａ４犽－６
ｌｉｎｅａｒｋｅｒｎｅｌｏｆＭａｘｉｍｕｍＬｅａｆＳｐａｎｎｉｎｇＴｒｅｅｐｒｏｂｌｅｍｉｎ
犗（狀２）ｔｉｍｅ．
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