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输入队列交换机中嵌套周期流优化调度
问题的复杂性分析

吴　俊　　李　斌
（扬州大学信息工程学院　江苏扬州　２２５００９）

摘　要　许多网络应用需要网络交换节点能保证分组转发的时延，周期流量的调度是提供这一保证的重要手段．
在流量负荷过载的情况下，如何进行优化调度是该领域的重要课题．文中首先依据交换机吞吐率和呼损率两个性
能指标，分别定义了两种交换机周期流量调度的最优化问题．为了分析这些优化调度问题的复杂性，文中定义了一
种受限的Ｍａｘ２Ｓａｔ问题，并证明该Ｍａｘ２Ｓａｔ问题是ＮＰ完全的．然后，通过将该问题多项式归约到交换机周期流优
化调度问题，证明了仅有１和２嵌套周期流的交换机优化调度问题是强ＮＰ完全问题．并进一步利用该结果证明了
任意嵌套周期的优化调度问题也是ＮＰ难的．

关键词　输入队列；交换机；分组调度；周期流；硬实时；ＮＰ完全
中图法分类号ＴＰ３９３　　　犇犗犐号：１０．３７２４／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２０１０．０００５５

犗狀狋犺犲犆狅犿狆犾犲狓犻狋狔狅犳犗狆狋犻犿犪犾犛犮犺犲犱狌犾犻狀犵犕狌犾狋犻犚犪狋犲犖犲狊狋犲犱犘犲狉犻狅犱犻犮犜狉犪犳犳犻犮
犻狀犪狀犐狀狆狌狋犙狌犲狌犲犱犛狑犻狋犮犺

ＷＵＪｕｎ　ＬＩＢｉｎ
（犛犮犺狅狅犾狅犳犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犢犪狀犵狕犺狅狌犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犢犪狀犵狕犺狅狌，犑犻犪狀犵狊狌　２２５００９）

犃犫狊狋狉犪犮狋　Ｍａｎｙａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｎｅｅｄｔｈａｔｔｈｅｓｗｉｔｃｈｉｎｇｎｏｄｅｓｉｎａｎｅｔｗｏｒｋｃａｎｇｕａｒａｎｔｅｅｔｈｅｐａｃｋｅｔ
ｄｅａｄｌｉｎｅｓ．Ｍｕｌｔｉｒａｔｅｐｅｒｉｏｄｉｃｔｒａｆｆｉｃｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇｉｓａｎｉｍｐｏｒｔａｎｔｍｅｔｈｏｄｆｏｒｐｒｏｖｉｄｉｎｇｓｕｃｈｇｕａｒ
ａｎｔｅｅ．Ｕｎｄｅｒｏｖｅｒｌｏａｄｉｎｇｔｒａｆｆｉｃｓ，ｍａｋｉｎｇａｎｏｐｔｉｍａｌｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇｉｓａｋｅｙｉｓｓｕｅ．Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，
ｔｗｏｏｐｔｉｍａｌｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｓ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｉｎｔｅｒｍｓｏｆｓｗｉｔｃｈｔｈｒｏｕｇｈｐｕｔａｎｄｃａｌｌｃｏｎｇｅｓｔｉｏｎ
ｒａｔｉｏｎ，ａｒｅｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏａｎａｌｙｓｉｓｔｈｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙ，ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅａｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ
Ｍａｘ２Ｓａｔｐｒｏｂｌｅｍ，ａｎｄｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄＭａｘ２ＳａｔｐｒｏｂｌｅｍｉｓＮＰｃｏｍｐｌｅｔｅ．Ｔｈｅｎ，ａｐｏｌｙ
ｎｏｍｉａｌｔｉｍｅｒｅｄｕｃｔｉｏｎｆｒｏｍｔｈｅＭａｘ２Ｓａｔｐｒｏｂｌｅｍｔｏｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｉｓｇｉｖｅｎｆｏｒ
ｐｒｏｖｉｎｇｔｈａｔｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｓｗｉｔｈｏｎｌｙｏｎｅａｎｄｔｗｏｐｅｒｉｏｄｓａｒｅｓｔｒｏｎｇｌｙＮＰＣ．
Ａｎｄｔｈｉｓｒｅｓｕｌｔｉｓｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｔｏｓｈｏｗｔｈａｔａｎｙｎｅｓｔｅｄｐｅｒｉｏｄｉｃｔｒａｆｆｉｃｏｐｔｉｍａｌｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍｓ
ａｒｅａｌｓｏＮＰｈａｒｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　ｉｎｐｕｔｑｕｅｕｅ；ｓｗｉｔｃｈ；ｐａｃｋｅｔｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ；ｐｅｒｉｏｄｉｃｔｒａｆｆｉｃ；ｈａｒｄｒｅａｌｔｉｍｅ；ＮＰＣ

１　引　言
由于输出队列结构的交换机制存在严重的可扩

展性问题，目前大量的高速交换节点采用了输入队

列结构［１５］或ＢｒｏａｄｃａｓｔａｎｄＳｅｌｅｃｔ光纤交换机
制［６１０］．这类交换节点在分组转发时有着共同的限
制：同一时刻任意两个被转发的分组不能涉及同一
个输入或输出端口（或收发器），否则将产生冲突．因
此在作分组调度决策时不仅要考虑分组调度的目标



还要考虑冲突的解析．另一方面，随着多媒体信息的
广泛使用，网络中实时流量所占比重日益增多．这类
实时流量一般要求分组在被转发到目的地时满足一
定的时限要求．这要求网络的交换节点在作资源分
配决策时能够考虑到流量的这种需求，即提供一种
ＱｏＳ保证的转发服务．

支持ＱｏＳ的交换机调度问题与网络的性能及
服务能力密切相关，因而得到了广泛而深入的研究．
解决这一问题的思路大致可以分为３种：区分服务
方式、软实时调度和硬实时调度．区分服务方式只能
提供统计意义上的质量保证，一般不能提供刚性的
时延保证．文献［３］提出了一种基于博弈的帧调度算
法，该算法在输入流量不过载的情况下可以达到
１００％的吞吐率且能够对不同的流提供不同带宽的
服务．文献［８］中给出ＷＤＭ光纤网络的一种自适
应调度算法ＭＬＦＴＴＳ，该算法兼顾了对实时流量
的响应和非实时流量的性能．但由于这类算法难以
提供刚性的服务质量保证，不能满足对时延、带宽等
有着严格要求的应用．

软实时调度算法一般通过对服务带宽的确保来
提供时延的保证．这种带宽的保证可以通过将
ＰＧＰＳ（ＰａｃｋｅｔｂｙＰａｃｋｅｔＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＰｒｏｃｅｓｓｏｒ
Ｓｈａｒｉｎｇ）方法引入到交换机调度中加以解决．文献
［２］将ＰＧＰＳ与稳定婚姻匹配算法相结合，为每条虚
电路提供了服务带宽的保证．文献［５］采用Ｂｉｒｋ
ｈｏｆｆｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ算法将流量矩阵分解再结合
ＰＧＰＳ来提供每条分组流的带宽保证．ＰＧＰＳ本质上
属于ｆｌｕｉｄｔｒａｃｋ方法，文献［４，１１］进一步深入地研
究了交换机调度中的ｆｌｕｉｄｔｒａｃｋ方法．文献［４］的结
果表明采用ｆｌｕｉｄｔｒａｃｋ类的调度算法，交换机滞留
（ｂａｃｋｌｏｇｇｅｄ）的分组数是犗（犖２）．文献［１１］显示最
优的ｆｌｕｉｄｔｒａｃｋ策略只存在于２×２交换机．这表
明，交换机软实时调度算法只能提供较松的时延界
保证．

硬实时调度是交换机调度的一个重要课题，这
不仅因为它可以同时提供时延和带宽的保证，而且
目前的光纤交换节点没有大量的光存储器，而软实
时调度却需要较大的分组缓存队列．文献［６］讨论了
逐分组时限保证可调度问题的复杂性，通过将ＴＴＤ
问题［１２］（ＴｉｍｅＴａｂｌｅＤｅｓｉｇｎ）归约到该问题，证明了
仅有３个时限类硬实时分组可调度问题是ＮＰ完全
的．文献［１］研究了逐分组时限保证的分组最优调度
问题，证明了当仅有两个时限类且第１个类及总和
流量不过载的情况下，这种硬实时调度问题是多项

式可解的，并基于两个类的调度算法设计了解决多
个时限类的启发式算法．文献［１３］进一步证明了两
个时限类时，若第１个类和总和的流量过载的最优
调度问题仍然是ＮＰ难的．文献［６７］给出了ＥＤＤ
（ＥａｒｌｉｅｓｔＤｕｅＤａｔｅ）、ＭＬＦ（ＭｉｎｉｍｕｍＬａｘｉｔｙＦｉｒｓｔ）
等启发式算法得到可行解的负载条件．文献［１４］研
究了周期流的交换机硬实时调度问题，提出的ＮＰＳ
（ＮｅｓｔｅｄＰｅｒｉｏｄＳｃｈｅｄｕｌｉｎｇ）算法能解决嵌套周期的
可调度问题，并给出了ＮＰＳ用于非嵌套周期时的性
能界．

本文着重讨论交换机嵌套周期流优化调度问题
的复杂性．首先我们定义了两种交换机的优化调度
问题，通过将一种受限的Ｍａｘ２Ｓａｔ问题多项式归约
到这两个优化问题，证明了即使是只有１和２两种
周期的情况下，这类优化调度问题也是强ＮＰ完全
的．且１和２周期优化调度问题的ＮＰＣ证明方法可
以推广至１和犽周期的情况（犽为任意大于１的整
数）．最后我们将１和犽周期的最优调度问题多项式
规约到任意嵌套周期的情况，从而证明任意嵌套周
期流的最优调度问题是ＮＰ难的．

２　问题描述
无阻塞交换机的规模是犖×犖，链路和交换机

的工作时间被分成大小相等的时间片，称为时隙
（ｔｉｍｅｓｌｏｔ）．传输的分组是等长的，每个时隙传输一
个分组．交换机是同步工作的，即每个分组的传输均
起始于一个时隙的开始．交换机在转发分组时，每个
时隙需要有一个配置矩阵用以刻画转发决策，本文
将这种配置矩阵称为调度狊．显然狊作为一个调度必
须满足∑

犖

犻＝１
狊犻犼１和∑

犖

犼＝１
狊犻犼１．

本文主要讨论一种上述交换机中分组流的硬实
时（ｈａｒｄｒｅａｌｔｉｍｅ）调度问题．这里一条分组流指的
是一个分组序列，该序列中的分组来自同一个输入
端口且去往同一个输出端口．这种分组流有着恒定
速率，即每隔犘个时隙有一个分组，我们将犘称为
该分组流的周期．如果所有的流有着相同的相位，称
为是周期同步的，下文所提及之周期流均为周期同
步的．硬实时调度要求每个分组必须在该流中下一
个分组产生以前被调度，即该分组流中分组调度的
时限（ｄｅａｄｌｉｎｅ）为犘．我们以流量矩阵犉犽来表示所
有周期为犘犽的流，其中矩阵的项犉犽（犻，犼）表示来自
输入端犻去往输出端犼的周期为犘犽的流数量．当给
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定一组周期分别为犘１，犘２，…，犘犽，流量矩阵为犉１，
犉２，…，犉犽的流集合，我们用犿表示所有周期的最小
公倍数，即犿＝犾犮犿（犘１，犘２，…，犘犽）．周期流调度的
任务就是给出交换机的一组调度犛＝｛狊１，狊２，…，狊犿｝
来确定分组的转发．如果给定的周期满足犻＜犼：
犾犮犿（犘犻，犘犼）＝犘犼，则称这类周期流为嵌套（ｎｅｓｔｅｄ）
周期流．ＭＰＴＳＡ问题（ＭｕｌｔｉｐｌｅＰｅｒｉｏｄＴｉｍｅＳｌｏｔ
Ａｓｓｉｇｎｍｅｎｔ）指当交换机不过载时（即任何时刻交
换机的归一化负荷小于１），寻找一组调度使得每个
分组能够在时限过期前得到转发．当讨论这类调度
问题的复杂性时，本文以交换机的规模作为问题的
度量，因此我们仅考虑犿狆（犖）的情况（犿＞狆（犖）
必然没有有效算法），狆（·）为一多项式函数．目前，
嵌套周期流ＭＰＴＳＡ问题已被证明是可以在多项
式时间内可调度的［１４］．

我们这里考虑比ＭＰＴＳＡ问题更一般的情况，
即交换机面临的流量是过载的，这是网络控制中比
ＭＰＴＳＡ更为现实的问题．交换机的输入流量可能
是过载的，导致一些分组在调度时必须丢弃．由于是
硬实时调度，因此同一条流中的分组或者全部被丢
弃或者全部被转发．在调度时，必须给定决策的优化
目标．一个自然的优化目标是使得交换机的吞吐率
最大化．为此，我们定义了ＴＭＰＴＳＡ（Ｔｈｒｏｕｇｈｐｕｔ
ｏｐｔｉｍａｌＭＰＴＳＡ）问题．

定义１（ＴＭＰＴＳＡ）．
实例：设犜犕犘＝（犘，犉，犚），其中犘＝｛犘１，

犘２，…，犘犽｝，犉＝｛犉１，犉２，…，犉犽｝，犚为一正整数，设
犿＝犾犮犿（犘１，犘２，…，犘犽）．

问题：是否存在调度犛使得∑犳∈犛犿／犘（犳）犚，
其中犳∈犛表示流犳被犛调度，犘（犳）表示流犳的
周期？

上述定义是根据各个流对吞吐率的贡献来确定
调度优化目标的，另一种直观的优化目标是交换机
用户的满意度，即交换机服务的呼损率最小化，这相
当于调度尽可能多的流，可以用被调度流的数量作
为度量，本文将此优化目标的调度问题称作ＳＭＰ
ＴＳＡ（ＳａｔｉｓｆａｃｔｉｏｎｏｐｔｉｍａｌＭＰＴＳＡ）问题．

定义２（ＳＭＰＴＳＡ）．
实例：设犛犕犘＝（犘，犉，犚），其中犘＝｛犘１，

犘２，…，犘犽｝，犉＝｛犉１，犉２，…，犉犽｝，犚为一正整数．
问题：是否存在调度犛使得‖犛‖犚，其中

‖犛‖表示被犛调度的流的数量？

犉１＝
０００
０００［ ］０１０

狊１＝
０００
０００［ ］０１０

狊′１＝
０１０
０００［ ］０００

犉２＝
０１０
０１０［ ］０００

狊２＝
０００
０００［ ］０１０

狊′２＝
０００
０１０［ ］０００

狊３＝
０００
０００［ ］０１０

狊′３＝
０００
０００［ ］０００

（ａ）一个（１，３）周期
流的流量矩阵

（ｂ）ＴＭＰＴＳＡ
问题的解

（ｃ）ＳＭＰＴＳＡ
问题的解

图　１
图１给出了周期流优化调度的一个简单例子，

共有（１，３）两类周期．从图１（ａ）的流量矩阵显示，１
周期的流只有〈３，２〉一条，３周期的流有〈１，２〉和
〈２，２〉两条，输出端口２共需要５个时隙才能调度所
有的分组，而犿＝３，因此输出端口２过载．该例的调
度方案共有两种，图１（ｂ）的调度方案犛丢弃了３周
期的流，图１（ｃ）的调度方案犛′丢弃了１周期的流．
∑犳∈犛犿／犘（犳）＝３，∑犳∈犛′犿／犘（犳）＝２，因此犛是该例子
的ＴＭＰＴＳＡ问题的解．然而，‖犛‖＝１，‖犛′‖＝
２，该例ＳＭＰＴＳＡ问题的解却是犛′．

３　犖犕犞（２，３）犕犪狓犛犪狋问题及其
犖犘完全性

　　Ｍａｘ２Ｓａｔ问题是ＮＰ完全理论中的一个重要问
题，该问题与许多组合优化问题的复杂性分析有关．
Ｍａｘ２Ｓａｔ问题的一些受限版本仍然是ＮＰ难的，寻
找这类受限的Ｍａｘ２Ｓａｔ问题一直是该领域的一个
研究方向［１５］．本文为了分析周期流优化调度问题，
定义了如下受限的Ｍａｘ２Ｓａｔ问题．

定义３（ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ）．
实例：设犈＝（犆，犡，犚），其中犆＝｛犮１，犮２，…，犮犓｝

为子句集，犡＝｛狓１，狓２，…，狓犖｝是变量集，犚为正整
数．犈满足如下限制：（１）任一变量最多出现３次；
（２）任一字最多出现两次．

问题：是否存在变量犡的真值指派使得犆中有
犚个以上的子句被满足．

在上面的定义中如果没有任一字最多出现两次
的限制称作（２，３）ＭａｘＳａｔ问题，文献［１５］证明了
（２，３）ＭａｘＳａｔ问题是ＮＰＣ问题．下面我们证明
ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ问题也是ＮＰ完全的．

引理１．　ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ问题是ＮＰ完
全的．

证明．　ＭａｘＳａｔ属于ＮＰ类，显然其子问题
ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ也是ＮＰ问题．
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令犈＝（犆，犡，犚）为（２，３）ＭａｘＳａｔ问题的实
例，其中犆＝｛犮１，犮２，…，犮犓｝为子句集，犡＝｛狓１，
狓２，…，狓犖｝是变量集，犚为正整数．为了证明ＮＭＶ
（２，３）ＭａｘＳａｔ是ＮＰ难的，我们将（２，３）ＭａｘＳａｔ
多项式归约到ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ．

设集合犢＝狔∈犡∑
犓

犻＝１
狘犮犻∩｛狔｝狘＝３｛ ∨

∑
犓

犻＝１
狘犮犻∩珔狔狘＝｝３．对狔∈犢作如下变换．增加变

量狔１，狔２，狔３，将变量狔的３次出现分别替换为狔１，
狔２，狔３，记变量狔出现的３个子句的集合为犆狔，替换
后的子句集为犆′狔．再增加变量狌１，狌２，狌３，狌４，狌５，狌６，
并增加子句集犣狔：

犣狔＝
（狔１，狌１），（狔２，狌２），（狔３，狌３）
（珔狔１，狌４），（珔狔２，狌５），（珔狔３，狌６）
（珔狌１，珔狌５），（珔狌２，珔狌６），（珔狌３，珔狌４
烅
烄

烆
烍
烌

烎）
．

　　每个狌犻（犻＝１，２，…，６）将仅在犣狔中出现两次．
而狔犻（犻＝１，２，３）还将在被替换的子句中出现一次，
共出现３次，但都以两种字的形式出现．因此变换后
的实例属于ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ：

犈′＝（∪狔∈犢（犆′狔∪犣狔）∪犆＼∪狔∈犢犆狔，
犡∪犝＼犢，犚＋９狘犢狘），

其中犝为新增加的变量集．
这一变换将增加９｜犢｜个变量和９｜犢｜个子句，

显然该变换是多项式的．下面我们证明若存在真值
指派使得犈有解，当且仅当存在真值指派使得犈′
有解．

如果存在真值指派使得犈有犚个子句被满足，
则只要将与每个狔∈犢所对应的狔１，狔２，狔３，狌４，狌５，
狌６指派成同狔一样的值，狌１，狌２，狌３指派成与狔相反
的值，其它犡中变量的赋值保持不变，则这使得犈′
中与犈中对应的子句正好有犚个被满足，同时每个
犣狔中的子句也将被满足，因此犈′在这种指派下将有
犚＋９｜犢｜个子句被满足．

反之，如果存在真值指派使得犈′有犚＋９｜犢｜个
子句被满足．图２考察了犣狔在给定狔１，狔２，狔３值的同
时，并确保前６个子句被满足情况下，犣狔中不能被
满足的子句．从图２可以看出，只有将狔１，狔２，狔３指
派成相同值才能使得犣狔的９个子句全部被满足，其
它的指派将至少有一个子句不能满足．因此，如果与
狔∈犢所对应的狔１，狔２，狔３在犈′中被指派了不同值，
我们可以做如下变换：若有两个变量被指派成了０，
则将与狔对应的９个变量的值改为图２中第１种指
派，否则改成图２中的第８种指派．由于这种变换只

改变了狔犻（犻＝１，２，３）中一个变量的值，最多只影响
犆′狔中一个子句的满足性，而犣狔却全部得到了满足．
因此变换后的指派仍然是犈′的一个解，且与狔∈犢
所对应的狔１，狔２，狔３被指派成了相同值．利用犈′的这
个真值指派可以构造犈的指派：若狓∈犡／犢，狓的
赋值与犈′中的相同，否则将狓赋值成与其对应变量
狔１的值．由于犈′中至少有犚＋９｜犢｜个子句得到了满
足，而犈′仅比犈多了９｜犢｜个子句，因此犈在此赋值
下将至少有犚个子句被满足． 证毕．

Ｉｎｄｅｘ
１２３４５６

Ｕｎｓａｔ．
ｃｌａｕｓｅ

Ｉｎｄｅｘ
１２３４５６

Ｕｎｓａｔ．
ｃｌａｕｓｅ

狔０００
狌１１１０００ｎｏｎｅ狔１００

狌—１１１——（珔狌３，珔狌４）

狔００１
狌１１———１（珔狌２，珔狌６）狔１０１

狌—１—１—１珔狌２，珔狌６）

狔０１０
狌１—１—１—（珔狌１，珔狌５）狔１１０

狌——１１１—珔狌３，珔狌４）

狔０１１
狌１———１１（珔狌１，珔狌５）狔１１１

狌０００１１１ｎｏｎｅ

图２　变量狔１，狔２，狔３的赋值及不能被满足的子句

４　嵌套周期流优化调度问题的复杂性
在周期流调度问题中，可以根据各种不同周期

的组合来划分周期流调度问题的子问题，如上节定
义的嵌套周期流．在嵌套周期流的最优调度问题中，
限定周期只有１和２两种的子问题记作（１，２）
ＴＭＰＴＳＡ和（１，２）ＳＭＰＴＳＡ．

利用ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ问题的ＮＰ完全性
可以证明（１，２）ＳＭＰＴＳＡ和（１，２）ＴＭＰＴＳＡ问
题也是ＮＰ难的．

定理１．（１，２）ＳＭＰＴＳＡ问题是ＮＰ完全的．
证明．　对于犖×犖交换机，给定（１，２）ＳＭＰ

ＴＳＡ实例的解，验证解的正确性需要验证调度的合
法性、１周期的流在２个调度中是否有相同的子集
和丢弃流的数量是否满足问题的需求．显然这些验
证的时间复杂度都与流的种类成正比，犖×犖的交
换机最多有犗（犖２）种流，因此验证算法的复杂度是
犗（犖２），这表明（１，２）ＳＭＰＴＳＡ问题是ＮＰ类的．
下面我们将ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ问题多项式归约
到（１，２）ＳＭＰＴＳＡ问题．

令犈＝（犆，犡，犚）为ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ问
题的实例，其中犆＝｛犮１，犮２，…，犮犓｝为子句集，犡＝
｛狓１，狓２，…，狓犖｝是变量集，犚为正整数．

首先，为变量集犡创建第１类周期的流，如图３
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（ａ）所示，每个变量狓∈犡对应一个输入端口狓、两
个输出端口（狓和珚狓）和两条流（〈狓，狓〉和〈狓，珚狓〉），
图３（ｂ）给出了相应的流量矩阵犉犡１．由于第１类流
的周期是１，即只有一个调度，而每个输入端口关联

着两条流，因此这两条流中至少将有一条被丢弃．如
果与每个变量对应的两条流都正好丢弃一条，那么
每个变量将有一个相应的输出端口空闲，这些空闲
的输出端口将构成一个真值指派．

犉犡１＝

　
狓１
狓２

狓犖

狓１珚狓１狓２珚狓３ …狓犖珚狓犖
１１００…００
００１１…００
 
００００…１１

（ａ）与犡对应的输入输出端口 （ｂ）与犡对应的第１类周期流
图３　第１类周期流构造示意图

　　然后，为每个子句犮∈犆增加一个输入端口犮和
一个输出端口犮′；增加第２类周期流〈犮，犮′〉，同时若
字犾∈犮则增加第２类周期流〈犮，犾〉．如子句犮＝
〈狓，珔狔〉将对应〈犮，犮′〉，〈犮，狓〉和〈犮，珔狔〉等３条第２类周
期的流．由于输出端口犮′是无冲突的，我们将犮′称为
哑端口，与哑端口关联的流称为哑流．所有哑流的流
量矩阵是｜犆｜维单位方阵，记作犐｜犆｜．其它第２类流
对应流量矩阵是｜犆｜×２｜犡｜矩阵，记作犉犆２．

这样，我们就将ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ归约到
了交换机周期流量调度问题，流量矩阵如图４所示，
虽然这里的流量矩阵不是犖×犖型，但只需加上
｜犡｜个空白输入端口即可，文中不再赘述．与犈相应
的（１，２）ＳＭＰＴＳＡ问题的实例为犛犕犘＝（｛１，２｝，
｛犉１，犉２｝，犚′），其中犚′＝犚＋｜犆｜＋｜犡｜．下面我们将
证明：存在真值指派使得犈有犚个以上的子句被满
足当且仅当ＳＭＰ存在调度犛满足‖犛‖犚′．

图４　两类周期流的流量矩阵

若存在真值指派使得犈有犚个子句被满足，则
构造ＳＭＰ的调度如下：

（１）设１周期类中被调度的流集合为犉犛１．对
犮∈犆，如果狓＝１，则令流〈狓，珚狓〉∈犉犛１，否则令流
〈狓，狓〉∈犉犛１．

（２）设２周期类中被调度的流集合为犉犛２．对
犮∈犆，任选一使得犮成真的字犾，令〈犮，犾〉∈犉犛２和
〈犮，犮′〉∈犉犛２，另一条与犮相关的流丢弃．

由于与任一成真的字犾相关的１周期流被丢
弃，又因为ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ问题的实例中与
每个字相关的子句数目不超过２个，因此犾相应的
输出端口的归一化负荷１．同时，容易验证其它端
口也不过载．这样犉犛１和犉犛２就构成一个负荷不过载且

最大周期为２的嵌套周期流，即存在调度犛使得犉犛１
和犉犛２中的流在时限超时前被调度．在上述调度构造
的第１步共有｜犡｜条流被调度，第２步共有
｜犆｜＋｜犚｜条流被调度，因此‖犛‖＝犚′．

反之，若ＳＭＰ存在调度犛使得‖犛‖犚′．首
先我们将犛改造成犛′使得‖犛′‖‖犛‖且任意输
入端口狓在犛′中的负荷为１．不妨设输入端口狓在
调度犛中的负荷为０．由于此ＳＭＰ是由ＮＭＶ
（２，３）ＭａｘＳａｔ实例变换而来，因此与输出端口狓和
珚狓关联的２周期流最多３条，故而必有一个输出端
口狅∈｛狓，珚狓｝在调度犛中关联的流不超过一条．我们
将１周期流〈狓，狅〉替换犛中关联于狅的流得到调度
犛′，显然‖犛′‖‖犛‖且输入端口狓在调度犛′中
的负荷为１．这样，在犛′中与每个输入端狓关联的两
条流中丢且仅被丢弃了一条，即１周期流在犛′中被
调度了｜犡｜条．根据犚′的定义，至少有｜犆｜＋｜犚｜条２
周期流得到了调度，又由于与每个子句对应的哑流
只有１条，故至少有犚个子句的非哑流被调度．因此
如果用１周期丢弃流所关联的输出端口作为犈的真
值指派，将至少有犚个子句被满足． 证毕．

对于（１，２）ＴＭＰＴＳＡ问题，我们可以采用定
理１中类似的方法将ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ的实例
多项式归约到（１，２）ＴＭＰＴＳＡ的实例．因此有如
下定理．

定理２．　（１，２）ＴＭＰＴＳＡ问题是ＮＰ完全的．
证明．　给定犈＝（犆，犡，犚）为ＮＭＶ（２，３）

ＭａｘＳａｔ问题的实例，按照定理中的步骤构造如图３
和图４所示的周期流量．所构造的ＴＭＰ实例与定理
１中的区别在于犚′的值，此时我们令犚′＝犚＋｜犆｜＋
２｜犡｜．下面我们证明ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ问题的
实例有解当且仅当如上构造的ＴＭＰ实例有解．

若ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ问题的实例有解，我
们可以采用与定理１中相同的方法从ＮＭＶ（２，３）
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ＭａｘＳａｔ实例犈的真值指派构造ＴＭＰ的调度犛．显
然在调度犛中有对应变量指派的｜犡｜条１周期流被
调度，犚条以上与被满足子句对应的２周期流和｜犆｜
条哑流（２周期流）被调度，因此∑犳∈犛犿／犘（犳）
２｜犡｜＋犚＋｜犆｜犚′．

另一方面，如果存在ＴＭＰ的调度犛使得犚′被
满足，同定理１先将调度犛改造成调度犛′，根据调度
的必要条件，有｜犡｜条１周期流被调度，这将对应着
变量的真值指派，且２周期的哑流只有｜犆｜条，因此
至少有与子句对应的犚条２周期流在犛′中被调度，
故在此真值指派下必定存在犚以上的子句被满足．

证毕．
定理１和定理２的证明可以推广至周期是

（１，犽）的情况．只需将上述证明中变换时添加的哑流
变为（犽－１）犐｜犆｜即可．

推论．　（１，犽）ＴＭＰＴＳＡ问题和（１，犽）ＳＭＰ
ＴＳＡ问题是ＮＰ难的．

证明．　这里我们仅给出（１，犽）ＳＭＰＴＳＡ的
证明，（１，犽）ＴＭＰＴＳＡ与其类似，不再赘述．给定
犈＝（犆，犡，犚）为ＮＭＶ（２，３）ＭａｘＳａｔ问题的实例，
如图５构造（１，犽）ＳＭＰＴＳＡ实例的流量．
犉１＝ 犉犡１ ０狘犡狘×狘犆狘

０狘犆狘×２狘犡狘０狘犆狘×狘犆［ ］
狘
　犉２＝

０狘犡狘×２狘犡狘 ０狘犡狘×狘犆狘
犉犆２ （犽－１）犐狘犆［ ］狘

图５　（１，犽）周期流的流量矩阵
其中犉犡１和犉犆２的定义同定理１，不同的是第２个周期
类中为每个子句犮添加了（犽－１）条哑流〈犮，犮′〉．（１，犽）
周期流的调度中有犽个配置矩阵，由于哑流不与其
它子句的流冲突，所以（犽－１）条哑流保证了哑流可
以调度在（犽－１）个配置矩阵中，从而保证了只要子
句犮中字对应的两条第２类周期流若都被调度，则
可以在被调度流总数不变的情况下由哑流替换其中
一条．这样，余下的讨论类似定理１，这里从略．

证毕．
嵌套周期流调度问题按周期的组合可以分成若

干种子问题，如周期是（１，２），（１，２，４），（３，６，１２），…．
并且这些子问题之间并没有包含关系，因此，（１，２）
周期流优化调度问题的ＮＰ完全性并不意味其它子
问题也是ＮＰ难的．然而，直觉上（１，犽）周期的子问
题应该是所有这些子问题中最简单的，事实也是如
此，我们可以把（１，犽）周期流的调度问题多项式归约
至任意嵌套周期流的情况．

定理３．　任意嵌套周期流ＴＭＰＴＳＡ问题是
ＮＰ难的．

证明．　设任意嵌套周期犘＝｛犘１，犘２，…，犘狀｝，
其中犘２／犘１＝犽．令犖×犖交换机的（１，犽）ＴＭＰ
ＴＳＡ问题的实例犜犕犘＝（｛１，犽｝，｛犉１，犉２｝，犚），任
意的嵌套周期．我们通过将ＴＭＰ嵌入到一个２犖×
２犖交换机嵌套周期为犘的实例犘犜犕犘＝（犘，｛犉′１，
犉′２，…，犉′狀｝，犚′），来证明任意嵌套周期流调度问题
的难解性．

在变换时首先增加犖个输入端口和犖个输出
端口，将ＰＴＭＰ中流量矩阵犉′３，犉′４，…，犉′犽置为０，然
后将ＴＭＰ的流量矩阵分别嵌入到犉′１和犉′２，并为第
１类周期流中每个新增加端口增加犘１－１条流，具
体流量矩阵如图６所示，其中犐犖为犖维单位矩阵．
最后令犚′＝（犚＋２犽犖（犘１－１））犘狀／犘２，显然这一变
换是多项式时间的．

犉′３＝…＝犉′狀＝０２犖×２犖
图６　ＰＴＭＰ的流量矩阵

图７　ＰＴＭＰ的调度犛′
一方面，若ＴＭＰ存在调度犛＝｛狊１，狊２，…，狊犽｝满

足犚，按图７构造ＰＴＭＰ的调度犛′（由于只有第１、２
类周期流不为０，因此ＰＴＭＰ的调度只需给出犘２＝
犽犘１个配置矩阵即可）．不妨设１、２周期流分别有狌、
狏条被犛调度，这样ＰＴＭＰ中第１类周期流中共有
２犖（犘１－１）＋狌条周期流被调度，第２类周期中有狏
条周期流被调度．因此犛′的目标函数值为

（２犖（犘１－１）＋狌）犘狀／犘１＋狏犘狀／犘２
＝（２犽犖（犘１－１）＋犽狌＋狏）犘狀／犘２
（犚＋２犽犖（犘１－１））犘狀／犘２＝犚′．

另一方面，若ＰＴＭＰ存在调度犛使得犚′满足，
由于在变换中每条新加入的流与犉１或犉２中的流只
有一个端口的冲突且新增加的端口出没有冲突，因
此不难在保持目标函数值不变的情况下将犛改造成
类似图７的调度，这样即可以从中得到ＴＭＰ的调
度，显然这个调度满足犚． 证毕．

犉′３＝…＝犉′狀＝０２犖×２犖
图８　ＰＳＭＰ的流量矩阵
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定理４．　任意嵌套周期流ＳＭＰＴＳＡ问题是
ＮＰ难的．

证明．与定理３的证明类似，我们可以把（１，犽）
ＳＭＰＴＳＡ问题的实例按图８所示嵌入到任意嵌套周
期的实例．接下来的讨论类似于定理３，此处从略．

证毕．

５　结束语
本文以吞吐和呼损为优化目标定义了两种交换

机周期流的优化调度问题，并对其中一类子问
题———嵌套周期流优化调度的复杂性进行了研究．
我们首先证明了一种特殊Ｍａｘ２Ｓａｔ问题的ＮＰ完全
性，以该问题为基础证明了（１，２）周期流优化调度问
题是ＮＰＣ问题．然后利用该结果显示任意嵌套周期
流的优化调度问题都是ＮＰ难的．实际上，定理１和
２的证明所涉及的（１，２）周期流优化调度问题的实
例中没有任何数值小于交换机规模犖的某个线性
函数，因此，根据文献［１６］中的定义，（１，２）周期流优
化调度问题是强ＮＰＣ的．这表明对于任意嵌套周期
流优化调度问题不存在伪多项式算法．

本文未讨论的非嵌套周期流优化调度问题的复
杂性，经典的启发式算法ＥＤＤ、ＭＬＦ等在周期流优
化调度问题下的性能界以及高性能的近似算法设计
等将作为我们进一步研究的方向．
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