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形态学联想记忆框架研究
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摘　要　形态学联想记忆（ＭＡＭ）是一类极为新颖的人工神经网络．典型的ＭＡＭ实例对象包括：实域ＭＡＭ
（ＲＭＡＭ）、复域ＭＡＭ（ＣＭＡＭ）、双向ＭＡＭ（ＭＢＡＭ）、模糊ＭＡＭ（ＦＭＡＭ）、增强的ＦＭＡＭ（ＥＦＭＡＭ）、模糊
ＭＢＡＭ（ＦＭＢＡＭ）等．它们虽有许多诱人的优点和特点，但有相同的形态学理论基础，本质上是相通的，将其统一
在一个ＭＡＭ框架中是可能的．同时，联想记忆统一框架的建立也是当前的研究重点和难点之一．为此作者构建
了一个形态学联想记忆框架．文中首先分析ＭＡＭ类的代数结构，奠定可靠的ＭＡＭ框架计算基础；其次，分析
ＭＡＭ类的基本操作和共同特征，抽取它们的本质属性和方法，引入形态学联想记忆范式和算子；最后，提炼并证明
主要的框架定理．该框架的意义在于：（１）从数学的角度将ＭＡＭ对象统一在一起，从而能以更高的视角揭示它们
的特性和本质；（２）有助于发现一些新的形态学联想记忆方法，从而解决更多的联想记忆、模式识别、模糊推理等
问题．
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１　引　言
最近几年，不同于传统神经网络的一些形态学

神经网络（ＭｏｒｐｈｏｌｏｇｉｃａｌＮｅｕｒａｌＮｅｔｗｏｒｋｓ，ＭＮＮ）
模型及其应用逐渐兴起［１６］．最初有用的ＭＮＮ的尝
试出现在文献［７］．之后，只有少数论文涉及ＭＮＮ．
Ｄａｖｉｄｓｏｎ利用ＭＮＮ解决模式识别和目标分类问
题［８９］．Ｇａｄｅｒ等人设计了一个有趣的网络，它由一
个ＭＮＮ和一个传统前向网络组成，可用于特征抽
取和分类问题［１０１１］．所有这些研究都为各自特定的
应用设计了多层ＭＮＮ．一个更加易于理解和更加
严格的ＭＮＮ出现在文献［１２］，该文证明ＭＮＮ有
能力解决任何传统计算问题．１９９８年，Ｒｉｔｔｅｒ等人
提出了形态学联想记忆（ＭｏｒｐｈｏｌｏｇｉｃａｌＡｓｓｏｃｉａｔｉｖｅ
Ｍｅｍｏｒｉｅｓ，ＭＡＭ），这是以前没有详细讨论过的一
类网络［１３］．１９９９年，他们又进一步提出了形态双向
联想记忆（ＭｏｒｐｈｏｌｏｇｉｃａｌＢｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌＡｓｓｏｃｉａｔｉｖｅ
Ｍｅｍｏｒｉｅｓ，ＭＢＡＭ）［１４］．

ＭＡＭ是基于代数格结构（犚，∧，∨，＋）或者
说基于形态学运算的．与传统的半线性模型（例如
Ｈｏｐｆｉｅｌｄ网络）相比，ＭＡＭ的行为更像人类的联想
记忆．一个模式一旦被记忆，那么当该模式提供给网
络的时候，回忆就是即刻的．在没有噪声的情况下，
自联想ＭＡＭ（ａｕｔｏＭＡＭ）总是能够对任何数量通
过编程而被记忆的模式提供完全回忆．ａｕｔｏＭＡＭ
犕犡犡对由于膨胀噪声而变得面目全非的模式表现出
良好的健壮性；而ａｕｔｏＭＡＭ犠犡犡则在对由于腐蚀
变化而被破坏的模式的回忆中表现出是健壮的．

中国学者对ＭＡＭ的研究亦卓有成效．２００２
年，陈等人通过定义复数域上的偏序关系′和″，
将Ｒｉｔｔｅｒ的实域ＭＡＭ（ＲｅａｌＭＡＭ，ＲＭＡＭ）推广
至复域ＭＡＭ（ＣｏｍｐｌｅｘＭＡＭ，ＣＭＡＭ），从而可以
处理复模式或复信号［１５］．不过，其形态学本质并未
改变．
２００３年，王敏、王士同等人提出了基于形态学

和模糊运算的模糊形态学联想记忆模型（Ｆｕｚｚｙ
ＭｏｒｐｈｏｌｏｇｉｃａｌＡｓｓｏｃｉａｔｉｖｅＭｅｍｏｒｉｅｓ，ＦＭＡＭ）［１６］．
源于ＭＡＭ的基本思想，ＦＭＡＭ使用了两种基本
的形态学运算（∧，·），（∨，·）．ＦＭＡＭ解决了
ＭＡＭ的模糊规则记忆问题．自联想ＦＭＡＭ和自

联想ＭＡＭ一样有着同样诱人的优点，例如无限存
储能力，一步回忆记忆以及对腐蚀噪声或膨胀噪声
的良好容限．然而它们对于既有腐蚀又有膨胀的含
混合噪声的模式的回忆是脆弱的．为克服这些缺点，
２００５年，Ｗａｎｇ和Ｃｈｅｎ针对ａｕｔｏＭＡＭ通过对输
入模式的适当处理，提出基于核映射的增强的模糊
形态学联想记忆（ＥｎｈａｎｃｅｄＦＭＡＭ，ＥＦＭＡＭ）［１７］．
２００７年，王敏等人对ＥＦＭＡＭ又进行了改进尝试，
约简了网络规模，但其模式识别的性能相对于原始
ＥＦＭＡＭ并未提高．

２００５年，吴、王两人提出了模糊形态双向联想
记忆网络ＦＭＢＡＭ，解决了双向联想记忆模糊规
则、提高存储能力以及二值图像抗随机噪声问
题［１８］．２００６年，他们又研究了灰度图像的抗随机噪
声问题，提出构造灰度图像的核需要满足的条件，并
给出寻找核的方法和途径，从而对含有一定随机噪
声的灰度图像具有抗噪和完全记忆的能力，并应用
于细胞图像的联想和识别［１９］．
２００８年，Ｖａｌｌｅ和Ｓｕｓｓｎｅｒ重点研究了ＦＭＡＭ，

并给出了ＦＭＡＭ的一般框架［２］．
按照面向对象（ＯｂｊｅｃｔＯｒｉｅｎｔｅｄ，ＯＯ）的方法和

观点来看，联想记忆（ＡＭ）是一个类（Ｃｌａｓｓ），ＭＡＭ
也是一个类且是ＡＭ的一个子类（Ｓｕｂｃｌａｓｓ）．
ＲＭＡＭ、ＭＢＡＭ、ＣＭＡＭ、ＦＭＡＭ、ＥＦＭＡＭ、ＦＭ
ＢＡＭ等都是该子类的实例对象（Ｏｂｊｅｃｔ）．它们在修
改父类属性和方法、形成特定对象的同时，都继承了
父类最基本的属性和方法，即形态学联想记忆的本
质属性和方法．

在较细的信息粒度上看，ＭＡＭ对象为数不少，
各有千秋．但在较粗的信息粒度上模糊地、粗糙地
看，却又基本相同：它们都有相同的理论基础，即形
态学联想记忆的理论基础，因而，在较高的抽象层级
上，是能够统一在一起的．同时，有专家指出，联想记
忆统一框架的建立是当前的研究重点之一［２０］．迄今
为止，人们尚无全面地、系统地研究和解决ＭＡＭ
统一框架问题．有鉴于此，论文试图建立起一个
ＭＡＭ理论框架．人们对事物的抽象程度越高，对该
事物的认识就越深，从而，就有可能得到一些原来没
有的新东西，例如，得到一些新的概念、新的方法．本
文从分析ＭＡＭ的计算基础出发，抽取其最本质的
属性和操作，定义了一些形态学联想记忆范式和算
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子，提炼并证明了一些重要定理，从而初步形成了一
个ＭＡＭ的理论框架．

２　计算基础
传统人工神经网络模型由网络拓扑、结点特征

以及训练或学习规则所确定．这些模型中使用的基
本代数系统是实数集合犚上的加和乘运算以及支
配这些运算的法则．称这个代数系统为环，一般用
（犚，＋，×）表示．

在Ｒｉｔｔｅｒ等人所提出的ＲＭＡＭ中，所使用的
基本计算基于代数格结构（犚，∧，∨，＋），其中，符号
∧和∨分别表示极小和极大运算．在ＦＭＡＭ和
ＥＦＭＡＭ中，基本的计算基于代数格结构（犚＋，∧，
∨，·），（犚＋＝（０，∞））．而在ＣＭＡＭ中，基本计算
基于偏序格结构（犆，∧，∨，＋），其中，犆是复数域
上定义的偏序集［１５］．

在统一的形态学联想记忆框架（Ｕｎｉｆｉｅｄ
ＦｒａｍｅｗｏｒｋｏｆＭｏｒｐｈｏｌｏｇｉｃａｌＡｓｓｏｃｉａｔｉｖｅＭｅｍｏ
ｒｉｅｓ，ＵＦＭＡＭ）中，基本计算基于代数格结构（犝，
∧，∨，），其中，犝代表非空集合或域，例如犝＝
犚，犝＝犚＋，或犝＝犆；代表在犝上封闭的运算，例
如，＝＋、－，或＝·、／．

在ＵＦＭＡＭ中，对象满足以下可纳条件：
（１）有序性：设犪，犫∈犝，则犪犫，或犫犪；
（２）封闭性：设犪，犫∈犝，犪犫＝狉，则狉∈犝；
（３）正确性：遵循正确的运算法则．
满足以上条件的ＭＡＭ对象，对ＵＦＭＡＭ来

说是可纳的．典型地，如果犝＝犚，＝＋，那么（犝，
∧，∨，）＝（犚，∧，∨，＋），即构成了ＲＭＡＭ的计
算基础；如果犝＝犚＋且＝·，那么（犝，∧，∨，）＝
（犚＋，∧，∨，·），即组成了ＦＭＡＭ和ＥＦＭＥＭ的计
算基础；如果犝＝犆，犗＝＋，则（犝，∧，∨，）＝（犆，
∧，∨，＋），即构成了ＣＭＡＭ的计算基础．

３　形态学联想记忆范式和算子
３１　犚犕犃犕，犆犕犃犕，犉犕犃犕和犈犉犕犃犕的算子

首先，我们来分析一下典型的、有代表性意义的
ＲＭＡＭ、ＣＭＡＭ、ＦＭＡＭ和ＥＦＭＡＭ中的算子．

如前所述，ＲＭＡＭ基于格代数结构（犚，∧，∨，
＋）．给定一对向量狓＝（狓１，狓２，…，狓狀）′∈犚狀和狔＝
（狔１，狔２，…，狔犿）′∈犚犿，当对网络提供输入向量狓，那
么，将回忆向量狔的形态学联想记忆定义如下：

犠＝狔∧（－狓）′＝
狔１－狓１ …狔１－狓狀
  

狔犿－狓１ …狔犿－狓

烄

烆

烌

烎狀
（１）

犠被称为狔和（－狓）′的极小积，犠满足方程犠∨狓＝
狔，即有

犠∨狓＝
∨
狀

犻＝１狔１－狓犻＋狓犻


∨
狀

犻＝１狔犿－狓犻＋狓

烄

烆

烌

烎犻
＝狔 （２）

同样，也可以使用极大算子∨定义狔和（－狓）′的极
大积，即另一个形态学联想记忆犕：

犕＝狔∨（－狓）′＝
狔１－狓１ …狔１－狓狀
  

狔犿－狓１ …狔犿－狓

烄

烆

烌

烎狀
（３）

犕满足方程犕∧狓＝狔，即有

犕∧狓＝
∧
狀

犻＝１狔１－狓犻＋狓犻


∧
狀

犻＝１狔犿－狓犻＋狓

烄

烆

烌

烎犻
＝狔 （４）

　　类似地，设（狓１，狔１），（狓２，狔２），…，（狓犽，狔犽）是犽个
向量对，狓ξ＝（狓ξ１，狓ξ２，…，狓ξ狀）′∈犚狀，狔ξ＝（狔ξ１，狔ξ２，…，
狔ξ犿）′∈犚犿，ξ＝１，２，…，犽．对于一个给定的模式联想
集合｛（狓ξ，狔ξ）：ξ＝１，２，…，犽｝，可以定义一对联想模
式矩阵（犡，犢），其中犡＝（狓１，狓２，…，狓犽），犢＝（狔１，狔２，
…，狔犽｝．这样，犡是狀×犽维矩阵，它的第犻，犼项是
狓犼犻；犢是犿×犽维矩阵，它的第犻，犼项是狔犼犻．对每一对
矩阵（犡，犢），定义两个自然的形态学犿×狀维记忆
犠犡犢和犕犡犢如下：

犠犡犢＝∧
犽

ξ＝１
［狔ξ∧（－狓ξ）′］

犕犡犢＝∨
犽

ξ＝１
［狔ξ∨（－狓ξ）′］ （５）

很明显，狔ξ∧（－狓ξ）′＝狔ξ∨（－狓ξ）′．由此定义，下式
成立：
犠犡犢狔ξ∧（－狓ξ）′＝狔ξ∨（－狓ξ）′犕犡犢，

ξ＝１，２，…，犽 （６）
根据方程（２）、（４）和（５），不等式（６）隐含着

犠犡犢∨狓ξ［狔ξ∧（－狓ξ）′］∨狓ξ＝狔ξ
＝［狔ξ∨（－狓ξ）′］∧狓ξ犕犡犢∧狓ξ （７）

ξ＝１，２，…，犽．或者，等价地有
犠犡犢∨犡犢犕犡犢∧犡 （８）

　　如果犠犡犢∨犡＝犢，那么犠犡犢称为对（犡，犢）的∨
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完全回忆记忆；如果犕犡犢∧犡＝犢，那么犕犡犢称为对
（犡，犢）的∧完全回忆记忆．

在ＣＭＡＭ中，基本计算基于复数偏序格结构
（犆，∧，∨，＋）．与ＲＭＡＭ相比，除了论域被扩展
（但仍满足可纳条件）、用符号△代替∧、用符号

△代
替∨之外，其它方面与ＲＭＡＭ基本相同．
ＦＭＡＭ和ＥＦＭＡＭ中的基本计算基于格结构

（犚＋，∧，∨，·），（犚＋＝（０，∞））．如果输入向量狓犾＝
（狓犾１，狓犾２，…，狓犾狀）′定义在犚狀＋，输出向量狔犾＝（狔犾１，
狔犾２，…，狔犾犿）′定义在犚犿＋，通过使用某些变换，例如使
用ｅｘｐ（狓）和ｅｘｐ（狔），那么可以将输入向量和输出
向量分别变换到犚狀＋和犚犿＋．设犡＝（狓１，狓２，…，狓犽），
犢＝（狔１，狔２，…，狔犽｝，对每一对矩阵（犡，犢），两个新的
形态学犿×狀记忆犃犡犢和犅犡犢定义如下：
犃犡犢＝∧

犽

犾＝１
（狔犾○∧（狓犾）－１） （９）

犅犡犢＝∨
犽

犾＝１
（狔犾○∨（狓犾）－１） （１０）

（狓犾）－１＝１
狓犾１，
１
狓犾２，…，

１
狓犾（ ）狀，狓犾犻＞０，犻＝１，…，狀

（１１）

狔犾○∧（狓犾）－１＝狔犾○∨（狓犾）－１＝

狔犾１
狓犾１ …狔犾１

狓犾狀

狔犾犿
狓犾１ …狔犾犿

狓犾

烄

烆

烌

烎狀

（１２）

其中○∧和○∨分别表示模糊集合理论中常用的模糊
组合运算（∧，·）和（∨，·）．

在ＦＭＡＭ和ＥＦＭＡＭ中，回忆由下式给出：
犃犡犢○∨狓犾＝∧

犽

犾＝１
（狔犾○∧（狓犾）－１）○∨狓犾 （１３）

犅犡犢○∧狓犾＝∨
犽

犾＝１
（狔犾○∨（狓犾）－１）○∧狓犾 （１４）

　　通过以上典型分析，容易看出，在ＭＡＭ类的
记忆和回忆中存在互逆运算．对于ＲＭＡＭ和
ＣＭＡＭ，记忆和回忆中的互逆运算分别是－和＋；
对于ＦＭＡＭ和ＥＦＭＡＭ，记忆和回忆中的互逆运
算分别是／和×．另外我们还注意到，ＭＡＭ类的记
忆和回忆中还存在另一对互逆运算，即取大（∨）和
取小（∧）运算．符号对（□∨，□∧）、（

△，△）、（○∨，○∧）
是三对包含取大和取小操作的互逆算符，分别用在
ＲＭＡＭ、ＣＭＡＭ、ＦＭＡＭ和ＥＦＭＡＭ中．
３．２　形态学范式和算子
３．２．１　形态学范式

设犃是犿×狆矩阵，其每一项犪犻犽∈犝，犅是狆×
狀矩阵，其每一项犫犽犼∈犝，其中犻＝１，２，…，犿；犽＝１，

２，…，狆；犼＝１，２，…，狀．我们有以下定义１和２．
定义１．　形态学极大积范式犕（·，·）是一个

二元运算犕（犃，犅）＝犃○∨犅＝犆，其定义由下式给出：
犮犻犼＝∨

狆

犽＝１
犪犻犽○犫犽犼＝

（犪犻１○犫１犼）∨（犪犻２○犫２犼）∨…∨（犪犻狆○犫狆犼）
（１５）

称○∨为形态学○极大积算子，犮犻犼为矩阵犆的元素，符
号○表示犝上封闭的运算，例如，可以是＋、－运
算，它们在犝＝犚上是封闭的；也可以是×或／运算，
它们在犝＝犚＋上是封闭的（０不能作除数）．

定义２．　形态学极小积范式犠（·，·）是一个
二元运算犠（犃，犅）＝犃○∧犅＝犇，其定义由下式给出：
犱犻犼＝∧

狆

犽＝１
（犪犻犽○犫犽犼）＝

（犪犻１○犫１犼）∧（犪犻２○犫２犼）∧…∧（犪犻狆○犫狆犼）
（１６）

称○∧为形态学○极小积算子．犱犻犼为矩阵犇的元素，
○的含义与定义１相同．

又设（狓１，狔１），（狓２，狔２），…，（狓犽，狔犽）是犽个向
量对，狓ξ＝（狓ξ１，狓ξ２，…，狓ξ狀）′∈犝狀，狔ξ＝（狔ξ１，狔ξ２，…，
狔ξ犿）′∈犝犿，ξ＝１，２，…，犽．对于一个给定的模式联想
集合｛（狓ξ，狔ξ）：ξ＝１，２，…，犽｝和一对联想模式矩阵
（犡，犢），其中犡＝（狓１，狓２，…，狓犽），犢＝（狔１，狔２，…，
狔犽），则我们有以下定义３和４．

定义３．　对每一对矩阵（犡，犢），形态学○极小
积记忆范式犠犡犢定义如下：

犠犡犢＝犢○
∧犡′＝∧

犽

ξ＝１
［狔ξ○∧（狓ξ）′］

＝∧
犽

ξ＝１

狔ξ１○狓ξ１ …狔ξ１○狓ξ狀
  

狔ξ犿○狓ξ１ …狔ξ犿○狓ξ

烄

烆

烌

烎狀
（１７）

　　定义４．　对每一对矩阵（犡，犢），形态学○极大
积记忆范式犕犡犢定义如下：

犕犡犢＝犢○
∨犡′＝∨

犽

ξ＝１
［狔ξ○∨（狓ξ）′］

＝∨
犽

ξ＝１

狔ξ１○狓ξ１ …狔ξ１○狓ξ狀
  

狔ξ犿○狓ξ１ …狔ξ犿○狓ξ

烄

烆

烌

烎狀
（１８）

　　因为狔ξ○∧（狓ξ）′＝狔ξ○∨（狓ξ）′，因此，根据定义，犠犡犢
和犕犡犢满足下式

犠犡犢狔ξ○∧（狓ξ）′＝狔ξ○∨（狓ξ）′犕犡犢

ξ＝１，２，…，犽 （１９）
　　设○和是互逆运算，即如果○＝＋或×，那么
＝－或÷；反之，如果○＝－或÷，那么＝＋或
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×，则犠犡犢和犕犡犢满足下式：
犠犡犢∨狓ξ［狔ξ○∧（狓ξ）′］∨狓ξ＝狔ξ

＝［狔ξ○∨（狓ξ）′］∧狓ξ犕犡犢∧狓ξ，
　　ξ＝１，２，…，犽 （２０）

等价于
犠犡犢∨犡犢犕犡犢∧犡 （２１）

　　定义５．　一个矩阵犃＝（犪犻犼）犿×狀被称为是一个
对（犡，犢）的○∨完全回忆记忆，当且仅当犃○∨犡＝犢；矩
阵犅＝（犫犻犼）犿×狀被称为是一个对（犡，犢）的○∧完全回
忆记忆，当且仅当犅○∧犡＝犢．
３．２．２　形态学算子

设犝为论域，犃是犿×狆矩阵，其每一项犪犻犽∈
犝，犅是狆×狀矩阵，其每一项犫犽犼∈犝，其中犻＝１，
２，…，犿；犽＝１，２，…，狆；犼＝１，２，…，狀．根据定义１和
２，当○分别等于＋、－、·、／时，可分别得到不同的
形态学算子．

定义６．　形态学＋极大积算子＋
∨是一个二元运

算犃＋
∨犅＝犆，其定义由下式给出：

犮犻犼＝∨
狆

犽＝１
（犪犻犽＋犫犽犼）

＝（犪犻１＋犫１犼）∨（犪犻２＋犫２犼）∨…∨（犪犻狆＋犫狆犼）
（２２）

　　类似地，可以定义形态学－极大积算子－
∨、形态

学·极大积算子·
∨和形态学／极大积算子／∨．

定义７．　形态学＋极小积算子＋
∧是一个二元运

算犃＋
∧犅＝犇，其定义由下式给出：

犱犻犼＝∧
狆

犽＝１
（犪犻犽＋犫犽犼）

＝（犪犻１＋犫１犼）∧（犪犻２＋犫２犼）∧…∧（犪犻狆＋犫狆犼）
（２３）

　　类似地，可以定义形态学－极小积算子－
∧、形态

学·极小积算子·
∧和形态学／极小积算子／∧．

设（狓１，狔１），（狓２，狔２），…，（狓犽，狔犽）是犽个向量对，
狓ξ＝（狓ξ１，狓ξ２，…，狓ξ狀）′∈犝狀，狔ξ＝（狔ξ１，狔ξ２，…，狔ξ犿）′∈
犝犿，ξ＝１，２，…，犽．对于一个给定的模式联想集合
｛（狓ξ，狔ξ）：ξ＝１，２，…，犽｝和一对联想模式矩阵（犡，
犢），其中犡＝（狓１，…，狓犽），犢＝（狔１，…，狔犽），我们有以
下定义．

定义８．　对每一对矩阵（犡，犢），形态学－极小
积记忆犠犡犢定义如下：

犠犡犢＝犢－∧犡′＝∧
犽

ξ＝１
［狔ξ－∧（狓ξ）′］

＝∧
犽

ξ＝１

狔ξ１－狓ξ１ …狔ξ１－狓ξ狀
  

狔ξ犿－狓ξ１ …狔ξ犿－狓ξ

烄

烆

烌

烎狀
（２４）

实质上，这就是ＲＭＡＭ和ＣＭＡＭ中定义的记忆
犠犡犢．类似地，可以定义形态学／极小积记忆犠犡犢．

定义９．　形态学／极小积记忆犠犡犢定义如下：
犠犡犢＝犢／∧犡′＝∧

犽

ξ＝１
［狔ξ／∧（狓ξ）′］

＝∧
犽

ξ＝１

狔１ξ／狓１ξ …狔１ξ／狓狀ξ
  

狔犿ξ／狓１ξ …狔犿ξ／狓狀

烄

烆

烌

烎ξ
（２５）

实质上，这就是ＦＭＡＭ（ＥＦＭＡＭ）中定义的记忆
犃犡犢（犃犡犡）．当然，这里我们并不排除用其余的形态
学算子＋

∧和·
∧定义形态学记忆犠犡犢的可能性．

定义１０．形态学－极大积记忆犕犡犢定义如下：
犕犡犢＝犢－∨犡′＝∨

犽

ξ＝１
［狔ξ－∨（狓ξ）′］

＝∨
犽

ξ＝１

狔ξ－狓ξ１ …狔ξ１－狓ξ狀
  

狔ξ犿－狓ξ１ …狔ξ犿－狓ξ

烄

烆

烌

烎狀
（２６）

实质上，这就是ＲＭＡＭ和ＣＭＡＭ中定义的记忆
犕犡犢．类似地，我们可以定义形态学／极大积记忆
犕犡犢．

定义１１．　形态学／极大积记忆犕犡犢定义如下：
犕犡犢＝犢／∨犡′＝∨

犽

ξ＝１
［狔ξ／∨（狓ξ）′］

＝∨
犽

ξ＝１

狔１ξ／狓１ξ …狔１ξ／狓狀ξ
  

狔犿ξ／狓１ξ …狔犿ξ／狓狀

烄

烆

烌

烎ξ
（２７）

实质上，这就是ＦＭＡＭ（ＥＦＭＡＭ）中定义的记忆
犅犡犢（犅犡犡）．同样，这里我们并不排除用其余的形态
学算子＋

∨和·
∨定义形态学记忆犕犡犢的可能性．

定义１２．　设犣＝（狕１，狕２，…，狕犽）是一个狀×犽矩
阵．称犣是对于（犡，犢）的核，当且仅当满足下面两个
条件：

（１）犕犣犣○∧犡＝犣；
（２）犠犣犢○∨犣＝犢．
如果犣是对于（犡，犢）的核，那么必然有

犠犣犢○∨（犕犣犣○∧犡）＝犠犣犢○∨犣＝犢．

４　形态学联想记忆定理
文献［１３］给出７个关于ＲＭＡＭ的定理，文献

［１５］给出５个关于ＣＭＡＭ的定理．在文献［１６］中，
有６个关于ＦＭＡＭ的定理，而在文献［１７］中，又有
４个关于ＥＦＭＡＭ的定理．另外，在文献［１８］和文
献［１９］中，也分别给出了４个和５个ＦＭＢＡＭ定
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理．这些ＭＡＭ定理加起来多达３０余个．然而，从面
向对象的观点来看，可以归纳并抽象为少数几个重
要的基本定理类，并统一在一个ＭＡＭ框架中．任
何具体的、特定的定理都是对基本定理类的继承、修
改、扩展、变化或派生．抽象的基本定理类广泛地适
用于ＭＡＭ类对象，而作为ＭＡＭ类对象，其具有
典型性和普遍意义的代表有两个，即ＲＭＡＭ和
ＦＭＡＭ．下面，在统一框架的基础上，给出这些
定理．

注意，对于理解这些定理及其证明来说，以下几
点是很关键的：

（１）在ＲＭＡＭ（ＣＭＡＭ）中，记忆时用算子○∧＝－
∧

或○∨＝－
∨，即○＝－；回忆时用逆算子∨＝＋

∨或∧＝＋
∧，

即＝＋．在ＦＭＡＭ（ＥＦＭＡＭ）中，记忆时，用算
子○∧＝／∧或○∨＝／∨，即○＝／；回忆时用逆算子∨＝·

∨

或∧＝·
∧，即＝·．
（２）对自联想ａｕｔｏＲＭＡＭ和ａｕｔｏＣＭＡＭ，有

狑犻犻＝犿犻犻＝０，犻＝１，２，…，狀；对自联想ａｕｔｏＦＭＡＭ
和ａｕｔｏＥＦＭＡＭ，有狑犻犻＝犿犻犻＝１．

（３）犝是一个抽象域，犝ＲＭＡＭ＝犚，犝ＦＭＡＭ＝犚＋，
犝ＣＭＡＭ＝犆．ＲＭＡＭ运算在犚上是封闭的，ＦＭＡＭ
运算在犚＋上是封闭的．对于良好定义的偏序集犆，
例如犆＝犚，或犆＝犑（纯虚数集）等，ＣＭＡＭ运算在
犆上亦封闭．

定理１．　如果犃是对（犡，犢）的○∨完全回忆记
忆，犅是对（犡，犢）的○∧完全回忆记忆，那么

犃犠犡犢犕犡犢犅，
且 犠犡犢○∨犡＝犢＝犕犡犢○∧犡 （２８）
　　证明．　如果犃是对（犡，犢）的○∨完全回忆记忆，
那么，（犃○∨狓ξ）犻＝狔ξ犻，ξ＝１，２，…，犽，犻＝１，２，…，
犿．等价地有

∨
狀

犼＝１
（犪犻犼○狓ξ犼）＝狔ξ犻，

ξ＝１，２，…，犽和犻＝１，２，…，犿．
对于任意索引犼∈｛１，２，…，狀｝，它满足

犪犻犼○狓ξ犼狔ξ犻，ξ＝１，２，…，犽
犪犻犼狔ξ犻狓ξ犼，ξ＝１，２，…，犽
犪犻犼∧

犽

ξ＝１
（狔ξ犻狓ξ犼）＝狑犻犼 （２９）

这表明，犃犠犡犢．按照式（２１），我们现在有犢＝
犃○∨犡犠犡犢○∨犡犢．因此，犠犡犢○∨犡＝犢．

类似地，可以证明，如果犅是对于（犡，犢）的○∧完
全回忆记忆，那么犕犡犢犅，同时，犕犡犢○∧犡＝犢．这样，
由式（１９），我们有

犃犠犡犢犕犡犢犅，

犠犡犢○∨犡＝犢＝犕犡犢○∧犡 证毕．
　　该定理表明犠犡犢是所有○∨完全回忆记忆的最小
上界，犕犡犢是所有○∧完全回忆记忆的最大下界．

定理２．　犠犡犢是对（犡，犢）的○∨完全记忆，当且仅
当对每一个ξ＝１，２，…，犽，矩阵［狔ξ∧（狓ξ）′］－犠犡犢的
每一行包含一个零项；类似地，犕犡犢是对（犡，犢）的○∧

完全记忆，当且仅当对每一个ξ＝１，２，…，犽，矩阵
犕犡犢－［狔ξ∨（狓ξ）′］的每一行都包含一个零项．

在以下证明过程中，我们只针对记忆犠犡犢（或
犕犡犢）进行．另一半证明可以用类似的方法得到．

证明．　ξ＝１，２，…，犽和犻＝１，２，…，犿，犠犡犢

是对（犡，犢）的○∨完全记忆
（犠犡犢○∨狓ξ）犻＝狔ξ犻
狔ξ犻－（犠犡犢○∨狓ξ）犻＝０
狔ξ犻－∨

狀

犼＝１
（狑犻犼○狓ξ犼）＝０

∧
狀

犼＝１
（狔ξ犻－（狑犻犼○狓ξ犼））＝０

∧
狀

犼＝１
（狔ξ犻狓ξ犼－狑犻犼）＝０

∧
狀

犼＝１
（［狔ξ∧（狓ξ）′］－犠犡犢）犻犼＝０ （３０）

这最后的等式集合为真，当且仅当对每一个ξ＝１，
２，…，犽和每一个犻＝１，２，…，犿，矩阵［狔ξ∧（狓ξ）′］－
犠犡犢的每一行至少包含一个零项． 证毕．

推论１．　犠犡犢○∨犡＝犢，当且仅当对每一个行索
引犻＝１，２，…，犿和每一个γ∈｛１，２，…，犽｝，存在一
个依赖于犻和γ的列索引犼∈｛１，２，…，狀｝，使得

狓γ犼＝∨
犽

ξ＝１
（狓ξ犼狔ξ犻）○狔γ犻 （３１）

类似地，犕犡犢○∧犡＝犢，当且仅当对每一个行索引犻＝
１，２，…，犿和每一个γ∈｛１，２，…，犽｝，存在一个依赖
于犻和γ的列索引犼∈｛１，２，…，狀｝，使得

狓γ犼＝∧
犽

ξ＝１
（狓ξ犼狔ξ犻）○狔γ犻 （３２）

　　证明．　按照定理２，犠犡犢○∨狓ξ＝狔ξ，ξ＝１，２，…，
犽，当且仅当对每一个行索引犻＝１，２，…，犿和每一
个γ∈｛１，２，…，犽｝，存在一个依赖于犻和γ的列索引
犼∈｛１，２，…，狀｝，使得

狔γ犻狓γ犼＝狑犻犼＝∧
犽

ξ＝１
（狔ξ犻狓ξ犼） （３３）

该方程成立当且仅当
狓γ犼狔γ犻＝∨

犽

ξ＝１
（狓ξ犼狔ξ犻） （３４）

等价地，当且仅当
狓γ犼＝∨

犽

ξ＝１
（狓ξ犼狔ξ犻）○狔γ犻 证毕．

　　定理３．设珘狓γ表示模式狓γ的一个含噪声样
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本，那么，犠犡犢○∨珘狓γ＝狔γ，当且仅当
珟狓γ犼狓γ犼∨∧

犿

犻＝１∨ξ≠γ狔
γ犻狔ξ犻○狓ξ［ ］（ ）犼 ，犼＝１，２，…，狀

（３５）
同时，对每一个行索引犻∈｛１，２，…，犿｝，存在一个列
索引犼犻∈｛１，２，…，狀｝使得

珟狓γ犼犻＝狓γ犼犻∨∨
ξ≠γ

狔γ犻狔ξ犻○狓ξ犼［ ］（ ）犻 （３６）
　　类似地，犕犡犢○∧珘狓γ＝狔γ当且仅当
珟狓γ犼狓γ犼∧∨

犿

犻＝１∧
ξ≠γ
［狔γ犻狔ξ犻○狓ξ犼（ ）］，犼＝１，２，…，狀

（３７）
同时，对每一个行索引犻∈｛１，２，…，犿｝，存在一个列
索引犼犻∈｛１，２，…，狀｝使得

珟狓γ犼犻＝狓γ犼犻∧∧
ξ≠γ

狔γ犻狔ξ犻○狓ξ犼［ ］（ ）犻 （３８）
　　证明．　（１）注意到，对于ＲＭＡＭ和ＣＭＡＭ，
记忆和回忆中互逆的运算分别是＝－和○＝＋；
对于ＦＭＡＭ和ＥＦＭＡＭ，记忆和回忆中互逆的运
算分别是＝／和○＝·．设珘狓γ表示模式狓γ的一个
含噪声样本，对于γ＝１，２，…，犽，犕犡犢○∧珘狓γ＝狔γ，那么
狔γ犻＝（犕犡犢○∧珘狓γ）犻＝∧

狀

犾＝１
（犿犻犾○珟狓γ犾）犿犻犼○珟狓γ犼，

犻＝１，２，…，犿和犼＝１，２，…，狀（３９）
因此
珟狓γ犼狔γ犻犿犻犼，犻＝１，２，…，犿，犼＝１，２，…，狀
珟狓γ犼∨

犿

犻＝１狔
γ犻犿犻（ ）犼，犼＝１，２，…，狀

珟狓γ犼∨
犿

犻＝１狔
γ犻∨

犽

ξ＝１
狔ξ犻狓ξ（ ）［ ］犼 ，犼＝１，２，…，狀

珟狓γ犼∨
犿

犻＝１狔
γ犻○∧

犽

ξ＝１
狓ξ犼狔ξ（ ）［ ］犻 ，犼＝１，２，…，狀

珟狓γ犼∨
犿

犻＝１狔
γ犻○∧

ξ≠γ
狓ξ犼狔ξ（ ）犻∧狓γ犼狔γ（ ）［ ］犻 ，

犼＝１，２，…，狀
珟狓γ犼∨

犿

犻＝１∧
ξ≠γ

狔γ犻狔ξ犻○狓ξ（ ）犼∧狓γ［ ］犼，
犼＝１，２，…，狀

珟狓γ犼狓γ犼∧∨
犿

犻＝１∧
ξ≠γ

狔γ犻狔ξ犻○狓ξ（ ）［ ］犼 ，
犼＝１，２，…，狀

珟狓γ犼狓γ犼∧∧
ξ≠γ

狔γ犻狔ξ犻○狓ξ（ ）［ ］犼 ，
犼＝１，２，…，狀，犻＝１，２，…，犿 （４０）

这表明不等式（３７）被满足．
设对于犻＝１，２，…，犿，不等式集合（４０）不包含

等号，即假定存在一个行索引犻∈｛１，２，…，犿｝，使得
珟狓γ犼＞狓γ犼∧∧

ξ≠γ
狔γ犻狔ξ犻○狓ξ（ ）［ ］犼 ，犼＝１，２，…，狀

（４１）

那么
（犕犡犢○∧珘狓γ）犻＝∧

狀

犼＝１
（犿犻犼○珟狓γ犼）

＞∧
狀

犼＝１
犿犻犼○狓γ犼∧∧

ξ≠γ
狔γ犻狔ξ犻○狓ξ（ ）（ ）［ ］犼

＝∧
狀

犼＝１
犿犻犼○∧

犽

ξ＝１
狔γ犻狔ξ犻○狓ξ（ ）（ ）［ ］犼

＝∧
狀

犼＝１
犿犻犼○狔γ犻∨

犽

ξ＝１
狔ξ犻狓ξ（ ）［ ］犼

＝∧
狀

犼＝１
犿犻犼○狔γ犻犿犻［ ］犼

＝狔γ犻 （４２）
因此，犕犡犢○∧珘狓γ＞狔γ，这与犕犡犢○∧珘狓γ＝狔γ相矛盾．从而
表明，对每一行索引犻必然存在一个列索引犼犻，满足
式（３８）．

（２）设
珟狓γ犼狓γ犼∧∨

犿

犻＝１∧
ξ≠γ

狔γ犻狔ξ犻○狓ξ（ ）［ ］犼 ，犼＝１，２，…，狀．
由第一部分的证明可知，该不等式为真当且仅当
珟狓γ犼狔γ犻犿犻犼，犻＝１，２，…，犿，犼＝１，２，…，狀
或者，等价地，当且仅当
犿犻犼○珟狓γ犼狔γ犻，犻＝１，２，…，犿和犼＝１，２，…，狀
　　∧

狀

犼＝１
犿犻犼○珟狓γ（ ）犼狔γ犻，犻＝１，２，…，犿

　　（犕犡犢○∧珘狓γ）犻狔γ犻，犻＝１，２，…，犿 （４３）
这意味着犕犡犢○∧珘狓γ狔γ，γ＝１，２，…，犽．如果我们能
够证明犕犡犢○∧珘狓γ狔γ，γ＝１，２，…，犽，那么就能够证
明犕犡犢○∧珘狓γ＝狔γ，γ＝１，２，…，犽．

任意选择γ∈｛１，２，…，犽｝，犻∈｛１，２，…，犿｝，
那么
（犕犡犢○∧珘狓γ）犻＝∧

狀

犼＝１
犿犻犼○珟狓γ（ ）犼犿犻犼犻○珟狓γ犼犻

＝犿犻犼犻○狓γ犼犻∧∧ξ≠γ狔
γ犻狔ξ犻○狓ξ犼（ ）（ ）犻

＝犿犻犼犻○∧
犽

ξ＝１
狔γ犻狔ξ犻○狓ξ犼（ ）犻

＝犿犻犼犻○狔γ犻∨
犽

ξ＝１
狔ξ犻狓ξ犼（ ）犻

＝犿犻犼犻○狔γ犻犿犻犼犻
＝狔γ犻 （４４）

这表明犕犡犢○∧珘狓γ狔γ． 证毕．
定理３表明犠犡犢和犕犡犢具有一定抵抗腐蚀噪声

和膨胀噪声的能力，且对于那些受到一定干扰和破
坏，但仍然能够做到完全回忆记忆的输入模式，在数
量上给出了一个边界条件．

定理４．　犠犡犡∨犡＝犡，犕犡犡∧犡＝犡．
证明．　记忆时，犻∈｛１，２，…，犿｝和ξ＝１，
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２，…，犽，我们有
［狓ξ○∧（狓ξ）′］犻犻＝狓ξ犻○狓ξ犻＝０，对ＲＭＡＭ，ＣＭＡＭ，

狓ξ犻○狓ξ犻＝１，对ＦＭＡＭ，烅烄烆 ＥＦＭＡＭ．
狑犻犻＝∧

犽

ξ＝１
［狓ξ○∧（狓ξ）′］犻犻＝０，对ＲＭＡＭ，ＣＭＡＭ，

１，对ＦＭＡＭ，｛ ＥＦＭＡＭ．
　　因此，对于每个ξ＝１，２，…，犽，［狓ξ○∧（狓ξ）′］－
犠犡犡的每一行都包含了一个零项．按照定理２，犠犡犡

是对（犡，犡）的∨完全回忆记忆，即犠犡犡∨犡＝犡成
立．同理可证犕犡犡∧犡＝犡． 证毕．

在定理４中，对犡的类型和大小是没有限制
的，这表明记忆犠犡犡和犕犡犡具有无限存储能力，在
无噪声情况下，能够保证完全回忆记忆．

定理５．　如果犠犡犡∨狕＝狏，犕犡犡∧狕＝狌，那么
犠犡犡∨狏＝狏，犕犡犡∧狌＝狌．

证明．　设犠犡犡∨狕＝狏．注意到，对于犻＝１，
２，…，狀，在ＲＭＡＭ、ＣＭＡＭ中，狑犻犻＝０，且＝＋；
在ＦＭＡＭ、ＥＦＭＡＭ中，狑犻犻＝１，且＝·．于是我
们有

（犠犡犡∨狏）犻＝∨
狀

犼＝１
（狑犻犼狏犼）

狑犻犻狏犻＝狏犻 （４５）
因而

狏犠犡犡∨狏 （４６）
令犻，犼，犾∈｛１，２，…，狀｝，注意到
狑犻犾＝∧

犽

ξ＝１
狓ξ犻○狓ξ（ ）犾狓γ犻○狓γ犾，γ＝１，２，…，犽

（４７）
狑犾犼＝∧

犽

ξ＝１
狓ξ犾○狓ξ（ ）犼狓γ犾○狓γ犼，γ＝１，２，…，犽

（４８）
因而

狑犻犾狑犾犼狓γ犻○狓γ犼，γ＝１，２，…，犽（４９）
所以狑犻犾狑犾犼∧

犽

ξ＝１
狓ξ犻○狓ξ（ ）犼＝狑犻犼．从而，对犻＝１，

２，…，狀，我们有
狏犻＝∨

狀

犼＝１
（狑犻犼狕犼）

∨
狀

犼＝１
（狑犻犾狑犾犼狕犼），犾＝１，２，…，狀

∨
狀

犾＝１∨
狀

犼＝１
（狑犻犾狑犾犼狕犼）

＝∨
狀

犾＝１
狑犻犾∨

狀

犼＝１
（狑犾犼狕犼（ ）［ ］）

＝∨
狀

犾＝１
狑犻犾狏［ ］犾

＝（犠犡犡∨狏）犻 （５０）
这表明

狏犠犡犡∨狏 （５１）
由不等式（４６）和（５１）可知，犠犡犡∨狏＝狏． 证毕．

定理５表明，回忆能够在一步内完成，并不需要
迭代和中间过程．

Ｈｏｐｆｉｅｌｅｄ网络是著名的联想记忆网络，但它不
具有形态学神经网络的这些优点．它能够存储的模
式对数量一般不超过网络中神经元总量的１５％，存
储能力十分有限；回忆只能重复迭代完成；且对于完
全输入，并不能保证完全回忆［２１］．

定理６．　若犣是对于（犡，犢）的核，那么犣犡．
证明．设犣是对于（犡，犢）的核，那么，犕犣犣∧狓ξ＝

狕ξ，ξ＝１，２，…，犽．这意味着
狕ξ犻＝犕犣犣∧狓（ ）ξ犻

＝∧
狀

犼＝１
犿犣犣（犻，犼）狓ξ（ ）犼

犿犣犣（犻，犻）狓ξ犻＝狓ξ犻 （５２）
ξ＝１，２，…，犽，犻＝１，２，…，狀．所以，狕ξ狓ξ，ξ＝
１，２，…，犽，亦即犣犡． 证毕．

定理７．如果犣是对于（犡，犢）的核，珘狓γ是狓γ的
一个含噪声样本，狕γ犼珟狓γ犼，犼＝１，２，…，狀，且对任何
犿犣犣（犻，犼）＝狕γ犻○狕γ犼，有狕γ犼＝珟狓γ犼，那么犕犣犣∧珘狓γ＝狕γ．

证明．　由狕γ犼珟狓γ犼，犼＝１，２，…，狀可得
珟狓γ犼狕γ犼∧∨

狀

犻＝１∧ξ≠γ狕
γ犻○狕ξ犻狕ξ（ ）［ ］犼 ，犼＝１，２，…，狀

（５３）
按照定理４，犕犣犣∧狕ξ＝狕ξ，ξ＝１，２，…，犽．这样，由推
论１，对每一个行索引犻＝１，２，…，狀和每一个α∈
｛１，２，…，犽｝，存在一个依赖于犻和α的列索引犼∈
｛１，２，…，狀｝，使得

狕α犼＝∧
犽

ξ＝１
狕ξ犼○狕ξ犻狕α（ ）犻 （５４）

令γ＝α，我们有
狕γ犼＝∧

犽

ξ＝１
狕ξ犼○狕ξ犻狕γ（ ）犻 （５５）

或者，等价地
狕γ犻○狕γ犼＝○∧

犽

ξ＝１
狕ξ犼○狕ξ（ ）犻＝∨

犽

ξ＝１
狕ξ犻○狕ξ（ ）犼＝犿犣犣（犻，犼）

（５６）
根据假设和式（５５）可得
珟狓γ犼＝狕γ犼＝狕γ犼∧狕γ犼＝狕γ犼∧∧

犽

ξ＝１
狕ξ犼○狕ξ犻狕γ（ ）犻

（５７）
因而

珟狓γ犼＝狕γ犼∧∧
犽

ξ＝１
狕γ犻○狕ξ犻狕ξ（ ）犼 （５８）

按定理３，式（５３）和（５８）隐含着犕犣犣∧珘狓γ＝狕γ．证毕．
定理７表明对任何包含膨胀和腐蚀噪声但仍满
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足定理假设条件的输入模式狓γ的受损样本珘狓γ，当系
统执行如下过程：｛ｉｎｐｕｔ→犕犣犣→犠犣犢→ｏｕｔｐｕｔ｝时，
将能够正确联想起模式狔γ．

定理６和７对我们寻找核是一个指导．

５　结　论
本文提出了一个基于格代数的形态学联想记忆

神经计算理论框架．主要致力于ＭＡＭ类对象的统
一：统一的计算基础、统一的记忆方法和统一的定
理．满足可纳条件的ＭＡＭ对象可以纳入统一框
架；反之，通过对统一框架的继承、修改、扩展、变化
和派生，可以得到具体的ＭＡＭ对象．

形态学联想记忆框架有重要的理论意义和实际
意义：一方面，透过统一框架ＵＦＭＡＭ的建立，使我
们更加深刻认识到了各种ＭＡＭ类对象的共同形
态学本质和特征，加速我们从必然王国走向自由王
国的步伐；另一方面，统一框架蕴含着更多的记忆方
法，这些方法对联想记忆、尤其是对于异联想来说是
非常有用的．由于这些方法的互补性，使得ＵＦ
ＭＡＭ能够解决更多的模式识别和联想记忆问题．
由于篇幅所限，对此，我们另文发表［２２］．

神经网络的格代数方法是新颖的一类方法，很
多开放的问题等待我们去探索．例如，新的联想记忆
方法需要进一步去研究；形态学联想记忆框架的应
用需要进一步被拓展．我们相信这些问题在未来会
解决得更好．
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