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摘　要　个体单体型问题指如何利用个体ＤＮＡ测序片断数据，根据不同的优化准则确定该个体单体型的计算问
题．因为技术上的限制，ＤＮＡ测序实验中能直接测定的片断长度是有限的，一个片断所覆盖的最大ＳＮＰ位点数犽１
通常小于１０；出于时间和金钱的考虑，覆盖一个ＳＮＰ位点的最大片断数犽２也不是很大，通常约为１０左右；与要测
定的单体型ＳＮＰ位点总数狀及所测序的ＤＮＡ片断总数犿相比，犽１和犽２均很小．在此基础上，文中对个体单体型问题
最少ＳＮＰ位点删除ＭＳＲ和最少片段删除ＭＦＲ模型进行了参数化，提出了时间复杂度分别为犗（狀犽１犽２＋犿ｌｏｇ犿＋
犿犽１）和犗（犿犽２２＋犿犽１犽２＋犿ｌｏｇ犿＋狀犽２）求解无空隙ＭＳＲ和ＭＦＲ的精确算法．和Ｂａｆｎａ等提出的时间复杂度为
犗（犿狀２）和犗（犿２狀＋犿３）的精确算法相比，文中的算法效率提高了很多，具有较高的实用价值．
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１　引　言
为了破译人类的遗传信息，１９９０年１０月人类

基因组计划启动，２０００年６月人类基因组草图绘
成，２００３年４月人类基因组图谱基本完成，至此人
类基因组共性的一面被揭示出来，但人类个体多态
性的一面没有得以体现．不同的人具有不同的外
貌、体格，对疾病有不同抵抗能力，对药物有不同
的敏感性，从遗传上说，这是因为不同个体（除了
同卵双胞胎外）的基因组不完全相同．两个人之间
的ＤＮＡ差异约占基因组的０．１％，单核苷酸多态
性ＳＮＰｓ（ＳｉｎｇｌｅＮｕｃｌｅｏｔｉｄｅＰｏｌｙｍｏｒｐｈｉｓｍｓ）为人
类染色体某个位点上的碱基变化，ＳＮＰｓ广泛分布
在人类基因组中，在整个人类基因组中估计有几百
万个ＳＮＰｓ［１］．

单核苷酸多态性是一个物种中不同个体表型的
主要遗传来源．识别ＳＮＰｓ对基因的精确定位、了解
基因功能很有帮助，对遗传病等疾病的诊断和药物
研究有重要作用，ＳＮＰｓ可用于个体识别、亲子鉴
定，亦可用于人类各群体的遗传关系分析．Ｓｔｅｐｈｅｎｓ
等利用单体型研究人类３１３个基因中的３８９９个
ＳＮＰｓ，然后进行连锁不平衡分析，其结果支持了人
类群体在近代扩张的说法［２］．Ｈｏｒｉｋａｗａ等［３］根据
ＳＮＰｓ进行关联分析在墨西哥裔美国人中把２型糖
尿病基因定位在２号染色体长臂，并发现ＣＡＰＮ１０
基因的３个ＳＮＰｓ和２型糖尿病相关．

一个ＳＮＰ位点指的是在一个物种的基因组
ＤＮＡ序列中不同个体可能出现不同碱基的位置．在
一条染色体ＳＮＰ位点上的碱基序列叫做单体型
（ｈａｐｌｏｔｙｐｅ）．人类等二倍体生物的染色体是成对存
在的，都有一对单体型．图１中的一对单体型分别是
“ＡＴＡＣＧ”和“ＧＣＡＴＧ”．

Ａ．．Ｔ．．Ａ．．Ｃ．．Ｇ
Ｇ．．Ｃ．．Ａ．．Ｔ．．Ｇ

图１　单体型

单体型在ＳＮＰｓ的上述应用中扮演着重要的角
色，不幸的是在当前的实验技术下，把个体的一对染
色体分开，独立测定每一条染色体上的单体型既费
钱又费时间，因此利用计算机技术来确定个体的单
体型具有极其重要的现实意义．

本文研究如何利用个体的ＤＮＡ测序片断数

据，根据不同的优化准则确定该个体的单体型．本文
第２节介绍个体单体型问题的抽象模型和当前的研
究现状；第３节阐述基于无空隙片断数据的参数化
算法，分析其复杂度；第４节给出实验结果；最后进
行总结和展望．

２　个体单体型问题（犐狀犱犻狏犻犱狌犪犾犎犪狆犾狅
狋狔狆犻狀犵犘狉狅犫犾犲犿）及当前研究现状
人类等双倍体生物的ＤＮＡ序列是按染色体成

对出现的．对于任意一个ＳＮＰ位点来说，２条染色
体上的碱基可以是相同的，这种现象叫纯合（ｈｏｍｏ
ｚｙｇｏｕｓ）；也可以是不同的，这种现象叫做杂合（ｈｅｔ
ｅｒｏｚｙｇｏｕｓ）．这样一条染色体在ＳＮＰ位点的投影序
列即单体型（ｈａｐｌｏｔｙｐｅ）可以用字符集｛Ａ，Ｂ｝上的
字符序列来表示，不必用真正的碱基字符，其中‘Ａ’
通常表示人群在该位点上常见的ＳＮＰ值，这样图１
中的一对单体型则可表示为一对字符串“ＡＢＡＡＢ”
和“ＢＡＡＢＢ”．

基于直接测定单体型的技术困难性和单体型在
遗传分析上的重要性，Ｌａｎｃｉａ等［４］提出了直接利用
个体的ＤＮＡ测序片断数据来确定该个体的一对单
体型，这个计算问题就是个体单体型问题（ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ
ｈａｐｌｏｔｙｐｉｎｇｐｒｏｂｌｅｍ）．

对基因组进行测序时，因为技术上的限制，只能
直接对较短的ＤＮＡ片断进行测序，这些片断来自
一对染色体的不同单体，测序过程中不可避免地会
发生一些错误．给定某个个体一组已测序的ＤＮＡ
片断数据，个体单体型问题就是要去掉最小数量的
数据［４］，以便能发现一对单体型与剩下的数据兼容．
去掉最小数量的数据可以是去掉最少的片断或最少
的ＳＮＰ位点．
狀个ＳＮＰ位点按在染色体上的次序从左到右

记作犛：｛１，２，…，狀｝，犿个片断记作犉：｛１，２，…，犿｝．
任意ＳＮＰ位点应该被某些ＤＮＡ片断覆盖，任意片
断在它所覆盖的ＳＮＰ位点的取值为｛Ａ，Ｂ，｝，其中
‘’为空值，表示片断在该位点的取值未知．ＤＮＡ片
断的数据集可以表示为在｛Ａ，Ｂ，｝上的一个犿×狀
的矩阵，叫做ＳＮＰ矩阵犕［４］．图２是一个８×８的
ＳＮＰ矩阵．ＳＮＰ矩阵的列表示ＳＮＰ位点，行表示片
段在对应的ＳＮＰ位点上的取值，犕犻犼表示第犻个片
断在第犼个ＳＮＰ位点上的取值．
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ＳＮＰ位点
ＢＡＢ
ＢＡＡＡＢ
ＡＢＡＡ

段 ＢＡＢＢＡＢ
片 ＡＢＢ

ＡＢ
ＡＢＡＢＡ
ＢＡＢ
图２　ＳＮＰ矩阵

为了行文简洁，下面引入与ＳＮＰ矩阵犕相关
的几个定义．

定义１．　如果（犽（犕犻犽≠‘’）∧（犽犼））∧
（狉（犕犻狉≠‘’）∧（犼狉））），则称行犻覆盖列犼．

行犻覆盖列犼就是行犻在列犼上取值非空，或在
列犼前至少有一列，在列犼后也至少有一列，使得行
犻在这两列上的取值均非空．在图２中行２覆盖列
２～７．如果某一行覆盖某一列，但是该行在该列上的
取值为空，则称该行在该列上有个洞（ｈｏｌｅ）．图２中
行２在列５上有个洞．如果犕的所有行都没有洞，
则称犕为无空隙的ＳＮＰ矩阵．

定义２．　如果两行在某一列上的值都不是空
值，且这两行在该列上的值不相等，那么这两行在该
列上冲突．如果两行在所有的列上均不冲突，则这两
行兼容．

如果测序过程没有任何错误，代表来自于同一
染色体的片段的行必定两两兼容．

定义３．　对于犕的两列犼１和犼２，如果犕的所
有行都可以划分到两个子集中，使得划分在同一个
子集中的任意两行在列犼１和犼２上均不冲突，则列犼１
和犼２兼容，满足上述条件的划分叫做在列犼１和犼２上
兼容的划分；如果不存在着在列犼１和犼２上兼容的划
分，则列犼１和犼２冲突．

在图２中，如果要在列３上不冲突，行２，３，６必
须划分到同一子集中，行４，５则必须划分到另一子
集中；但是这样划分的话，行６与行２在列４上冲
突，由此可见，列３和４冲突．对于列１和列２而言，
把行２和３分到一个子集中，行４和５分到另一个
子集中的任意划分都是在列１和２上兼容的划分，
所以列１和列２兼容．

定理１．　对于一个ＳＮＰ矩阵犕，只有‘Ａ’或
‘Ｂ’值的任意列不会和其它列冲突．对于既有‘Ａ’又
有‘Ｂ’值的列犼１，犼２，列犼１，犼２冲突当且仅当存在着
两行犻１、犻２：犻１≠犻２，有犕犻１犼１，犕犻１犼２，犕犻２犼１，犕犻２犼２均不
为空值，且这４个值之中有３个相同、１个不同．

证明．　不失一般性，令列犼１只有‘Ａ’值，对其
它任意列犼２，犕中的所有行均可如下划分：在列犼２
上取Ａ值的行划分到第一个集合中，在列犼２上取Ｂ
值的行划分到第２个集合中，其它的行随机划分到
这两个集合中，容易验证，这样划分到同一个集合中
的任意两行在列犼１和犼２上不会冲突．因此如果一列
只有‘Ａ’或‘Ｂ’值，该列不会和其它任何列冲突．

对于既有‘Ａ’又有‘Ｂ’值的列犼，如果要使划分
在同一个子集中的行在列犼上不冲突，则在列犼上
取值为‘Ａ’的所有行必须划分在同一子集中，在列犼
上取值为‘Ｂ’的行必须划分在另一个子集中．对于
既有‘Ａ’又有‘Ｂ’值的两列犼１，犼２，如果存在着两行
犻１，犻２，有犕犻１犼１，犕犻１犼２，犕犻２犼１，犕犻２犼２均不为空值，且
这４个值之中有３个相同、１个不同，不失一般性，
令犕犻１犼１＝犕犻２犼１＝犕犻１犼２＝‘Ａ’、犕犻２犼２＝‘Ｂ’，那么按列
犼１上的取值，行犻１和犻２应该划分到同一个子集中；而
按列犼２上的取值，行犻１和犻２应该划分到不同的子集
中，这相互矛盾，说明不存在列犼１和犼２上兼容的划
分．因此列犼１，犼２冲突．

反过来，对于既有‘Ａ’又有‘Ｂ’值的两列犼１，
犼２，如果列犼１，犼２不冲突，那么存在着一个划分使犕
的所有行划分到两个子集中，使得相同子集中的任
意两行在列犼１和犼２上不冲突．这样对任意两行犻１，
犻２，如果有犕犻１犼１，犕犻１犼２，犕犻２犼１，犕犻２犼２均不为空值，即
不是‘Ａ’值就是‘Ｂ’值，那么如果这两行被划分到同
一个子集中，则这两行在列犼１上的值相等，在列犼２
上的值也应相等；如果这两行被划分到不同的子集
中，则这两行在列犼１上的值不相等，在列犼２上的值
也应不相等．这样这４个值之中就不可能有３个相
同、１个不同的情况．定理得证． 证毕．

定义４．　如果ＳＮＰ矩阵犕的所有行可以分成
２个不相交的子集，每个子集中的所有行都相互兼
容，则犕是可行的．

如果犕是可行的，则很容易找到一个划分，使
划分在同一个子集中的所有行都兼容，进而通过同
一个子集中的行很容易重建与这些行兼容的单体
型．如果测序过程没有任何错误，测序片段数据对应
的ＳＮＰ矩阵必定是可行的，那么通过ＤＮＡ测序片
段数据很容易得出个体的一对单体型．可是由于测
序过程的错误是不可避免的，因此实验室测得的片
段数据对应的ＳＮＰ矩阵通常是不可行的．

Ｌａｎｃｉａ等［４］最先讨论对ＳＮＰ矩阵进行处理使
其可行的计算模型，引入了下面的个体单体型优化
问题：
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问题１．　ＭＦＲ（ＭｉｎｉｍｕｍＦｒａｇｍｅｎｔＲｅｍｏｖａｌ，
最少片断删除）．给定一个ＳＮＰ矩阵犕，删除最少
的行使犕可行．

问题２．　ＭＳＲ（ＭｉｎｉｍｕｍＳＮＰＲｅｍｏｖａｌ，最少
ＳＮＰ删除）．给定一个ＳＮＰ矩阵犕，删除最少的列
使犕可行．

不进行任何处理，图２所示的ＳＮＰ矩阵是不可
行的．当去掉第６行后，行１，４，５和８相互兼容，构
成一个子集，进而得出一个单体型为“ＢＡＢＢＡ
ＢＡＢ”；行２，３和７相互兼容，构成另一个子集，进而
得出另一个单体型为“ＡＢＡＡＢＡＢＡ”．或者不去掉
行，则去掉列４后，行１，４，５和８相互兼容，构成一
个子集，进而得出一个单体型为“ＢＡＢＡＢＡＢ”；行
２，３，６和７相互兼容，构成另一个子集，进而得出另
一个单体型为“ＡＢＡＢＡＢＡ”（去掉的列所代表ＳＮＰ
位点的值为空值）．

Ｌａｎｃｉａ等［４］证明了在ＤＮＡ片断数据有洞
（ｈｏｌｅ）的情况下，ＭＦＲ是ＮＰｈａｒｄ；如果片断上洞
的个数超过一个，则ＭＳＲ是ＮＰｈａｒｄ；并且在这些
情况下，ＭＳＲ和ＭＦＲ问题都是ＡＰＸｈａｒｄ．在
ＤＮＡ片断数据中无洞的情况下，Ｌａｎｃｉａ等［４］证明了
ＭＦＲ和ＭＳＲ是多项式时间可解的．Ｂａｆｎａ等［５］对
这些问题进行了深入的研究，对于犿个ＤＮＡ片断，
狀个ＳＮＰ位点的无空隙的ＳＮＰ矩阵的ＭＳＲ和
ＭＦＲ问题，提出了时间复杂度为犗（犿狀２）和
犗（犿２狀＋犿３）、空间复杂度为犗（犿狀＋狀２）和犗（犿狀＋
犿３）的多项式算法．

人有２４条不同的染色体，染色体的平均长度约
为１５０００００００个碱基①，ＳＮＰ的分布密度约为
０．１％［６７］，这样一条染色体上的ＳＮＰ位点数约为
１５００００．当从ｓｈｏｔｇｕｎ全基因组测序所得到的序列
数据推出个体的单体型时，能直接测序的片段长度
约为１０００个碱基，一个碱基大约被１０个不同的片
段覆盖，因此得到的片断数约为１５０００００（１５００００，
０００×１０／１０００）．在这种情况下，即使ＤＮＡ片断数
据无空隙，解决ＭＳＲ和ＭＦＲ的这些算法的时间
复杂度仍然太大，推断染色体一个区域的单体型时
情况也是如此．因而根据目前基因组测序的技术现
状，针对ＤＮＡ测序数据和个体单体型问题的特点
提出更高效的算法具有重要的现实意义．

３　无空隙片断数据的参数化算法
目前最流行的ＳＮＰ探测方法是ＤＮＡ直接测

序［８９］，这种方法４８ｈ可分析近百万个碱基对，杂合
的ＳＮＰｓ探测率达９５％以上，ＳＮＰ联盟（ＳＮＰＣｏｎ
ｓｏｒｔｉｕｍ）用这种方法测得了上百万ＳＮＰｓ［６，９］．当前
ＤＮＡ测序的主导方法是Ｓａｎｇｅｒ双脱氧链终止
法［１０］．采用Ｓａｎｇｅｒ双脱氧链终止法测序，一次能测
定的ＤＮＡ序列的长度仅为８００～１２００个碱基．各
大测序中心使用的第三代测序仪如ＭａｇｅＢＡＣＥ等
可测片断长度约为１０００碱基②，而ＳＮＰｓ的平均分
布密度约为１／１０００［６７］，虽然ＳＮＰｓ在整个染色体上
的分布很不均匀，从已有的数据来看，一个长度
１０００ｂｐ的片断上的ＳＮＰ位点是极其有限的，通常
在１０个以内［１１１２］．

另外出于测序的时间和代价的考虑，基因组测
序的ＤＮＡ片断对ＳＮＰ位点的覆盖度（覆盖一个
ＳＮＰ位点的片段数）是有限的．在目前的ｓｈｏｔｇｕｎ
实验测序中，覆盖度约为１０［１３］．当需要测定某个体
在一条染色体上的单体型时，覆盖一个ＳＮＰ位点的
ＤＮＡ片断数远小于ｓｈｏｔｇｕｎ法测得的片断总数．因
此，在ＤＮＡ测序实验中，一个片断覆盖的ＳＮＰ位
点数（小于１０）和覆盖一个ＳＮＰ位点的片断数（约
为１０）与通常要探测的ＳＮＰ位点数（狀）及ＤＮＡ片
断总数（犿）相比，均是很小的数．

基于以上事实，我们提出以下参数化条件．
定义５．　（犽１，犽２）参数化条件：犽１，犽２是正整

数，（犽１，犽２）参数化条件定义为片段覆盖的ＳＮＰ位
点数不超过犽１，覆盖任意ＳＮＰ位点的片段数不超过
犽２．对一个无空隙的ＳＮＰ矩阵犕而言，（犽１，犽２）参
数化条件等价为矩阵犕的每一行最多只有一块连
续非‘’字符序列，该字符序列长度不超过犽１个；矩
阵犕每一列最多有犽２个行的取值为非‘’字符．

下面本文深入研究无空隙的ＳＮＰ矩阵犕的
ＭＳＲ和ＭＦＲ算法．对于任意无空隙的ＳＮＰ矩阵
犕，很容易得出它的（犽１，犽２）参数值，因此为了行文
简洁，除了特别声明外，以下的ＳＮＰ矩阵都是指满
足（犽１，犽２）参数化条件的无空隙ＳＮＰ矩阵．

首先对ＭＳＲ问题和ＭＦＲ问题参数化．
问题３．　Ｐ＿ＭＳＲ（ＰａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄＭｉｎｉｍｕｍ

ＳＮＰＲｅｍｏｖａｌ）．给定一个ＳＮＰ矩阵犕，满足（犽１，
犽２）参数化条件，Ｐ＿ＭＳＲ问题是要求删除最少的列，
也就是保留最多的列使犕可行．
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问题４．　Ｐ＿ＭＦＲ（ＰａｒａｍｅｔｅｒｉｚｅｄＭｉｎｉｍｕｍ
ＦｒａｇｍｅｎｔＲｅｍｏｖａｌ）．给定一个ＳＮＰ矩阵犕，满足
（犽１，犽２）参数化条件，Ｐ＿ＭＦＲ问题是要求删除最少
的行，也就是保留最多的行使犕可行．

本文中，一个ＳＮＰ矩阵犕的Ｐ＿ＭＳＲ解指的是
使犕可行能保留下来的最多的列数，用Ｐ＿ＭＳＲ（犕）
来表示；一个ＳＮＰ矩阵犕的Ｐ＿ＭＦＲ解指的是使
犕可行能保留下的最多的行数，用Ｐ＿ＭＦＲ（犕）来
表示．

函数犾犲犳狋和狉犻犵犺狋分别用来表示犕中的行覆
盖的最左边和最右边的列号，即行犻覆盖的最左边
的列是犾犲犳狋（犻），覆盖的最右边的列是狉犻犵犺狋（犻）．犕的
前犻行构成的ＳＮＰ矩阵记作犕（犻，：）．

在求解问题３和问题４时，先对ＳＮＰ矩阵犕
进行如下预处理：

１．排序．调整犕中各行的次序，使各行按其犾犲犳狋值进
行非降序排列．同时对于任意列犼，计算出覆盖该列的行的
序号的有序集，记作狉狅狑狊犲狋（犼）．

对于一个满足（犽１，犽２）参数化条件的ＳＮＰ矩阵犕，排
序后如图３所示．

２．去掉冗余列．对犕的每一列犼，如果狉狅狑狊犲狋（犼）中的
所有行在该列的取值中没有出现‘Ａ’或没有出现‘Ｂ’，那么
该列就是冗余列，标记该列．最后去掉所有标记的列，调整剩
下列的序号，修改对应行的犾犲犳狋和狉犻犵犺狋函数值．

３．去掉冗余行：对犕的每一行犻，如果该行在剩下的列
上的取值均为空，则该列就是冗余行，标记该行．最后去掉所
有标记的行，修改受影响的列的狉狅狑狊犲狋集．

图３　预处理后的ＳＮＰ矩阵示意图
令犕采用如下数据结构；对每一行犻，记下该

行覆盖的最左边和最右边的列号，即犾犲犳狋（犻）和
狉犻犵犺狋（犻），记录该行从列犾犲犳狋（犻）到列狉犻犵犺狋（犻）的各
列上的值．

预处理时间复杂度分析：排序所需的时间为
犗（犿ｌｏｇ犿），对排好序的行扫描一遍可得到各列的
狉狅狑狊犲狋有序集，这样步１所需时间为犗（犿ｌｏｇ犿＋
犿犽１）；去掉冗余列所需时间为犗（狀犽２），修改犾犲犳狋和
狉犻犵犺狋值所需时间为犗（犿犽１），这样步２所需的时间
为犗（狀犽２＋犿犽１）；去掉冗余行所需时间为犗（犿犽１），
修改狉狅狑狊犲狋有序集所需时间为犗（狀犽２），这样步３所

需的时间为犗（犿犽１＋狀犽２）．所以整个预处理所需的
时间为犗（犿ｌｏｇ犿＋狀犽２＋犿犽１）．

定理２．　一个满足（犽１，犽２）参数化条件的ＳＮＰ
矩阵犕经过以上预处理后仍然满足（犽１，犽２）参数化
条件．

证明．　排序、去掉冗余列和冗余行的预处理显
然不会增加某一行覆盖的列数和覆盖某一列的
行数． 证毕．

定理３．　一个ＳＮＰ矩阵犕经过以上预处理后
得到的ＳＮＰ矩阵记作犕′，去掉的冗余列集和冗余
行集分别记作犡和犢，则犕的Ｐ＿ＭＳＲ解等于犕′的
Ｐ＿ＭＳＲ解与犡的列数之和，犕的Ｐ＿ＭＦＲ解等于
犕′的对应解与犢的行数之和．

证明．　首先证明犕的Ｐ＿ＭＳＲ解等于犕′的
Ｐ＿ＭＳＲ解与犡的列数之和．因为去掉的列在所有
的行上的取值只含有‘Ａ’或‘Ｂ’，所以犕的任意一
行均不会在去掉的列上和其它行冲突．令犛是犕′的
一些或全部列构成的集合，容易看出，如果保留犛中
的所有列可使犕′可行，那么保留犛∪犡中的所有列
也可使犕可行．由此可证犕的Ｐ＿ＭＳＲ解等于犕′
的Ｐ＿ＭＳＲ解与犡的列数之和．

同理犢中的行不会与其它任何行冲突，因此犕′
的Ｐ＿ＭＦＲ解中所保留下的行加上犢中的行所形成
的ＳＮＰ矩阵肯定是可行的，因此可以证明犕的
Ｐ＿ＭＦＲ解等于犕′的Ｐ＿ＭＦＲ解与犢的行数之和．

证毕．
从定理３可知，求解一个ＳＮＰ矩阵的Ｐ＿ＭＳＲ

和Ｐ＿ＭＦＲ解可以归结为求其预处理后的ＳＮＰ矩
阵的对应解．对于行列数为０的ＳＮＰ矩阵，易知其
Ｐ＿ＭＳＲ和Ｐ＿ＭＦＲ解均为０．为了叙述的简洁，下
面讨论的ＳＮＰ矩阵犕均指预处理后的ＳＮＰ矩阵，
该矩阵具有如下特点：行列数犿，狀＞０；任何一个列
总有一些行的值是‘Ａ’，还有一些行的值为‘Ｂ’；对
于行犻犼，有犾犲犳狋（犻）犾犲犳狋（犼）．
３．１　犘＿犕犛犚算法

由文献［４］的定理３可知一个无空隙的ＳＮＰ矩
阵犕是可行的当且仅当其任意两列均不冲突，因此
Ｐ＿ＭＳＲ问题等价于保留最多的列，使保留的列中
的任意两列均不冲突．

令犆是犕一个列的子集，如果犆中的列彼此
兼容，且犆中的列的最大列号为犼，则犆称为列犼的
兼容列集．对于列犼的任意兼容列集犆，容易看出保
留犆中的所有列可使犕可行．令犓（犼）表示列犼的
最大兼容列集．显然：

犓（１）＝｛１｝ （１）
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由文献［４］的引理２可知对于一个无空隙的
ＳＮＰ矩阵犕的任意３列犼１＜犼２＜犼３，如果犼１与犼２兼
容，犼２与犼３兼容，则一定有犼１与犼３兼容．因此对于任
意两列狉、犼：狉＜犼，如果列狉和犼兼容，则犓（狉）∪｛犼｝
一定是列犼的兼容列集，由此容易证明犓（犼）＝
｛犼｝∪ ｍａｘ

狉：１狉＜犼，列狉和犼兼容
犓（狉），其中对集合进行的ｍａｘ运

算是取元素最多的集合，即 ｍａｘ
狉：１狉＜犼，列狉和犼兼容

犓（狉）为满
足１狉＜犼且列狉和犼兼容的所有犓（狉）中的最大
集合，如果没有满足这些条件的犓（狉），则为空集，
下文也是如此．

对于列犼和它前面的列狉，下面判断列犼是否和
狉相容：

Ｃａｓｅ１．狉犼－犽１：因为犕满足（犽１，犽２）参数化
条件，所以犕的任一行覆盖的列数不会超过犽１，这
样就不可能存在着两行犻１、犻２：犻１≠犻２，犕犻１犼１，犕犻１犼２，
犕犻２犼１，犕犻２犼２均不为空值．根据定理１，列狉与犼兼容．

Ｃａｓｅ２．狉＞犼－犽１：因为犕经过了预处理，所以
任意一列上既有‘Ａ’又有‘Ｂ’．根据定理１，只需对
在列狉与犼上取值均非空的行进行观察，这些行的
个数不大于犽２．如果这些行在这两列上的取值只有
“ＡＡ”、“ＢＢ”两种类型，或只有“ＡＢ”、“ＢＡ”两种类
型，那么列狉与犼兼容；否则就不兼容．

令犃（犼）表示犓（１）到犓（犼）的最大值，如果犼＜
０，规定犃（犼）＝；令犗犓（犼）＝｛狉｜犼＞狉＞犼－犽１且列
狉与犼兼容｝．由上面的讨论，易知下面的公式成立：
犓（犼）＝｛犼｝∪ｍａｘ（犃（犼－犽１），ｍａｘ狉∈犗犓（犼）

（犓（狉）））（２）
由Ｐ＿ＭＳＲ问题的定义可知：
Ｐ＿ＭＳＲ（犕）＝ｍａｘ（｜犃（狀－犽１）｜，

｜犓（狀－犽１＋１）｜，…，｜犓（狀）｜）（３）
在式（１）～（３）的基础上，可得到求解无空隙

ＳＮＰ矩阵犕的Ｐ＿ＭＳＲ问题的动态规划算法，如
图４所示．

Ｐ＿ＭＳＲ算法
Ｉｎｐｕｔ：预处理后得到的无空隙ＳＮＰ矩阵犕，令其行数为犿，列

数为狀
Ｏｕｔｐｕｔ：犕的Ｐ＿ＭＳＲ解
１．扫描犕得到一行覆盖的最大列数犽１和覆盖一列的最大行
数犽２，犓（１）＝犃（１）＝｛１｝；　／／式（１）

２．ｆｏｒ犼＝２…狀ｄｏ／／根据式（２）递推
２．１．　ｉｆ犼犽１ｔｈｅｎ犓狆＝；

ｅｌｓｅ犓狆＝犃（犼－犽１）；
２．２．ｆｏｒ狉＝ｍａｘ（１，犼－犽１）…犼－１ｄｏ
２．２．１．　ｉｆ列狉与犼兼容ａｎｄ｜犓狆｜＜｜犓（狉）｜

ｔｈｅｎ犓狆＝犓（狉）；
２．３．犓（犼）＝｛犼｝∪犓狆；
３．ｉｆ狀犽１ｔｈｅｎ犓狆＝ｅｌｓｅ犓狆＝犃（狀－犽１）；
４．ｆｏｒ狉＝ｍａｘ（１，狀－犽１）…狀ｄｏ　／／式（３）
４．１．ｉｆ｜犓狆｜＜｜犓（狉）｜ｔｈｅｎ犓狆＝犓（狉）；
５．ｒｅｔｕｒｎ｜犓狆｜；

图４　Ｐ＿ＭＳＲ算法

定理４．　对于一个犿×狀满足（犽１，犽２）参数化
条件的无空隙ＳＮＰ矩阵犕，Ｐ＿ＭＳＲ算法是正确的，
加上预处理其时间复杂度为犗（狀犽１犽２＋犿ｌｏｇ犿＋
犿犽１），空间复杂度为犗（犿犽１＋狀犽１）．

证明．　Ｐ＿ＭＳＲ算法的正确性由式（１）～（３）
的正确性来保证，而式（１）～（３）的正确性在引入的
时候已经得到了证明．下面分析其复杂度．

时间复杂度分析．步１中扫描犕得到犽１和犽２
所需的时间为犗（犿犽１）；步２．２．１中判断列狉与犼是
否兼容所需时间为犗（犽２），步２．２．１最多执行狀犽１
次，由此可知步２的时间复杂度为犗（狀犽１犽２）；步３
的时间复杂度为犗（１）；步４的时间复杂度为犗（犽１）．
这样加上预处理的时间整个算法的时间复杂度为
犗（狀犽１犽２＋犿ｌｏｇ犿＋犿犽１）．

空间复杂度分析．ＳＮＰ矩阵所需的空间为
犗（犿犽１），计算犓（犼）只需要犃（犼－犽１），犓（犼－
犽１＋１），…，犓（犼－１）的值，因此犃和犓均可采用大
小为犽１的循环队列，需要的空间为犗（狀犽１），所以整
个算法的空间复杂度为犗（犿犽１＋狀犽１）．定理得证．

证毕．
３．２　犘＿犕犉犚算法

考虑犿×狀的ＳＮＰ矩阵犕的前犻行构成的矩
阵犕（犻，：），令犚为犕（犻，：）的行的子集，如果保留犚
中的所有行能使犕（犻，：）可行，那么犚就称为
犕（犻，：）的一个兼容行集．

如果犚是犕（犻，：）的一个兼容行集，则必定可
以把犚划分成两个子集犚１和犚２，使得划分在同一
子集的行彼此兼容．对于犚犼：犼＝１，２，找出具有以下
特性的行狉犼作其代表：（１）狉犼∈犚犼；（２）对于任意行
狉∈犚犼，有狉犻犵犺狋（狉）＜狉犻犵犺狋（狉犼），或者狉犻犵犺狋（狉）＝
狉犻犵犺狋（狉犼）且狉狉犼．在“狉犻犵犺狋（狉１）＜狉犻犵犺狋（狉２）”或
“狉犻犵犺狋（狉１）＝狉犻犵犺狋（狉２）且狉１＜狉２”的情况下，犚叫做
行狉１，狉２代表的犕（犻，：）的兼容行集；否则犚叫做行
狉２，狉１代表的犕（犻，：）的兼容行集．

划分得来的子集在极端情况下可能是空集，为
了上述概念的完整性，规定空集的代表行为０，而且
犾犲犳狋（０）＝－１，狉犻犵犺狋（０）＝－２，行０与所有其它行均
兼容．显然空集也应是犕（犻，：）的一个兼容行集，所
以进一步规定空集是行０，０代表的犕（犻，：）的兼容
行集．令犚（犱，犽，犻）表示以行犱，犽为代表的犕（犻，：）
的最大兼容行集．易知

犚（０，０，１）＝；犚（０，１，１）＝｛１｝ （４）
令犚（，犽，犻）表示所有满足狉犻犵犺狋（犱）＜

犾犲犳狋（犻＋１）的最大犚（犱，犽，犻），即犚（，犽，犻）＝
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ｍａｘ
犱：狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻＋１）

犚（犱，犽，犻）．令犚（，，犻）表示所有满
足狉犻犵犺狋（犽）＜犾犲犳狋（犻＋１）的最大犚（，犽，犻），即
犚（，，犻）＝ ｍａｘ

犽：狉犻犵犺狋（犽）＜犾犲犳狋（犻＋１）
犚（，犽，犻）．这样就有

犚（，０，１）＝；犚（，１，１）＝｛１｝；

犚（，，１）＝｛１｝，狉犻犵犺狋（１）＜犾犲犳狋（２）
，｛ 否则 （５）

为了使犚（，犽，犻）、犚（，，犻）在犻＝犿时有意
义，引入行犿＋１，规定犾犲犳狋（犿＋１）＝狀＋１．这样，根
据Ｐ＿ＭＦＲ的定义，显然有

Ｐ＿ＭＦＲ（犕）＝｜犚（，，犿）｜ （６）
即犚（，，犿）中的行数．

定理５．　对于一个预处理后的无空隙ＳＮＰ矩
阵犕，行犻＋１与犚（犱，犽，犻）中以行犱（或犽）为代表的
子集中所有行兼容当且仅当行犻＋１与行犱（或犽）
兼容．

证明．　如果行犻＋１与犚（犱，犽，犻）中以行犱（或
犽）为代表的子集中所有行兼容，那么显然行犻＋１与
行犱（或犽）兼容．

下面证明如果行犻＋１与行犱兼容，则行犻＋１
与犚（犱，犽，犻）中以行犱为代表的子集中所有行兼容：
对于犚（犱，犽，犻）中以行犱为代表的子集中任意一
行狉，必有狉犻犵犺狋（狉）狉犻犵犺狋（犱），且行狉与犱在列
ｍａｘ（犾犲犳狋（狉），犾犲犳狋（犱））到列狉犻犵犺狋（狉）中的任一列上
取值必定非空（无空隙），而且相等．由于犕是经过排
序的，且狉，犱犻＋１，所以ｍａｘ（犾犲犳狋（狉），犾犲犳狋（犱））
犾犲犳狋（犻＋１）．由于犕是无空隙的ＳＮＰ矩阵，且行犻＋
１与行犱兼容，所以行犻＋１与行犱在列犾犲犳狋（犻＋１）
到列ｍｉｎ（狉犻犵犺狋（犻＋１），狉犻犵犺狋（犱））中的任一列上取
值必定相等，而且非空．这样行犻＋１与行狉在列
犾犲犳狋（犻＋１）到列ｍｉｎ（狉犻犵犺狋（犻＋１），狉犻犵犺狋（狉））中的任
一列上取值必定相等，而在其它的列，总有一行在该
列的值为空，因此行犻＋１与行狉在任意列上均不冲
突，行犻＋１与行狉兼容．

同样可以证明如果行犻＋１与行犽兼容，则行
犻＋１与犚（犱，犽，犻）中以行犽为代表的子集中所有行
兼容．定理得证． 证毕．

为了行文简洁，满足下列２个条件的行犽的集
合记作犛犽（犻）：（１）犽犻；（２）狉犻犵犺狋（犽）犾犲犳狋（犻）．

满足下列４个条件的（犱，犽）的集合记作犛犱犽（犻）：
（１）犱，犽＜犻；
（２）狉犻犵犺狋（犱）犾犲犳狋（犻）；
（３）狉犻犵犺狋（犽）犾犲犳狋（犻）；
（４）“狉犻犵犺狋（犱）＜狉犻犵犺狋（犽）”或“狉犻犵犺狋（犱）＝

狉犻犵犺狋（犽）且犱＜犽”．
令犆（犻）＝｛狉｜狉∈犛犽（犻），且行狉与犻兼容｝．
下面讨论对于行犻：２犻犿，在犚（，，

犻－１）、所有的犚（，犽，犻－１）：犽∈犛犽（犻）和所有的
犚（犱，犽，犻－１）：（犱，犽）∈犛犱犽（犻）都已知的条件下，如何
求出犚（，，犻）、所有可能的犚（，犽，犻）（犽∈犽（犻＋
１））和所有的犚（犱，犽，犻）（（犱，犽）∈犛犱犽（犻＋１））．

首先对于所有的（犱，犽）∈犛犱犽（犻），计算犚（犱，犽，犻）：
犚（犱，犽，犻－１）显然是一个以行犱，犽为代表的

犕（犻，：）的兼容行集，而犕（犻，：）比犕（犻－１，：）多的
行只有行犻，易知犚（犱，犽，犻）比犚（犱，犽，犻－１）最多只
会增加一个元素，增加的元素只可能是行犻．在满足
“犻与犱兼容，狉犻犵犺狋（犻）＜狉犻犵犺狋（犱）”或“犻与犽兼容，
狉犻犵犺狋（犻）＜狉犻犵犺狋（犽）”的条件下，根据定理５，｛犻｝∪
犚（犱，犽，犻－１）显然是一个以行犱，犽为代表的犕（犻，：）
的兼容行集，所以有

犚（犱，犽，犻）＝｛犻｝∪犚（犱，犽，犻－１） （７）
否则，必定有

犚（犱，犽，犻）＝犚（犱，犽，犻－１） （８）
这是因为如下事实：条件“犻与犱兼容，狉犻犵犺狋（犻）

狉犻犵犺狋（犱）”得不到满足，则行犻如果划分到行犱代表
的子集中，那么或者犱所在的子集中的行不再相互
兼容，或者犱所在的子集的代表不再是犱而应该是
犻．而条件“犻与犽兼容，狉犻犵犺狋（犻）狉犻犵犺狋（犽）”得不到
满足，那么或者犽所在的子集中的行不再相互兼
容，或者犽所在的子集的代表不再是犽而应该是犻．
这两个条件都得不到满足，则行犻必定不能在以犱，
犽为代表的犕（犻，：）的兼容行集之中．

对于所有的狉∈犛犽（犻）：
如果狉犻犵犺狋（狉）狉犻犵犺狋（犻），有下面的公式成立

（证明见定理６）：
犚（狉，犻，犻）＝｛犻｝∪ｍａｘ（犚（，狉，犻－１），

ｍａｘ
犱：犱∈犆（犻），（犱，狉）∈犛犱犽（犻）

犚（犱，狉，犻－１），
ｍａｘ

犽：犽∈犆（犻），（狉，犽）∈犛犱犽（犻），狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）
犚（狉，犽，犻－１））

（９）
否则，即狉犻犵犺狋（狉）＞狉犻犵犺狋（犻），有下面的公式成立（证
明见定理６）：
犚（犻，狉，犻）＝｛犻｝∪ｍａｘ（犚（，狉，犻－１），

ｍａｘ
犱：犱∈犆（犻），（犱，狉）∈犛犱犽（犻），狉犻犵犺狋（犱）狉犻犵犺狋（犻）

犚（犱，狉，犻－１））
（１０）

对于所有的犽∈犛犽（犻），计算犚（，犽，犻）：
令犐表示 ｍａｘ

犱：狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻）
犚（犱，犽，犻），犐犱犽（犻）表示
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犛犱犽（犻）∪｛（犻，犽）｜犽∈犛犽（犻），狉犻犵犺狋（犽）＞狉犻犵犺狋（犻）｝．
根据犚（，犽，犻）的定义：

犚（，犽，犻）＝ｍａｘ（犐， ｍａｘ
犱：犾犲犳狋（犻）狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻＋１）

犚（犱，犽，犻））
＝ｍａｘ（犐， ｍａｘ

犱：（犱，犽）∈犐犱犽（犻），狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻＋１）
犚（犱，犽，犻））．

对于所有的犱犾犲犳狋（犻），如果犽与犻兼容且
狉犻犵犺狋（犽）＞狉犻犵犺狋（犻），有
　犚（犱，犽，犻）＝犚（犱，犽，犻－１）∪｛犻｝（理由与式（７）相同），
犐＝ ｍａｘ

犱：狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻）
犚（犱，犽，犻－１）∪｛犻｝

＝｛犻｝∪犚（，犽，犻－１）；
否则有
犚（犱，犽，犻）＝犚（犱，犽，犻－１）（理由与式（８）相同），
犐＝ ｍａｘ

犱：狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻）
犚（犱，犽，犻－１）＝犚（，犽，犻－１）．

因此有下面公式成立：
如果犽与犻兼容且狉犻犵犺狋（犽）＞狉犻犵犺狋（犻）：

　犚（，犽，犻）＝ｍａｘ（犚（，犽，犻－１）∪｛犻｝，
ｍａｘ

犱：（犱，犽）∈犐犱犽（犻），狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻＋１）
犚（犱，犽，犻））

（１１）
否则，必定有

　犚（，犽，犻）＝ｍａｘ（犚（，犽，犻－１），

ｍａｘ
犱：（犱，犽）∈犐犱犽（犻），狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻＋１）

犚（犱，犽，犻））
（１２）

最后计算犚（，犻，犻）和犚（，，犻）（证明见定
理６）：
犚（，犻，犻）＝ｍａｘ（｛犻｝∪犚（，，犻－１），

｛犻｝∪ ｍａｘ
犽：犽∈犆（犻），狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）

犚（，犽，犻－１），
ｍａｘ

犱：犱∈犛犽（犻），狉犻犵犺狋（犱）狉犻犵犺狋（犻），狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻＋１）
犚（犱，犻，犻））

（１３）
　犚（，，犻）＝ｍａｘ（犚（，，犻－１），

ｍａｘ
犽：犽∈犛犽（犻）∪｛犻｝，狉犻犵犺狋（犽）＜犾犲犳狋（犻＋１）

犚（，犽，犻））
（１４）

由于犛犽（犻＋１）与犛犽（犻）的差集或者是空或者是
｛犻｝，犛犱犽（犻＋１）与犛犱犽（犻）的差集最多是｛（犱，犻）｜犱∈
犛犽（犻），狉犻犵犺狋（犱）狉犻犵犺狋（犻）｝∪｛（犻，犽）｜犽∈犛犽（犻），
狉犻犵犺狋（犻）狉犻犵犺狋（犽）｝，所以通过式（７）～（１４）可以求
出犚（，，犻）、所有可能的犚（，犽，犻）（犽∈犛犽（犻＋
１））和所有的犚（犱，犽，犻）（（犱，犽）∈犛犱犽（犻＋１））．

根据式（４）～（１４），可得出下面的Ｐ＿ＭＦＲ动态
规划算法，如图５所示．

Ｐ＿ＭＦＲ算法
Ｉｎｐｕｔ：预处理后的无空隙ＳＮＰ矩阵犕，令其行数为犿，列数为狀
Ｏｕｔｐｕｔ：犕的Ｐ＿ＭＦＲ的解
１．犚（０，０，１）＝，犚（０，１，１）＝｛１｝，犚（，０，１）＝；犚（，１，１）＝｛１｝；　／／式（４），（５）
２．ｉｆ狉犻犵犺狋（１）＜犾犲犳狋（２）ｔｈｅｎ犚（，，１）＝｛１｝；ｅｌｓｅ犚（，，１）＝；／／式（５）
３．ｆｏｒ犻＝２…犿ｄｏ
３．１．　ｆｏｒｅａｃｈ犽∈犛犽（犻）ｄｏ
３．１．１．　ｉｆ狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）ｔｈｅｎ犚（犽，犻，犻）＝｛犻｝∪犚（，犽，犻－１）； ／／用式（９）初始化

ｅｌｓｅ犚（犻，犽，犻）＝｛犻｝∪犚（，犽，犻－１）； ／／用式（１０）初始化
３．１．２．　犚（，犽，犻）＝犚（，犽，犻－１）； ／／用式（１２）初始化
３．１．３．　ｉｆ行犽与犻兼容ｔｈｅｎ犆（犽）＝１；ｅｌｓｅ犆（犽）＝０；
３．２．　犚（，犻，犻）＝｛犻｝∪犚（，，犻－１），犚（，，犻）＝犚（，，犻－１）； ／／用式（１３）、（１４）初始化
３．３．　ｆｏｒｅａｃｈ（犱，犽）∈犛犱犽（犻）ｄｏ
３．３．１．　ｉｆ（犆（犱）＝１，狉犻犵犺狋（犻）＜狉犻犵犺狋（犱））ｏｒ（犆（犽）＝１，狉犻犵犺狋（犻）＜狉犻犵犺狋（犽））ｔｈｅｎ犚（犱，犽，犻）＝｛犻｝∪犚（犱，犽，犻－１）；／／式（７）

ｅｌｓｅ犚（犱，犽，犻）＝犚（犱，犽，犻－１）； ／／式（８）
３．３．２．　ｉｆ犆（犱）＝１，狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）ｔｈｅｎ犚（犽，犻，犻）＝ｍａｘ（犚（犽，犻，犻），｛犻｝∪犚（犱，犽，犻－１））； ／／式（９）
３．３．３．　ｉｆ犆（犽）＝１，狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）ｔｈｅｎ犚（犱，犻，犻）＝ｍａｘ（犚（犱，犻，犻），｛犻｝∪犚（犱，犽，犻－１））； ／／式（９）
３．３．４．　ｉｆ犆（犱）＝１，狉犻犵犺狋（犱）狉犻犵犺狋（犻）＜狉犻犵犺狋（犽）ｔｈｅｎ犚（犻，犽，犻）＝ｍａｘ（犚（犻，犽，犻），｛犻｝∪犚（犱，犽，犻－１））； ／／式（１０）
３．４．　ｆｏｒｅａｃｈ犽∈犛犽（犻）ｄｏ
３．４．１．　ｉｆ犆（犽）＝１，狉犻犵犺狋（犽）＞狉犻犵犺狋（犻）ｔｈｅｎ犚（，犽，犻）＝｛犻｝∪犚（，犽，犻－１）； ／／式（１１）
３．４．２．　ｉｆ犆（犽）＝１，狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）ｔｈｅｎ犚（，犻，犻）＝ｍａｘ（犚（，犻，犻），｛犻｝∪犚（，犽，犻－１））； ／／式（１３）
３．５．　ｆｏｒｅａｃｈ（犱，犽）∈犛犱犽（犻）ｄｏ
３．５．１．　ｉｆ狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻＋１）ｔｈｅｎ犚（，犽，犻）＝ｍａｘ（犚（，犽，犻），犚（犱，犽，犻））； ／／式（１１），（１２）
３．６．　ｆｏｒｅａｃｈ狉∈犛犽（犻）ｄｏ
３．６．１．　ｉｆ狉犻犵犺狋（犻）＜狉犻犵犺狋（狉），狉犻犵犺狋（犻）＜犾犲犳狋（犻＋１）ｔｈｅｎ

犚（，狉，犻）＝ｍａｘ（犚（，狉，犻），犚（犻，狉，犻））； ／／式（１１），（１２）
３．６．２．　ｉｆ狉犻犵犺狋（狉）狉犻犵犺狋（犻），狉犻犵犺狋（狉）＜犾犲犳狋（犻＋１）ｔｈｅｎ犚（，犻，犻）＝ｍａｘ（犚（，犻，犻），犚（狉，犻，犻））； ／／式（１３）
３．７．　ｆｏｒｅａｃｈ犽∈犛犽（犻）∪｛犻｝ｄｏ
３．７．１．　ｉｆ狉犻犵犺狋（犽）＜犾犲犳狋（犻＋１）ｔｈｅｎ犚（，，犻）＝ｍａｘ（犚（，，犻），犚（，犽，犻））； ／／式（１４）
４．ｒｅｔｕｒｎ｜犚（，，犿）｜； ／／式（６）

图５　Ｐ＿ＭＦＲ算法

定理６．　对于一个预处理后满足（犽１，犽２）参数
化条件的无空隙犿×狀ＳＮＰ矩阵犕，Ｐ＿ＭＦＲ算法是

正确的，加上预处理，其时间复杂度为犗（犿犽２２＋
犿犽１犽２＋犿ｌｏｇ犿＋狀犽２），空间复杂度为犗（犿犽１＋犿犽２２）．
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证明．　Ｐ＿ＭＦＲ算法的正确性取决于式（４）～
（１４）的正确性．式（４）～（８）、（１１）和（１２）的证明在公
式的引入时已经给出，下面证明其它公式．

在式（９）中，显然只有当狉犻犵犺狋（狉）狉犻犵犺狋（犻）时，
犚（狉，犻，犻）才会有意义．令

犐１表示犚（，狉，犻－１），
犐２表示 ｍａｘ

犱：犱∈犆（犻），（犱，狉）∈犛犱犽（犻）
犚（犱，狉，犻－１），

犐３表示 ｍａｘ
犽：犽∈犆（犻），（狉，犽）∈犛犱犽（犻），狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）

犚（狉，犽，犻－１）．
首先证明｛犻｝∪犐１，｛犻｝∪犐２，｛犻｝∪犐２都是以狉，犻

为代表的犕（：，犻）的兼容行集．
根据定义，犐１即犚（，狉，犻－１）存在着一个划

分，使得划分在同一个子集中的行彼此兼容，且其中
一个子集的代表是行狉，另一个子集的代表为行犱
且狉犻犵犺狋（犱）犾犲犳狋（犻）．显然行犻与行犱没有共同覆
盖的列，所以行犻与犱兼容，进而根据定理５，行犻与
犱所代表的子集中的所有行均兼容．

这样行犻加入到犱所在的子集后，行犻将取代犱
作为该子集的代表，这样｛犻｝∪犐１就是一个以狉，犻为
代表的犕（：，犻）的兼容行集．

对于任意（犱，狉）∈犛犱犽（犻），同样存在着犚（犱，狉，
犻－１）的一个划分，使得划分在同一个子集中的行彼
此兼容，且其中一个子集的代表行是狉，另一个子集
的代表为行犱．如果犱∈犆（犻），即行犻与犱兼容，那么
根据定理５，行犻与犱所代表的子集中的所有行均
兼容．行犻加入到犱所在的子集后，由于狉犻犵犺狋（犱）
狉犻犵犺狋（狉）狉犻犵犺狋（犻），行犻将取代犱作为该子集的代
表，显然｛犻｝∪犚（犱，狉，犻－１）是一个以狉，犻为代表的
犕（：，犻）的兼容行集，因此｛犻｝∪犐２也是．

同理，对于任意（狉，犽）∈犛犱犽（犻），犚（狉，犽，犻－１）存
在着一个划分，使得划分到同一个子集中的行彼此
兼容，且其中一个子集的代表是行狉，另一个为犽．如
果犽∈犆（犻），即行犻与犽兼容，根据定理５，行犻与犽
代表的子集中的所有行均兼容．行犻加入到犽所在
的子集后，如果狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻），行犻将取代犽
作为该子集的代表行，这样｛犻｝∪犚（狉，犽，犻－１）就是
一个以狉，犻为代表的犕（：，犻）的兼容行集，因此｛犻｝∪
犐３也是．

现在证明｛犻｝∪ｍａｘ（犐１，犐２，犐２）是一个以狉，犻为
代表的犕（：，犻）的最大兼容行集．

采用反证法，假设｛犻｝∪ｍａｘ（犐１，犐２，犐３）不是
犕（：，犻）的一个以狉，犻为代表的最大兼容行集，这就
是说犚（狉，犻，犻）中的行数比｛犻｝∪犐１、｛犻｝∪犐２和｛犻｝∪
犐３中的行数都要多．根据定义，犚（狉，犻，犻）中的行可以

划分成两个子集，同一个子集的行互相兼容，且这两
个子集中的行的代表分别是狉，犻．令犻所在的子集去
掉行犻后的代表行为犾，显然犾与犻兼容．

如果狉犻犵犺狋（犾）犾犲犳狋（犻），则犚（狉，犻，犻）去掉行犻
后得到的行集犚（狉，犻，犻）－｛犻｝是以犾，狉为代表的
犕（：，犻－１）的一个兼容行集，如果假设成立，则
犚（狉，犻，犻）－｛犻｝比犐１大，这与犚（，狉，犻－１）的定义
矛盾．

如果狉犻犵犺狋（犾）犾犲犳狋（犻），那么或者（犾，狉）∈
犛犱犽（犻）或者（狉，犾）∈犛犱犽（犻）（因为狉∈犛犽（犻））．如果
（犾，狉）∈犛犱犽（犻），则犚（狉，犻，犻）－｛犻｝是以犾，狉为代表的
犕（：，犻－１）的一个兼容行集．如果假设成立，则
犚（狉，犻，犻）－｛犻｝比犐２大，这与犚（犾，狉，犻－１）的定义矛
盾；如果（狉，犾）∈犛犱犽（犻），则犚（狉，犻，犻）－｛犻｝是以狉，犾为
代表的犕（：，犻－１）的一个兼容行集．如果假设成立，
则犚（狉，犻，犻）－｛犻｝比犐３大，这与犚（狉，犾，犻－１）的定义
矛盾．

由此式（９）对于所有满足狉犻犵犺狋（狉）狉犻犵犺狋（犻）的
（狉，犻）都成立，用同样的方法可以证明式（１０）成立．

式（１３）的证明：
令犐１表示 ｍａｘ

犱：狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻）
犚（犱，犻，犻），

犐２表示 ｍａｘ
犱：犱∈犛犽（犻），狉犻犵犺狋（犱）狉犻犵犺狋（犻），狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻＋１）

犚（犱，犻，犻）．
根据定义，犚（，，犻，犻）＝ｍａｘ（犐１，犐２），这样证明

式（１３）只需证明犐１＝ｍａｘ（｛犻｝∪犚（，，犻－１），
｛犻｝∪ ｍａｘ

犽：犽∈犆（犻），狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）
犚（，犽，犻－１））＝｛犻｝∪

ｍａｘ（犚（，，犻－１）， ｍａｘ
犽：犽∈犆（犻），狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）

犚（，犽，
犻－１））．

对于满足条件“狉犻犵犺狋（犱）犾犲犳狋（犻）”的任意犱，
用证明式（９）的方法可以证明下式成立：犚（犱，犻，犻）＝
｛犻｝∪ｍａｘ（犚（，犱，犻－１）， ｍａｘ

犽：犽∈犆（犻），狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）
犚（犱，犽，

犻－１）），因此
犐１＝｛犻｝∪ｍａｘ（ｍａｘ

犱：狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻）
犚（，犱，犻－１），

ｍａｘ
犽：犽∈犆（犻），狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）

（ｍａｘ
犱：狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻）

犚（犱，犽，犻－１）））
＝｛犻｝∪ｍａｘ（犚（，，犻－１），

ｍａｘ
犽：犽∈犆（犻），狉犻犵犺狋（犽）狉犻犵犺狋（犻）

犚（，犽，犻－１））．
式（１３）成立．
式（１４）的证明：
令犐１代表 ｍａｘ

犽：狉犻犵犺狋（犽）＜犾犲犳狋（犻）
犚（，犽，犻），

犐２代表 ｍａｘ
犽：犽∈犛犽（犻）∪｛犻｝，狉犻犵犺狋（犽）＜犾犲犳狋（犻＋１）

犚（，犽，犻）．
根据定义，犚（，，犻）＝ｍａｘ（犐１，犐２）．对于满足

狉犻犵犺狋（犽）犾犲犳狋（犻）的任意犚（犱，犽，犻）而言，有
狉犻犵犺狋（犱）狉犻犵犺狋（犽）犾犲犳狋（犻），因此有犚（犱，犽，犻）＝
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犚（犱，犽，犻－１）（理由同式（８）），所以
　犐１＝ ｍａｘ

犽：狉犻犵犺狋（犽）＜犾犲犳狋（犻）
（ｍａｘ
犱：狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻）

犚（犱，犽，犻））
＝ ｍａｘ
犽：狉犻犵犺狋（犽）＜犾犲犳狋（犻）

（ｍａｘ
犱：狉犻犵犺狋（犱）＜犾犲犳狋（犻）

犚（犱，犽，犻－１））
＝ ｍａｘ
犽：狉犻犵犺狋（犽）＜犾犲犳狋（犻）

犚（，犽，犻－１）＝犚（，，犻－１）．
式（１４）成立．
算法的时间复杂度：算法的主体部分是步３．由

于犕经过了预处理，那么犽犻意味着犾犲犳狋（犽）
犾犲犳狋（犻），这时如果还有狉犻犵犺狋（犽）犾犲犳狋（犻），则可以
肯定行犽覆盖列犾犲犳狋（犻），所以犛犽（犻）中的元素个数
｜犛犽（犻）｜不会超过覆盖列犾犲犳狋（犻）的行数．由于犕满
足（犽１，犽２）参数化条件，所以｜犛犽（犻）｜犽２．这样步
３．１循环不超过（犿－１）犽２次，在步３．１．３中，判断两
行是否兼容只需检查两行在它们共同覆盖的列上是
否冲突，步３．１．３执行一次所需时间为犗（犽１），所以
步３．１所需时间为犗（犿犽１犽２）；可以看出犛犱犽（犻）中的
元组个数不会超过犽２２，所以步３．３和步３．５循环不
超过（犿－１）犽２２次，所需时间为犗（犿犽２２）；剩下的步
３．４、步３．６和步３．７所需时间为犗（犿犽１）．因此加上
预处理，整个算法的时间复杂度为犗（犿犽２２＋犿犽１犽２＋
犿ｌｏｇ犿＋狀犽２）．

算法的空间复杂度：ＳＮＰ矩阵所需的空间为
犗（犿犽１），记录所有的犚（犱，犽，犻）需要的空间犗（犿犽２２）
（只需记录相邻的两组犚值，即犻－１和犻），所以
算法的空间复杂度为犗（犿犽１＋犿犽２２）．定理得证．

证毕．

４　实验结果
我们用Ｃ＋＋语言实现了ＭＦＲ（从文献［１４］作

者的源程序Ｆａｓｔｈａｒｅ中移植过来）、ＭＳＲ、Ｐ＿ＭＦＲ

和Ｐ＿ＭＳＲ算法（源程序可通过Ｅｍａｉｌ向本文作者
索取），在一台Ｌｉｎｕｘ服务器（４个ＩｎｔｅｌＸｅｏｎ
３．６ＧＨｚＣＰＵ，４ＧＢＲＡＭ）上对ＭＳＲ和Ｐ＿ＭＳＲ、
ＭＦＲ和Ｐ＿ＭＦＲ算法的运行时间（Ｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅ）
和单体型重建率（Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒａｔｅ）进行了比较．
单体型重建率指的是算法重建出的单体型中正确的
ＳＮＰ位点数与总的ＳＮＰ位点数的比值［１５］．

实验中的单体型采用２种方式得到，第１种与
文献［１５］相同，采用来自公开数据库的真实的单体
型，本文实验采用的真实单体型数据来自于国际人
类基因组单体型图计划［１６］２００６年７月发布的数据
文件ｇｅｎｏｔｙｐｅｓ＿ｃｈｒ１＿ＣＥＵ＿ｒ２１＿ｎｒ＿ｆｗｄ＿ｐｈａｓｅｄ．
ｇｚ①，该文件中包含了ＣＥＰＨ样本（祖籍是北欧或西
欧的美国犹他州人）中６０个个体的单体型，每个单
体型有ＳＮＰ位点１９３３３３个，本文实验随机选择一
个个体指定长度的一对单体型．第２种与文献［８，
１４，１７］一样用计算机模拟生成，即首先随机生成指
定长度的单体型，根据指定的两个单体型的差异率
来随机生成另一个单体型，本文采用差异率与文献
［１４］一样，为２０％．

由于原始的ＤＮＡ片段测序数据很难得到，在
得到一对单体型的基础上，上述文献均根据指定的
参数利用计算机来随机生成片段数据集．实验室中，
Ｓａｎｇｅｒ双脱氧链终止法的ＤＮＡ测序误差约为
１％［１８］，片段的覆盖度约为１０［１３］．为了使模拟生成
的片段数据能很好地反映真实情况，与文献［１４］一
样，本文采用著名的ｓｈｏｔｇｕｎ测序模拟数据生成器
Ｃｅｌｓｉｍ［１９］．下面的实验采用的测序误差为１％，单体
型长度，即ＳＮＰ位点数，在一个区间内变化，生成片
段的最小长度为３，片段的最大长度和覆盖度在没
有特别说明的情况下分别为７和１０，生成的片段数

图６　ＳＮＰ矩阵的列数变化时Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ的性能对比
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则按（单体型长度×片段覆盖度／片段平均长度）设
置．模拟数据生成器的详细情况请参照文献［１４，１９］．

图６～图１１的每一个点均为１００次重复测试
的平均值．下面各图中，图（ａ）均为在真实单体型数
据上的实验结果，图（ｂ）均为在模拟的单体型数据

上的实验结果．因为在模拟的单体型数据上的实验
结果与在真实单体型数据上的实验结果基本相同，
所以下面主要讨论在真实单体型数据上的实验结
果．每个子图中，左边的犢轴表示算法的重构精度，
右边的犢轴表示算法的运行时间．

图７　ＳＮＰ矩阵的列数变化时Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ的性能对比

图８　片段最大长度变化时Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ算法性能对比

图９　片段最大长度变化时Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ算法性能对比
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图１０　片段覆盖度变化时Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ的性能对比

图１１　片段覆盖度变化时Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ的性能对比

　　图６和图７显示算法性能随ＳＮＰ位点数（对应
ＳＮＰ矩阵的列数）变化的情况．图６（ａ）中，当位点数
为５００时，Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ算法的单体型重构率分
别是８４．６２％和８４．５４％，运行时间为０．０００１ｓ和
０．１９１ｓ；当位点数增加到３５００时，Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ
算法的单体型重构率分别是８２．７６％和８３．１８％，运
行时间分别是０．００４ｓ和６３．８２ｓ．

图７（ａ）中，当位点数为８０时，Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ
算法的单体型重构率分别是９１．４０％和９１．５５％，运
行时间分别是０．００９ｓ和０．６７ｓ；当位点数增加到
２６０时，Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ算法的单体型重构率分别
是８８．６８％和８８．１０％，运行时间分别是０．０５５ｓ和
１４６．０５ｓ．

从图６和图７可以看出，随着ＳＮＰ位点数的增
加，算法的单体型重构精度有下降趋势；ＭＦＲ和
ＭＳＲ运行时间显著增长，这是因为当ＳＮＰ位点数
增加，覆盖度不变时，片断数也随着增加，所以ＭＦＲ
和ＭＳＲ运行时间的增长速度是位点数增长速度的
３次方，而Ｐ＿ＭＦＲ和Ｐ＿ＭＳＲ的时间则基本成线性
增长．

在片段数和其它参数保持不变的条件下，图８
和图９通过改变片段的最大长度和ＳＮＰ位点数来
比较各算法的性能．图８的片段数保持４０００不变．
图８（ａ）中，在片段最大长度为６、ＳＮＰ位点数为
１８００时，Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ算法的单体型重构率分别
是８４．６％和８４．７％，运行时间分别是０．００１ｓ和
９．５ｓ；当片段最大长度为９、ＳＮＰ位点数为２４００时，
Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ算法的单体型重构率分别是
８３．２％和８３．１％，运行时间分别是０．００１ｓ和
１６．６ｓ．

图９的片段数保持３００不变．图９（ａ）中，在片
段最大长度为６、ＳＮＰ位点数为１３５时，Ｐ＿ＭＦＲ和
ＭＦＲ算法的单体型重构率分别是８９．５３％和
８９．１９％，运行时间分别是０．０１９ｓ和９．４７ｓ；当片段
最大长度为９、ＳＮＰ位点数为１８０时，Ｐ＿ＭＦＲ和
ＭＦＲ算法的单体型重构率分别是９１．１７％和
９０．１９％，运行时间分别是０．０２５ｓ和１０．４６ｓ．

图８和图９的实验结果说明，当片段的最大长
度和ＳＮＰ位点数增加而片断数不变时，就单体型重
构精度而言，Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ算法有下降趋势，
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Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ算法有上升趋势；就运行时间而
言，ＭＦＲ、Ｐ＿ＭＦＲ及Ｐ＿ＭＳＲ的时间变化不大，而
ＭＳＲ有较大的变化，这是因为从时间复杂度理论分
析上看，ＭＳＲ的运行时间应与位点数狀的２次方成
正比，而其他算法应与位点数狀或片段的最大长度
犽１成正比．

图１０和图１１则是在ＳＮＰ位点数和其它参数
保持不变的条件下，通过改变片段的覆盖度来改变
片段数，从而比较各算法的性能．在图１０（ａ）中，
ＳＮＰ位点数保持１０００不变．当片断覆盖度为１０，片
段数为２０００时，Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ算法的单体型重
构率分别是８４．６７％和８４．８６％，运行时间为
０．００１ｓ和１．４４ｓ；当片断覆盖度增加到４０，片段数为
８０００时，Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ算法的单体型重构率分别
是４６．５５％和４６．９６％，运行时间分别是０．００４ｓ和
１６．１７ｓ．

在图１１（ａ）中，ＳＮＰ位点数保持１００不变．当片
断覆盖度为１０、片段数为２００时，Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ
算法的单体型重构率分别是９２．７２％和９２．３８％，运
行时间分别为０．０１ｓ和１．５０ｓ；当片断覆盖度增加到
４０、片段数为８００时，Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ算法的单体
型重构率分别是９６．１０％和９６．１３％，运行时间分别
是０．９９ｓ和８９７．１４ｓ．

图１０和图１１的实验结果说明，当位点数保持
不变的条件下，片段覆盖度增加，片段数增加，ＳＮＰ
位点的最大覆盖度（犽２）也会随之增加，就单体型重
构精度而言，Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ算法性能显著下降，
Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ算法性能上升；就运行时间而言，
Ｐ＿ＭＳＲ及Ｐ＿ＭＦＲ的时间变化不大，ＭＳＲ基本上
呈线性变化，但ＭＦＲ的运行时间显著上升．这次实
验结果也说明了算法实际运行时间与其时间复杂度
理论分析是吻合的（ＭＦＲ的运行时间与片段数犿
的３次方成正比，ＭＳＲ和Ｐ＿ＭＳＲ只与片段数犿或
最大覆盖度犽２成正比，而Ｐ＿ＭＦＲ与最大覆盖度犽２
的平方成正比，但由于犽２的值比片段数小得多，所
以Ｐ＿ＭＦＲ所需的时间仍然很小）．

上述实验结果表明，无论是对于真实的单体型数
据还是模拟的单体型数据，Ｐ＿ＭＦＲ（或Ｐ＿ＭＳＲ）在
运算速度上明显优于ＭＦＲ（或ＭＳＲ）；在单体型重
构率上，Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ（或Ｐ＿ＭＳＲ和ＭＳＲ）没有
实质的差别，这是因为Ｐ＿ＭＦＲ和ＭＦＲ（或Ｐ＿ＭＳＲ
和ＭＳＲ）都是精确算法，即对于保留的行数（或列
数）而言，它们的结果是完全相等的，尽管在保留的
具体行（或列）上可能存在随机性，算法的单体型重
构精度不完全耦合，但是总体上来说没有优劣之分．

５　结论和展望
同一物种不同个体的遗传差别来自于单核苷酸

多态性，对单体型的识别对遗传病相关基因的定位、
药物的设计有很重要的作用，是身份识别和亲子鉴
定的有效手段．本文根据基因组测序中能直接测序
ＤＮＡ片断长度的最大长度、覆盖同一ＳＮＰ位点的
最大片断数与测序区域的总长度、测序得到的总片
断数相比，他们均很小的特点，对个体单体型问题进
行了参数化．当ＤＮＡ片断数为犿，每个片段覆盖的
ＳＮＰ位点数不超过犽１，测序区域的ＳＮＰ位点数为
狀，覆盖同一ＳＮＰ位点的片段数不超过犽２的情况下，
本文提出的算法使求解无空隙的ＭＳＲ和ＭＦＲ问
题的时间复杂度分别降低到犗（狀犽１犽２＋犿ｌｏｇ犿＋
犿犽１）和犗（犿犽２２＋犿犽１犽２＋犿ｌｏｇ犿＋狀犽２），和文献［５］
中的时间复杂度为犗（犿狀２）和犗（犿２狀＋犿３）的算法
相比，效率提高了很多，具有很好的可扩展性和较高
的实用价值．对于有空隙的ＳＮＰ矩阵的个体单体型
ＭＳＲ和ＭＦＲ问题及个体单体型问题的其他计算
模型，绝大部分被证明是ＮＰ难的，求解这些问题的
现有算法都是指数时间复杂度，对于这些问题，本文
的参数化方法提供了一个很好的方向．

致　谢　感谢ＰａｎｃｏｎｅｓｉＡ、ＳｏｚｉｏＭ及ＭｙｅｒｓＭ，
他们慷慨地提供了Ｆａｓｔｈａｒｅ和Ｃｅｌｓｉｍ的源代码，
也感谢匿名审稿人对本文初稿的宝贵意见！
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