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图顶点覆盖问题决策神经网络模型
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摘　要　图的顶点覆盖问题是一个困难的ＮＰ完全问题，并且有许多良好的应用．文中将在已有的应用Ｈｏｐｆｉｅｌｄ
神经网络模型来求解图的顶点覆盖问题的基础上，将人脑决策思维的思想加入其中，建立称为图顶点覆盖问题决
策神经网络模型．该方法不仅简化了过去此领域的工作，而且通过增加决策约束项，加速了网络的运行速度．
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１　引　言
图的顶点覆盖问题（ＶｅｒｔｅｘＣｏｖｅｒｉｎｇＰｒｏｂｌｅｍ，

ＶＣＰ）是指找给定图中顶点的一个最小子集，使得覆
盖给定图中的所有边．它在分子生物学、调度问题、
信息检索、错误诊断和恢复、集装线平衡、油轮行程
安排及开关理论［１８］方面有着广泛的应用．由于顶点
覆盖问题是ＮＰ完全问题，在已有的近似算法中，仅
根据局部信息来进行决策．因此在许多情况下，这类
算法不能确定最小覆盖问题［１］．基于遗传算法和邻
近查找技术，本文提出了图的顶点覆盖问题的优化
算法．本文提出的算法，改进了这一不足，可以得到
高质量的解．现有的图的优化技术有随机和模拟退

火方法［８］、神经网络算法［８］，由于其算法复杂度太高
及因受问题规模大小的限制，具有一定的局限性．传
统的精确算法有分枝限界法、割平面法、对偶启发式
方法［５８］．尽管这些方法能求得ＶＣＰ的最优解，但其
计算复杂度高，花费时间长，而且不能应用到规模大
的问题．

２　定义与记号
若图犌中的一个顶点和一条边相互关联，则称

它们相互覆盖．覆盖图犌的所有边的一个顶点子集
称为图犌的一个顶点覆盖．类似地，覆盖图犌的所
有顶点的一个边子集称为图犌的一个边覆盖．犌的
所有顶点覆盖中顶点最少的数目称为图犌的顶点



覆盖数，或者简称为点覆盖数，记为α０（犌），或简记
为α０．类似地，我们可以定义一个图犌的边覆盖、最
大边覆盖以及边覆盖数．并用α１来表示一个图犌的
边覆盖数．我们分别用β０和β１来表示图犌的独立数
和匹配数．业已得知，关于一个阶数为狆的非平凡
的连通图的覆盖数与独立数具有如下关系：

α０＋β０＝α１＋β１＝狆．
由此结果容易看出，求一个图犌的最小覆盖数

等价于求这个图的最大独立集．而图的最小覆盖问
题、图的最大团问题以及图的最大独立集问题两两
等价．因此，求一个图的最小覆盖问题完全可以转化
为求这个图的最大独立集问题，或者最大团问题．但
由于图的最小覆盖问题的特殊性，人们还是独立地
应用神经网络方法对图的最小覆盖问题进行了
研究．

设犌＝（犞，犈）是一无向图，其中犞是图中顶点
集合，犈是边的集合．｜犞｜表示图中顶点的个数．｜犈｜
表示图中的边数．顶点覆盖问题是找一犞的子集
犛犞，满足对于（犻，犼）∈犈，犻和犼至少有一个属于
犛．数学形式描述如下：

ｍｉｎ
狓犻∈犛
犮狓 （１）

∑
狆

犻＝１∑
狆

犼＝犻＋１
犪犻犼（１－狓犻）（１－狓犼）＝０ （２）

其中犮＝［１１…１］和狓＝［狓１狓２…狓狆］分别是长为狆
的向量，（犪犻犼）狆×狆为图的邻接矩阵，且

狓犻＝１
，顶点狏犻∈犛
０，｛ 否则 ．

３　顶点覆盖问题的决策神经网络模型
本节建立了一种基于人脑决策思维模式的图顶

点最小覆盖问题人工神经网络计算模型，称为顶点
覆盖问题的决策神经网络模型，该模型可以得到问
题的满意解，但不一定能得到问题的最优解．但是，
有些问题在得到问题的满意解后，经过简单的修正，
仍然可以得到问题的最优解．

在给出顶点覆盖问题决策神经网络模型之前，
我们先介绍一下与本文紧密相关的此方面已有的研
究成果．为方便，在此给出由狆个神经元组成的
Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络模型，该模型可由如下的微分方
程来描述：

ｄ狌犻（狋）
ｄ狋＝－狌犻（狋）狉＋犈

狏犻（狋）
狏犻＝犳（狌犻（狋
烅
烄
烆 ））

，犻＝１，２，…，狆（３）

其中狌犻，狏犻分别表示神经元犻在狋时刻的输入和输
出，犳为某一个闭区间［犪，犫］上的单调函数，通常这
个闭区间［犪，犫］选取［０，１］或者［－１，１］，狉为衰减系
数，犈为能量函数．

下面，我们来介绍应用Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络求解
图的最小覆盖问题的算法．设犞（犌）＝｛狓１，狓２，…，
狓狆｝，神经元为狓犻，它表示图犌的顶点狓犻是否在犌的
某个覆盖集犛之中．文献［９］中所构造的能量函
数为
犈＝犃２∑

狆

犻＝１∑
狆

犼＝１，≠犻
狓犻狓犼＋犅２∑

狆

犻＝１∑
狆

犼＝１，≠犻
犪犻犼（１－狓犻）（１－狓犼）

（４）
其中第１项为优化项，它表示（∑犻∈犛狓犻）２，即覆盖集大
小的平方．第２项是约束项，只要狓犻或狓犼中的一个
属于犛，则相应的１－狓犻或１－狓犼为零，该项取最小
值．网络的运行方程为
ｄ狌犻
ｄ狋＝－

狌犻
τ＝－犃∑

狆

犼＝１
狓犼＋犅∑

狆

犼＝１
犪犻犼（１－狓犼）（５）

文献［１０］中提出了应用混沌神经网络模型求解
集合覆盖问题的计算模型．文献［９］提出了一种改进
的Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络模型，该模型的运行方程为
ｄ狌犻
ｄ狋＝－

狌犻
τ＝－犃＋２犅∑

狆

犼＝１
犱犻犼狓犼＋２犅∑

狆

犼＝１
犱犻犼－

犜（狋）１－犱犲犵狉犲犲（犻）犈犱犵（ ）犲狊犖狌犿 （６）
其中犱犲犵狉犲犲（犻）表示第犻个顶点的度数；犈犱犵犲狊犖狌犿
表示图的所有边的数目；而犜（狋）称为温度变量．
犜（狋）可由下列方程递推：

犜（狋＋１）＝β犜（狋），
其中β是衰减因子．

我们在本文所给出的神经网络模型是依赖于人
脑思维模式的一种新型的神经网络模型．自然，在求
解一个给定图犌的最小顶点覆盖时，我们最先考虑
的是寻找关联其它顶点最多的顶点，即度数最大的
顶点，记做狏，删去此顶点以及与此顶点相关联的所
有的边得到的图为犌－狏；在犌－狏中如法炮制，如
此循环，便可得到图犌的一个顶点覆盖，这种算法
实际上就是一种典型的近似贪心算法．此算法所得
到的覆盖可能不是所要求的最小覆盖，但一般而言，
可能是问题的满意解．如图１中所示的图，首先选择
顶点１，然后是顶点２，３，４，５，其结果是得到５个顶
点的覆盖．但是最优的顶点覆盖只有４个顶点２，３，
４，５．在选择了２，３，４，５顶点之后，顶点１变为冗余
顶点，而贪心算法不能去掉覆盖中任何冗余的顶点．
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图１　说明人脑贪心决策求解最小覆盖
问题的一个不成功的例子

但是，有些问题可在这种模型所求解的基础上，
稍加修改，便可得到问题的最优解，如在图１所示的
例子中，在解｛１，２，３，４，５｝的基础上，容易得到最优
解｛２，３，４，５｝．

下面，我们在上述准备工作的基础上来建立
“图顶点覆盖问题决策神经网络模型”．

设犌表示是一个狆阶图，令犞（犌）＝｛狓１，
狓２，…，狓狆｝．设狓犻∈犞（犌），我们用Γ（狓犻）来表示顶点
狓犻在图犌中的邻域，用犱犻＝｜Γ（狓犻）｜来表示顶点狓犻
的度数，犻＝１，２，…，狆．我们约定，一个图犌的度序
列，记作π（犌），是指满足单调递增的度序列：

π（犌）＝（犱１，犱２，…，犱狆），
其中，

犱１犱２…犱狆．
我们所设置的神经元的数目与图的顶点数相

同．一般假定共有狆个顶点，相应的狆个神经元为
狓犻（犻＝１，２，…，狆）．该神经元的最后输出设为狏犻（犻＝
１，２，…，狆）．

狏犻＝１
，神经元狓犻在某个覆盖集合中
０，神经元狓犻烅烄烆 不在某个覆盖集合中

（７）
图的顶点覆盖问题，就是寻找最少的顶点数目

来覆盖图的所有的边．因此，我们可得到能量函数犈
的第１项：

∑
狆

犻＝１
狓犻 （８）

此项称为优化约束项．
由于我们利用人脑决策思维的模式，即对此问

题而言，就是选择大度数的顶点，因而，选择的定的
度数应该为

∑
狆

犻＝１
犱犻狓犻∑

狆

犻＝１
犱σ（犻）狓犻 （９）

其中式（９）中第２项下标中的σ是（１，２，…，狆）的一
个置换，即１１映射，即

σ＝１ ２ … 狆
σ（１）σ（２）…σ（狆（ ））．

自然，当犻≠犼时，必有σ（犻）≠σ（犼）．于是，由式（９）我
们可以得到第２个优化约束项：

∑
狆

犻＝１
犱σ（犻）狓犻－∑

狆

犻＝１
犱犻狓犻＝∑

狆

犻＝１
（犱σ（犻）－犱犻）狓犻（１０）

当然，此项的值越小，说明覆盖集合中对应的度
数之和越大，我们把此项约束称为决策约束．

给定一个图犌，就相当于给定了这个图的相邻
矩阵．我们在此仍用

犃（犌）＝（犪犻犼）狆×狆
来表示图犌的相邻矩阵．只要狓犻或狓犼中的一个属于
犛，则相应的１－狓犻或１－狓犼为零，该项取最小值．于
是，我们得到了第３个约束条件：

∑
狆

犻＝１∑
狆

犼＝１
犪犻犼（１－狓犻）（１－狓犼） （１１）

此项简称为行、列约束项．
基于式（８）、（１０）和式（１１），我们得到了决策神

经网络的能量函数为

犈＝－犃∑
狆

犻＝１
狓犻＋犅∑

狆

犻＝１
（犱σ（犻）－犱犻）狓犻＋

犆
２∑

狆

犻＝１∑
狆

犼＝１
犪犻犼（１－狓犻）（１－狓犼） （１２）

显然，这个能量函数较已有神经网络模型的简
单，且增加的第二项可加速网络的运行速度．

由式（３）和式（１２），我们得到了网络的运行方
程为

ｄ狌犻
ｄ狋＝－

狌犻（狋）
狉－犃＋犅∑

狆

犼＝１
（犱σ（犻）－犱犻）＋

犆∑
狆

犼＝１
犪犻犼（１－狓犼） （１３）

狏犻（狋）＝１２１＋ｔａｎｈ
狌犻（狋）（ ）β （１４）

其中犃，犅，犆以及β表示实验参数．
由式（１３）得到网络的权值狑犻犾，犼犿和偏置电流

犐犻犾为
狑犻，犼＝－犆犪犻犼δ犻犼
犐犻犾＝－犃＋犅∑

狆

犻＝１
（犱σ（犻）－犱犻）＋犆∑

狆

犼＝１
犪犻

烅
烄
烆 犼

，

犻，犼＝１，２，…，狆 （１５）
其中

δ犻犼＝１
，若犻＝犼
０，若犻≠｛ 犼．

基于上述准备工作，下面我们来给出图的顶点
覆盖问题的Ｈｏｐｆｉｅｌｄ神经网络算法．
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１．设置狋＝０，犃，犅，犆，β；
２．读入图犌的相邻矩阵（犪犻犼）（犻，犼＝１，２，…，狆）文件；
３．计算神经元之间的权重狑犻犼和输入偏置犐犻

狑犻，犼＝－犆犪犻犼δ犻犼，

犐犻犾＝－犃＋犅∑
狆

犻＝１
（犱σ（犻）－犱犻）＋犆∑

狆

犼＝１
犪犻犼．

４．在０的附近随机地产生狌犻（狋）（犻＝１，２，…，狆）的初
始值；

５．计算狏犻（狋）（犻＝１，２，…，狆）的值：

狏犻＝１２１＋ｔａｎｈ狌犻（狋）（ ）β．
６．利用神经元动态方程来计算Δ狌犻（狋）（犻＝１，２，…，狆）：

Δ狌犻（狋）＝∑
狆

犼＝１
狑犻犼狏犼（狋）＋犐犻．

７．根据一阶Ｅｕｌｅｒ法计算狌犻（狋＋１）：狌犻（狋＋１）＝狌犻（狋）＋
Δ狌犻（狋）Δ狋，这里，犻＝１，２，…，狆，Δ狋取１．

如果系统达到平衡状态，终止程序，否则返回步５．

４　结论与展望
本文提出了一种新型的求解图顶点覆盖问题的

人工神经网络模型，该模型的特点是将人脑决策思
维的思想加入其中，从而加入了一项新的约束条件．
按照此模型，网络的收敛速度得到了加快，可能得不
到问题的最优解，但可以获得问题的满意解．相信此
模型的思想可进一步应用于其它优化计算领域
之中．
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