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摘　要　非负矩阵分解（ＮｏｎｎｅｇａｔｉｖｅＭａｔｒｉｘＦａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，ＮＭＦ）是一种常用的非负多元数据描述方法．处理数据
矩阵集时，ＮＭＦ描述力不强、推广性差．为解决这两个问题，并保留ＮＭＦ的好特性，该文提出了非负矩阵集分解
（ＮｏｎｎｅｇａｔｉｖｅＭａｔｒｉｘＳｅｔＦａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，ＮＭＳＦ）的概念，并在ＮＭＳＦ的框架下系统研究了基于双线性型的非负矩
阵集分解（ＢｉｌｉｎｅａｒＦｏｒｍＢａｓｅｄＮｏｎｎｅｇａｔｉｖｅＭａｔｒｉｘＳｅｔＦａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，ＢＦＢＮＭＳＦ），构造了单调下降的ＢＦＢＮＭＳＦ
算法．理论分析和实验结果均表明：处理数据矩阵集时，ＢＦＢＮＭＳＦ比ＮＭＦ描述力强、推广性好．由此可认为，此时
ＢＦＢＮＭＳＦ比ＮＭＦ更善于抓住数据的本质特征．
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１　引　言
在信号处理、神经网络、模式识别、计算机视觉

以及图像工程的研究中，如何构造一个能使多维观
测数据被更好地描述出来的变换方法始终是一个非
常重要的问题．通常，一个好的变换方法应具备两个
基本特性：（１）可以使数据的某种潜在结构变得清



晰；（２）能使数据的维数得到一定程度的约减．
主分量分析、投影寻踪、因子分析、冗余归约和

独立分量分析是一些最常用的数据变换方法．这些
方法都可理解为在一定的限制下对数据进行变换或
分解，不同的方法间因施加于其上的限制条件不同
而有本质区别，但它们却有两个共同的特点：（１）允
许负的分解量存在（即允许减性的描述方式）；（２）实
现线性的维数约减．不同于它们，一种新的方法———
非负矩阵分解（ＮｏｎｎｅｇａｔｉｖｅＭａｔｒｉｘＦａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，
ＮＭＦ）由Ｌｅｅ和Ｓｅｕｎｇ提出［１］，它使分解后的所有
分量均为非负值（即要求进行纯加性的描述），并且
同时实现非线性的维数约减．

ＮＭＦ的心理学和生理学构造依据是对整体的
感知基于对组成整体的部分的感知构成（感知的过
程是纯加性的过程）［２４］，这也符合直观的理解：整
体由部分组成［１］．因此，它在某种意义上抓住了生
物或智能数据描述的本质．此外，纯加性（或非负性）
限制的引入导致了ＮＭＦ分解结果在一定程度上的
稀疏性［１］，稀疏的描述是处于完全分布式的描述和
单一活跃分量的描述间的一种有效数据描述形
式［５］．有关ＮＭＦ的研究进展可以参见新近的一篇
综述文章［６］．

作为一种有效的特征提取方法，近年来ＮＭＦ
在计算机视觉、信号处理、模式识别和图像工程等研
究领域均获得了大量的应用，其原因可归结为：
（１）ＮＭＦ稀疏的描述使对数据的解释变得方便（仅
有少量分量活跃使数据的组成方式变得清晰直
观）［１，７］；（２）ＮＭＦ纯加性的描述使对数据的分析显
得合理（许多物理信号中不可能存在负的组成成
分）［１，７］；（３）ＮＭＦ相对稀疏的特征能在一定程度上
抑制由外界变化（如拍摄图像时可能遇到的物体被
部分遮挡、光照条件变化和物体旋转等）给特征提取
带来的不利影响［８］．

在很多应用中，数据样本常以矩阵的形式呈现
（如灰度图像）．因为ＮＭＦ的处理对象本质上是向
量集，所以一般的做法是将这些数据矩阵先向量化，
然后再放到ＮＭＦ模型中去处理［１，７８］．这样做的结
果是用于学习的样本量可能远远小于被学习参数的
维数（典型的小样本学习问题），这会导致：（１）ＮＭＦ
对数据的描述能力不强（描述的准确度不够）；
（２）ＮＭＦ结果的推广性差（图１和图２直观地诠释
了上述问题，本文第２节会对此做详细说明）．

为解决上述问题，并保留ＮＭＦ的好特性，本文
提出了非负矩阵集分解（ＮｏｎｎｅｇａｔｉｖｅＭａｔｒｉｘＳｅｔ

图１　ＮＭＦ的描述力（以训练用人脸图像的重建质量
说明，训练数据为ＯＲＬ库的全部４００幅图）

图２　ＮＭＦ的推广性（以非训练用人脸图像的重建
质量说明）

Ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，ＮＭＳＦ）的概念．不同于ＮＭＦ处理矩
阵的向量化结果，ＮＭＳＦ直接处理数据矩阵集中的
矩阵．在ＮＭＳＦ的框架下，本文系统研究了基于双
线性型的非负矩阵集分解（ＢｉｌｉｎｅａｒＦｏｒｍＢａｓｅｄ
ＮｏｎｎｅｇａｔｉｖｅＭａｔｒｉｘＳｅｔＦａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，ＢＦＢＮＭＳＦ），
构造了一个单调下降的ＢＦＢＮＭＳＦ算法．从整体上
看，ＢＦＢＮＭＳＦ把训练用全部数据矩阵看成一个集
合做整体处理，提取出全部矩阵所共有的描述矩阵；
从局部上看，ＢＦＢＮＭＳＦ对矩阵集中的每一个矩阵
都进行了一次新形式的（３因子）ＮＭＦ．ＢＦＢＮＭＳＦ
对数据矩阵集的描述力强，由它得出结果的推广性
也好．

本文第２节介绍ＮＭＦ及其存在的问题；第３节
提出并分析ＮＭＳＦ和ＢＦＢＮＭＳＦ，构造ＢＦＢＮＭＳＦ
算法（严格的数学推导见附录）；第４节对ＢＦＢＮＭＳＦ
的性质（描述力强、推广性好）做实验验证；第５节总
结全文．

２　犖犕犉及其存在的问题
对一个犕维的随机向量狏进行了犖次的观

测，记这些观测为向量集｛狏犼，犼＝１，２，…，犖｝，取犞＝
［犞·１，犞·２，…，犞·犖］，其中犞·犼＝狏犼，犼＝１，２，…，犖．

定义１．　ＮＭＦ是求取非负的犕×犔维基矩阵

７３５１８期 李　乐等：基于双线性型的非负矩阵集分解



犠和非负的犔×犖维系数矩阵犎使［１］

犞≈犠犎 （１）
的方法．

由于通常设定犔ｍｉｎ（犕，犖），所以只有在犠
包含了随机变量狏的本质特征时，才可使犞≈犠犎
（即用很少量的特征可描述很大量的数据）［９］．

ＮＭＦ的实质是在加性描述的限制下，在尽可
能保持信息完整的情况下，将高维的随机模式（｛狏犼，
犼＝１，２，…，犖｝）简化为低维的随机模式（｛犎·１，
犎·２，…，犎·犖｝），这种简化的基础是估计出数据中的
本质结构犠．从代数的观点看，犞·犼≈∑

犕

犻＝１
犠·犻犎犻犼，犠

的列是基，犎要依犠的存在而存在．从机器学习的
角度看，犠包含了随机向量狏的某些本质特性，它除
了要被用于描述训练数据外还要被用于描述非训练
数据，且犠定了后依据一定的犞和犠犎间差异度量
准则犎也就定了，所以犠蕴涵了ＮＭＦ学习结果的
全部内容，它是学习过程中被学习的唯一参数．此
外，无论依据哪种犞和犠犎间差异度量准则，犎均
为犞在犠上的非线性投影结果（或者说，对于随机
向量狏的任意一次实现狏犻有狏犻≈犠犺犻，犺犻为狏犻对犠
做非线性投影的结果，狏犻可为训练数据，也可为非训
练数据），所以ＮＭＦ体现了一种非线性的数据维数
约减思路．

从计算的角度讲，ＮＭＦ可归结为对如下的优
化问题求解：

ｍｉｎ
０犠，犎

犳犞（犠，犎） （２）
其中犳犞（犠，犎）刻画了犞和犠犎间的差异性，犳犞可
以是任意的距离度量或散度．已有的研究结果显示，
可利用的任何形式的犳犞均不是（犠，犎）的凸函数，所
以对于计算机视觉、模式识别以及图像工程等研究
领域中所处理的大规模问题求解ＮＭＦ的全局最优
解并不现实［８］，可行的办法是通过交替地优化犠和
犎得到相应ＮＭＦ问题的一个局部解［１，８９］．这里应
强调，交替优化过程中，求犎只是为了辅助求犠，求
犠是进行ＮＭＦ学习的根本目的．

如果观测数据不是向量集｛狏犼，犼＝１，２，…，犖｝，
而是犿×狀维的矩阵集｛犃犽，犽＝１，２，…，犖｝，通常的
做法是将它们矢量化为｛狏犲犮（犃犽），犽＝１，２，…，犖｝，
再对［狏犲犮（犃１），狏犲犮（犃２），…，狏犲犮（犃犖）］做ＮＭＦ得到
相应的犠和犎［１，７８］，这是因为ＮＭＦ的处理对象本
质上是向量集．如前所述，犠是ＮＭＦ学习过程的被
学习参数；学习犠的过程是一个用犖个样本去学
习犿狀×犔维参数的过程，它常成为典型的小样本学

习过程，此时被学习对象的维数和样本量间差距巨
大，两者比为犿狀×犔／犖，其往往达数百甚至数千．根
据大数定律，小样本问题通常会导致参数估计不准
确．参数估计不准确就意味着参数对总体的刻画不
准确，训练样本一般被认为是总体的简单随机抽样，
那么，参数估计不准确时，模型对训练样本的描述能
力不会很好．训练样本的数量不够意味着，相对其所
在的总体而言，训练样本显得稀疏．参数是由训练样
本得到的，小样本情况下，其兼顾总体中非训练样本
性质的能力不会很强，所以，此时模型推广性一般很
差．综上所述，处理数据矩阵集时，ＮＭＦ对数据矩
阵集的描述能力通常不强，ＮＭＦ结果的推广性一
般很差，图１和图２直观地揭示了这两个问题．图１
显示了将ＯＲＬ数据库①中４００幅图像（大小为１１２×
９２）进行ＮＭＦ后，利用得到的分解结果重建人脸图
像的一个示例（犔是保留基的个数），显然：重建图像
的质量虽然随保留基的个数增多而逐渐变好，但即
使保留１６０个基（此时压缩率仅为２．４１）重建效果
也不能令人满意，这说明ＮＭＦ对数据矩阵集的描
述能力不强．在图２中，左边３幅从上到下分别取自
ＹＡＬＥ数据库②、ＰＩＥ数据库［１０］和ＵＭＩＳＴ数据
库③，右边３幅从上到下依次为用构造图１时得到
的那１６０个ＮＭＦ基对左边３幅图进行重建的结
果，这里的３幅重建图的质量远差于图１中用这
１６０个ＮＭＦ基得到的重建图（图１中右下角那幅
图）的质量，这说明ＮＭＦ对训练图的描述能力远远
好于对非训练图的描述能力，即此时ＮＭＦ的推广
性很差．需说明，图１和图２是基于Ｌｅｅ和Ｓｕｅｎｇ构
造的（最小二乘）算法［８］得到的（文中后续实验结果
也都基于这个算法得到，它是事实上的ＮＭＦ基准
算法），当用其他算法时也一定会得到类似的结果，
因为ＮＭＦ处理数据矩阵集时遇到的问题源于
ＮＭＦ本身，它不是依赖于具体算法而存在的．

３　犖犕犛犉和犅犉犅犖犕犛犉
ＮＭＦ自被提出后受到了广泛地研究与应用，

这是因为它有诸多优点，且在认知学上具有可解释
性，ＮＭＦ的这些优势主要源于非负性限制的引
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①

②

③

ＯＲＬｆａｃｅｄａｔａｂａｓｅ，ａｔｔｈｅＡＴ＆Ｔ（Ｏｌｉｖｅｔｔｉ）ＲｅｓｅａｒｃｈＬａ
ｂｏｒａｔｏｒｙ，１９９２．ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｃｌ．ｃａｍ．ａｃ．ｕｋ／Ｒｅｓｅａｒｃｈ／
ＤＴＧ／ａｔｔａｒｃｈｉｖｅ／ｆａｃｅｄａｔａｂａｓｅ．ｈｔｍｌ．
ＹＡＬＥｆａｃｅｄａｔａｂａｓｅ，１９９７．ｈｔｔｐ：／／ｃｖｃ．ｙａｌｅ．ｅｄｕ／ｐｒｏｊｅｃｔｓ／
ｙａｌｅｆａｃｅｓ／ｙａｌｅｆａｃｅｓ．ｈｔｍｌ．
ＵＭＩＳＴｆａｃｅｄａｔａｂａｓｅ，１９９７．ｈｔｔｐ：／／ｉｍａｇｅｓ．ｅｅ．ｕｍｉｓｔ．ａｃ．
ｕｋ／ｄａｎｎｙ／ｄａｔａｂａｓｅ．ｈｔｍｌ．



入［１］．但是，如上节所述，ＮＭＦ处理数据集时，描述
力不强，推广性差，为使矩阵集可被ＮＭＦ处理而对
矩阵集中的矩阵逐一矢量化是造成这两个问题的原
因之一．取ＮＭＦ之长（也对分解结果施加非负性限
制），补ＮＭＦ之短（避免矢量化操作，直接处理数据
矩阵集中的矩阵，文献［１１］也用类似的思路解决了
ＰＣＡ存在的问题），本文提出了ＮＭＳＦ的概念．在
ＮＭＳＦ的框架下，文中系统研究ＢＦＢＮＭＳＦ．
３１　犖犕犛犉的定义与分析

对一个犿×狀维的随机矩阵犃进行了犖次的
观测，记这些观测为矩阵集｛犃犽，犽＝１，２，…，犖｝．

定义２．　ＮＭＳＦ是求取非负的犿×犾１维矩阵
集｛犅犽１，犽＝１，２，…，犖｝、非负的犾１×犾２维矩阵集｛犅犽２，
犽＝１，２，…，犖｝、…、非负的犾犓－２×犾犓－１维矩阵集
｛犅犽犓－１，犽＝１，２，…，犖｝以及非负的犾犓－１×狀维矩阵
集｛犅犽犓，犽＝１，２，…，犖｝使

犃犽≈犅犽１犅犽２…犅犽犓－１犅犽犓，犽＝１，２，…，犖（３）
的方法．

这里定义的是一个一般性的操作框架，犓的取值
要依具体模型而定，而且犮１，犮２，…，犮犓－１∈｛１，２，…，
犓｝使犅１犮狇＝犅２犮狇＝…＝犅犖犮狇＝犅犮狇（狇＝１，２，…，犓－１，犮狇，
狇＝１，２，…，犓－１）的取值也要依具体模型而定．

通常犾１，犾２，…，犾犓－１ｍｉｎ（犿，狀），且犓不很大，
那么只有犅犮狇（狇＝１，２，…，犓－１）包含了随机矩阵犃
的本质特征时，才可能使犃犽≈犅犽１犅犽２…犅犽犓－１犅犽犓，犽＝
１，２，…，犖（即用很少量的特征可描述很大量的
数据）．

ＮＭＳＦ和ＮＭＦ间有本质的区别，它们是两类
完全不同的方法，因为ＮＭＦ的处理对象本质上是
向量集｛狏犼，犼＝１，２，…，犖｝，而ＮＭＳＦ的处理对象本
质上是矩阵集｛犃犽，犽＝１，２，…，犖｝；ＮＭＳＦ和ＮＭＦ
的性质会有相近之处，因为它们都对分解结果施加
了非负的限制．

此外，ＮＭＳＦ继承了ＮＭＦ将高维的随机模式
（｛犃犽，犽＝１，２，…，犖｝）简化为低维的随机模式
（｛犅犽犮犓，犮犓＝｛１，２，…，犓｝／｛犮１，犮２，…，犮犓－１｝，犽＝１，
２，…，犖｝）和非线性数据维数约减的特点．

从机器学习的角度看，犅犮狇（狇＝１，２，…，犓－１）
包含了随机矩阵犃的某些本质特性，犅犮狇（狇＝１，
２，…，犓－１）（码本）除了要被用于描述训练数据外
还要被用于描述非训练数据，且犅犮狇，狇＝１，２，…，
犓－１定了后依据一定的犃犽和犅犽１犅犽２…犅犽犓－１犅犽犓间差异
度量准则犅犽犮犓，犮犓＝｛１，２，…，犓｝／｛犮１，犮２，…，犮犓－１｝
（编码）也就定了，所以犅犮狇（狇＝１，２，…，犓－１）蕴涵

了ＮＭＳＦ学习结果的全部内容，它们是学习过程中
被学习的参数．

从计算的角度讲，ＮＭＳＦ可归结为对如下的优
化问题求解：

ｍｉｎ
０犅犽１，犅犽２，…，犅犽犓－１，犅

犽
犓，犽＝１，２…，犖

∑
犖

犽＝１
犳犃犽（犅犽１，犅犽２，…，犅犽犓－１，犅犽犓）

（４）
犳犃犽（犅犽１，犅犽２，…，犅犽犓－１，犅犽犓）刻画了犃犽与犅犽１犅犽２…
犅犽犓－１犅犽犓间的差异性，犳犃犽可以是任意的距离度量或
散度．学习犅犮狇，狇＝１，２，…，犓－１的过程是用犖个
样本学习犿×犾１＋犾１×犾２＋…＋犾犓－２×犾犓－１＋犾犓－１×
狀－狊犻狕犲（犅犽犮犓）维参数的过程（狊犻狕犲（犅犽犮犓）指犅犽犮犓行维与
列维的乘积），只要犓不很大，犖不特别小，这就不
再是小样本学习问题．并且，无论犖为多少，只要犓
不非常大，此时样本量和被学习参数的维数之比一
定远小于做ＮＭＦ时的样本量和被学习参数的维数
之比．所以，可推断在处理数据矩阵集时，只要
ＮＭＳＦ方法设计合理（包括犓和犮狇（狇＝１，２，…，
犓－１）取值的确定，数据表示模型和优化模型选
择），它会比ＮＭＦ描述准确、推广性好．
３２　犅犉犅犖犕犛犉的定义与分析

ＮＭＳＦ是解决ＮＭＦ处理数据矩阵集时遇到问
题的一个一般性操作框架．从应用ＮＭＳＦ的角度考
虑，需在ＮＭＳＦ框架下定义具体的ＮＭＳＦ方法，并
用算法实现它．本文研究ＢＦＢＮＭＳＦ，依ＮＭＳＦ的
定义，此时取犓＝３，犮１＝１，犮２＝３，犮３＝２，犅犽１＝犔，犽＝
１，２，…，犖，犅犽２＝犇犽，犽＝１，２，…，犖和犅犽３＝犚，犽＝１，
２，…，犖，有如下的ＢＦＢＮＭＳＦ定义．

定义３．　ＢＦＢＮＭＳＦ是求取非负的犿×犾１维描
述矩阵犔、非负的犾２×狀维描述矩阵犚以及非负的
犾１×犾２维双线性型矩阵集｛犇犽，犽＝１，２，…，犖｝使

犃犽≈犔犇犽犚，犽＝１，２，…，犖 （５）
的方法．

从整体上看，ＢＦＢＮＭＳＦ把所有训练用数据矩
阵看成一个对象做处理，提取出全部矩阵所共用的
描述因子犔和犚；从局部上看，ＢＦＢＮＭＳＦ对矩阵集
中的每一个矩阵都进行一次新形式的（３因子）
ＮＭＦ（犃犽≈犔犇犽犚）．

需要强调，ＢＦＢＮＭＳＦ是ＮＭＳＦ的一种实现形
式，因此ＢＦＢＮＭＳＦ具有ＮＭＳＦ的通性，它应比
ＮＭＦ描述力强、推广性好．犔和犚代表了整个矩阵
集的公共特性，｛犇犽，犽＝１，２，…，犖｝依犔和犚而确
定，犔和犚是ＢＦＢＮＭＳＦ训练过程中被学习的参
数，它们蕴涵了ＢＦＢＮＭＳＦ学习结果的全部．

９３５１８期 李　乐等：基于双线性型的非负矩阵集分解



３３　对犅犉犅犖犕犛犉的代数学和认知学解释
设犞１和犞２是域犚上的线性空间，规定犞１是犾１维

的，它的基为｛ε１，ε２，…，ε犾１｝，犞２是犾２维的，它的基为
｛η１，η２，…，η犾２｝，定义犞＋１＝｛α｜α＝α１ε１＋α２ε２＋…＋
α犾１ε犾１，α１，α２，…，α犾１０｝，犞＋２＝｛β｜β＝β１η１＋β２η２＋…＋
β犾２η犾２，β１，β２，…，β犾２０｝．考虑犔犻１ε１＋犔犻２ε２＋…＋
犔犻犾１ε犾１（犻＝１，２，…，犿）为犞＋１上的犿个数据点，
犚１犼η１＋犚２犼η２＋…＋犚犾２犼η犾２（犼＝１，２，…，狀）为犞＋２上
的狀个数据点．定义犞１×犞２→犚的双线性型［１２］集
合的一个子集为犌＝｛犵｜犵：犞１×犞２→犚；α１，α２∈
犞１，β１，β２∈犞２，犽１，犽２∈犚，犵（犽１α１＋犽２α２，β１）＝
犽１犵（α１，β１）＋犽２犵（α２，β１），犵（α１，犽１β１＋犽２β２）＝
犽１犵（α１，β１）＋犽２犵（α１，β２）；α∈犞＋１，β∈犞＋２，
犵（α，β）０｝．犱犽∈犌，使犻∈｛１，２，…，犿｝，犼∈
｛１，２，…，狀｝，有
　　犃犽犻犼≈犱犽（犔犻１ε１＋犔犻２ε２＋…＋犔犻犾１ε犾１，

　犚１犼η１＋犚２犼η２＋…＋犚犾２犼η犾２）

＝∑
犾１

犪＝１∑
犾２

犫＝１
犔犻犪犚犫犼犱犽（ε犪，η犫）＝犔犻·犇犽犚·犼 （６）

即犃犽≈犔犇犽犚，其中犇犽犪犫＝犱犽（ε犪，η犫），犔犻·＝（犔犻１，
犔犻２，…，犔犻犾１），犚·犼＝（犚１犼，犚２犼，…，犚犾２犼），犇犽为犱犽在
｛ε１，ε２，…，ε犾１｝和｛η１，η２，…，η犾１｝下对应的矩阵表
示，它与犱犽是一一对应的，常称犇犽为（与犱犽对应的）
二次型矩阵．

式（５）表示了一个近似产生模型，从代数学的观
点看，被处理矩阵集中的所有矩阵均可被近似理解
为由犞＋１上的数据点犔犻１ε１＋犔犻２ε２＋…＋犔犻犾１ε犾１，犻＝
１，２，…，犿和犞＋２上的数据点犚１犼η１＋犚２犼η２＋…＋
犚犾２犼η犾２，犼＝１，２，…，狀通过双线性型映射而来（像
式（６）那样），不同的被分解矩阵犃犽（犽＝１，２，…，犖）
间的差异只源于数据产生时使用的双线性型不同．
双线性型在式（５）表示的模型中起了基础性的作用，
正因为此，把由式（５）表示的非负矩阵集分解命名为
基于双线性型的非负矩阵集分解．

从认知学的角度分析，ＢＦＢＮＭＳＦ继承了ＮＭＦ
的构造特点，考虑到了感知的特性（感知是一个纯加
性的生理过程），ＢＦＢＮＭＳＦ模型也要求所有分解量
均为非负值，犔和犚代表了特征，犇犽犪犫代表了因感知
犃犽而对犔·犪和犚犫·的响应强度．此外，ＢＦＢＮＭＳＦ并
未对犞１和犞２的性质做任何的要求，并且｛ε１，ε２，…，
ε犾１｝和｛η１，η２，…，η犾２｝是潜在的、无非负限制的，它
们在数学上的层次高于式（５）表示的ＢＦＢＮＭＳＦ模
型，如果说式（５）表示的模型与感知层的神经活动有

关，那么｛ε１，ε２，…，ε犾１｝和｛η１，η２，…，η犾２｝应可解释
为与比感知更深一层次的神经活动相关，犱犽表示了
这一层与感知层间的联系方式（或过程）．
３４　犅犉犅犖犕犛犉的优化模型

从算法的可实现性考虑，将式（４）中犳犃犽取为欧
几里德距离的平方最好，因为这时可用高等代数学
的方法对目标函数做分解从而使优化过程中每次操
作对应的优化问题清晰直观且易解（见对式（９）～
式（１１）的推导和求解）．那么，ＢＦＢＮＭＳＦ可归结为
如下的优化问题：

ｍｉｎ
０犔，犚，犇犽，犽＝１，２，…，犖

∑
犖

犽＝１
‖犃犽－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）‖２犉

（７）
其中ε犡是与犡同大小的矩阵或向量，它中的所有元
素均为ε（一个非常小的正数）．引入ε犔，｛ε犇犽，犽＝１，
２，…，犖｝以及ε犚是为了避免算法推导和执行过程中
出现数学上无定义的情况（除以零）．

从优化的角度看，式（７）代表了一个典型的由
犖个子系统‖犃犽－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）‖２犉组
成的大系统∑

犖

犽＝１
‖犃犽－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）‖２犉

的优化问题，犇犽，犽＝１，２，…，犖为局部决策变量，犇犽
仅影响第犽个子系统的性能，犔和犚为全局决策变
量，它们影响整个大系统的性能．文献［１３］认为解这
类问题时应该利用这种等级化的结构，交替地优化
犔，犚和犇犽，犽＝１，２，…，犖，使式（７）中的目标函数单
调地下降从而得到问题的一个局部解．这里强调，求
犇犽，犽＝１，２，…，犖仅是为了辅助求犔和犚，求犔和
犚是进行ＢＦＢＮＭＳＦ学习的根本目的．

因为

∑
犖

犽＝１
‖犃犽－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）‖２犉

＝∑
犖

犽＝１∑
狀

犼＝１
‖犃犽·犼－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚·犼＋ε犚·犼）‖２２

＝∑
犖

犽＝１∑
犿

犻＝１
‖犃犽犻·－（犔犻·＋ε犔犻·）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）‖２２

（８）
所以，对犔的求解可归结为：在固定犇犽（犽＝１，
２，…，犖）和犚０的情况下，解

ｍｉｎ
０犔犻·，

犻＝１，２，…，犿
∑
犖

犽＝１
‖犃犽犻·－（犔犻·＋ε犔犻·）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）‖２２

（９）
对犚的求解可归结为：在固定犇犽（犽＝１，２，…，犖）和
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犔０的情况下，解

ｍｉｎ
０犚·犼，

犼＝１，２，…，狀
∑
犖

犽＝１
‖犃犽·犼－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚·犼＋ε犚·犼）‖２２

（１０）
　　经推导（见附录的第３部分）知，狆∈｛１，２，…，
犖｝，犮∈｛１，２，…，犾２｝，对犇狆·犮的求解可归结为：在
除犇狆·犮外｛犇犽０，犽＝１，２，…，犖｝，犔０和犚０均
固定的情况下，解
ｍｉｎ
０犇狆·犮

１
２（犇

狆·犮＋ε犇狆·犮）Ｔ犛犜犮犮（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）＋

　（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）Ｔ ∑
犾２

犪＝１，犪≠犮
犛（犇狆·犪＋ε犇狆·犪）犜犪犮－犝狆·［ ］犮

（１１）
其中犝狆＝（犔＋ε犔）Ｔ犃狆（犚＋ε犚）Ｔ，犛＝（犔＋ε犔）Ｔ（犔＋
ε犔），犜＝（犚＋ε犚）（犚＋ε犚）Ｔ．
３５　对犅犉犅犖犕犛犉优化模型的统计学解释

式（５）表示的ＢＦＢＮＭＳＦ模型可通过引入犿×
狀维的误差项犈犽，犽＝１，２，…，犖等价地变成如下的
形式：

犃犽＝（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）＋犈犽，
犽＝１，２，…，犖 （１２）

即认为犽∈｛１，２，…，犖｝，犃犽由（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）
（犚＋ε犚）加随机扰动犈犽精确生成．

为解得犔，犚和犇犽（犽＝１，２，…，犖），可做最大似
然估计，那么

｛犔，犚，犇犽，犽＝１，２，…，犖｝＝
　ａｒｇｍａｘ

０犔，犚，犇犽，犽＝１，２，…，犖
∏
犖

犽＝１
ｌｏｇ犘（犃犽狘犔，犚，犇犽）（１３）

假定犈犽犻犼～犖（０，δ犽犻犼），那么
犘（犃犽犻犼狘犔，犇犽，犚）＝１

２槡πσ犽犻犼ｅｘｐ·

－１２
犃犽犻犼－［（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚·犼＋ε犚）］犻犼

σ犽犻［ ］
犼

｛ ｝２
（１４）

假定犈犽犻犼（犻＝１，２…，犿，犼＝１，２，…，狀，犽＝１，２，…，犖）
间是统计独立的，则

∏
犖

犽＝１
ｌｏｇ犘（犃犽狘犔，犇犽，犚）

＝∏
犿

犻＝１∏
狀

犼＝１∏
犖

犽＝１
ｌｏｇ犘（犃犽犻犼狘犔，犇犽，犚）

＝∑
犿

犻＝１∑
狀

犼＝１∑
犖

犽＝１
－１２｛｛犃

犽犻犼－［（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）·

（犚·犼＋ε犚）］犻犼｝／σ犽犻犼｝２＋ｌｏｇ（２槡πσ犽犻犼） （１５）

那么式（１３）的最大似然估计等价于
｛犔，犚，犇犽，犽＝１，２，…，犖｝＝
ａｒｇｍｉｎ
０犔，犚，犇犽，犽＝１，２，…，犖

∑
犿

犻＝１∑
狀

犼＝１∑
犖

犽＝１
·

｛｛犃犽犻犼－［（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚·犼＋ε犚）］犻犼｝／σ犽犻犼｝２
（１６）

进一步假设δ犽犻犼＝常数，则式（１６）等价于
｛犔，犚，犇犽，犽＝１，２，…，犖｝＝
ａｒｇｍｉｎ
０犔，犚，犇犽，犽＝１，２，…，犖

∑
犖

犽＝１
‖犃犽－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚·犼＋ε犚）‖２犉

（１７）
　　因此，式（７）表示的ＢＦＢＮＭＳＦ优化模型实际
是在假定犈犽犻犼（犻＝１，２…，犿，犼＝１，２，…，狀，犽＝１，２，…，
犖）独立同正态分布的情况下对犔，犚和犇犽（犽＝１，
２，…，犖）做最大似然估计．
３６　犅犉犅犖犕犛犉算法

根据３．４节中的优化模型，可推得如下４个定
理（证明见附录）．

定理１．　在犚０和｛犇犽０，犽＝１，２，…，犖｝固
定的情况下，令犔（狆狉犲狊犲狀狋）是非负的，按
犔（狀犲狑）＝犔（狆狉犲狊犲狀狋）

∑
犖

犽＝１
犃犽［（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）］Ｔ⊙

｛［犔（狆狉犲狊犲狀狋）＋ε犔］∑
犖

犽＝１
［（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）］·

［（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）］Ｔ｝ （１８）
调整犔可使式（７）中的ＢＦＢＮＭＳＦ目标函数值下降
且犔（狀犲狑）非负（和⊙分别代表哈达马乘和除，
在（）中写狆狉犲狊犲狀狋代表当前的状态，在（）中写狀犲狑
代表更新后的状态）．

定理２．　在犔０和｛犇犽０，犽＝１，２，…，犖｝固
定的情况下，令犚（狆狉犲狊犲狀狋）是非负的，按
犚（狀犲狑）＝犚（狆狉犲狊犲狀狋）

∑
犖

犽＝１
［（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）］Ｔ犃犽⊙

∑
犖

犽＝１
［（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）］Ｔ｛ ·

［（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）］［犚（狆狉犲狊犲狀狋）＋ε犚｝］
（１９）

调整犚可使式（７）中的ＢＦＢＮＭＳＦ目标函数值下降
且犚（狀犲狑）非负．

定理３．　狆∈｛１，２，…，犖｝，犮∈｛１，２，…，
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犾２｝，记犝狆＝（犔＋ε犔）Ｔ犃狆（犚＋ε犚）Ｔ，犛＝（犔＋ε犔）Ｔ（犔＋

ε犔），犜＝（犚＋ε犚）（犚＋ε犚）Ｔ，犞狆·犮＝犝狆·犮－∑
犾２

犪＝１，犪≠犮
犛（犇狆·犪＋

ε犇狆·犪）犜犪犮，如果犻∈｛１，２，…，犾１｝，犞狆犻犮０，在除犇狆·犮外
的｛犇犽０，犽＝１，２，…，犖｝，犔０和犚０固定的情
况下，令犇狆·犮（狆狉犲狊犲狀狋）是非负的，按
犇狆·犮（狀犲狑）＝犞狆·犮犇狆·犮（狆狉犲狊犲狀狋）⊙　　　

｛犛犜犮犮［犇狆·犮（狆狉犲狊犲狀狋）＋ε犇狆·犮］｝　（２０）
调整犇狆·犮可使式（７）中的ＢＦＢＮＭＳＦ目标函数值下
降且犇狆·犮（狀犲狑）非负．

定理４．　在除犇狆狇犮外的｛犇犽０，犽＝１，２，…，
犖｝，犔和犚固定的情况下，式（７）中的ＢＦＢＢＮＳＦ目
标函数在
犇狆狇犮（狀犲狑）＝ ｛ｍａｘ－ε＋　　　　　　　　　　　

｛　　犞狆狇犮－∑
犾１

犼＝１，犼≠狇
［犛犜犮犮］狇犼（犇狆犼犮＋ε｝）［犛犜犮犮］狇狇，｝０

（２１）
处达到对犇狆狇犮有非负限制时的最小值（如果狓０，
ｍａｘ｛狓，０｝不改变狓；如果狓＜０，ｍａｘ｛狓，０｝使狓
取零）．

根据定理１～定理４，可构造如图３所示的单调
ＢＦＢＮＭＳＦ算法（伪码表示）．

犐狀狆狌狋：｛犃犽，犽＝１，２，…，犖｝以及犾１，犾２
随机初始化犔＞０，犚＞０和｛犇犽＞０，犽＝１，２，…，犖｝
重复如下操作，直到收敛
　依定理１执行式（１８）
　依定理２执行式（１９）
　　狆从１到犖ｄｏ：
　　犮从１到犾２ｄｏ：
　　　如果犻∈｛１，２，…，犾１｝，犞狆犻犮０
　　　　依定理３执行式（２０）
　　　否则
　　　　狇从１到犾１ｄｏ：
　　　　　依定理４执行式（２１）
犗狌狋狆狌狋：犔，犚和｛犇犽，犽＝１，２，…，犖｝

图３　伪码表示的ＢＦＢＮＭＳＦ算法

４　实　验
这部分利用一些实验验证处理数据矩阵集时，

ＢＦＢＮＭＳＦ比ＮＭＦ描述力强、推广性好．由于主分
量分析（ＰｒｉｎｃｉｐａｌＣｏｍｐｏｎｅｎｔＡｎａｌｙｓｉｓ，ＰＣＡ）［１４］是
最常用的数据描述工具，所以在所有的比较实验中，
ＰＣＡ也作为被比较方法之一．为使通过实验得出的
验证结论客观，本节中，每一验证实验都将基于多组
数据进行，这些组数据在样本量和数据类型等方面
存在差异．

４１　描述力
比较这３种描述方法在描述力上的差异，需设

定统一的参照指标，这个指标定为压缩率最合理．假
设被处理数据矩阵集为｛犃犽，犽＝１，２，…，犖｝，犃犽是
犿×狀维的，根据压缩率的定义［１５］，做ＢＦＢＮＭＳＦ时
的压缩率为犿狀犖／［（犿犾１＋狀犾２）＋犾１犾２犖］，做ＮＭＦ
时的压缩率为犿狀犖／（犿狀犔＋犔犖），做ＰＣＡ时的压
缩率也为犿狀犖／（犿狀犔＋犔犖）（ＰＣＡ基矩阵的列维
也用犔表示）．

这里的实验共使用３组数据，它们分别是ＯＲＬ
人脸数据库的４００幅图、ＰＩＥ人脸数据库子库（所有
人的正面光照下的各种姿态图）的共８８４幅图和
ＭＩＴ行人数据库的９２４幅图①．

利用这３组数据，３种被比较方法的描述力（用
作处理后重建的数据与原始数据间的相对误差表
示）分别在不同压缩率（压缩率约为２的１次到７次
幂）下被计算，图４、图６和图８依次勾画了３种被
比较方法基于这３组数据的ｌｏｇ２（压缩率）（平均）
相对误差曲线．图４、图６和图８的纵坐标均为（平均）
相对误差，这是指：为了客观，图上有关ＢＦＢＮＭＳＦ
和ＮＭＦ的每个数据点都是相同实验设置下１０次
随机初始化得到的１０个解的相对误差的平均值；

图４　ＢＦＢＮＭＳＦ、ＮＭＦ和ＰＣＡ间的描述力比较
（基于ＯＲＬ人脸数据库）

图５　ＢＦＢＮＭＳＦ、ＮＭＦ和ＰＣＡ间的描述力比较示例
（示例中原图取自ＯＲＬ人脸数据库）

２４５１ 计　　算　　机　　学　　报 ２００９年

①ＭＩＴＣＢＣＬＰＥＤＥＳＴＲＩＡＮｄａｔａｂａｓｅ，ａｔＭＩＴＣＢＣＬＣｅｎｔｅｒ
ｆｏｒＢｉｏｌｏｇｉｃａｌａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＬｅａｒｎｉｎｇ．ｈｔｔｐ：／／ｃｂｃｌ．
ｍｉｔ．ｅｄｕ／ｓｏｆｔｗａｒｅｄａｔａｓｅｔｓ／ＰｅｄｅｓｔｒｉａｎＤａｔａ．ｈｔｍｌ．



ＰＣＡ是有解析解的方法，有关ＰＣＡ的数据点仅由
一次计算得到，它不需由多次计算取平均而得．
ＢＦＢＮＭＳＦ的曲线在图４、图６和图８中均始终列
于最下方且基本上远离ＮＭＦ和ＰＣＡ的曲线，这说
明同压缩率下，ＢＦＢＮＭＳＦ比ＮＭＦ和ＰＣＡ对矩阵
集描述准确得多．

图６　ＢＦＢＮＭＳＦ、ＮＭＦ和ＰＣＡ间的描述力比较
（基于ＰＩＥ人脸数据库的子库）

图７　ＢＦＢＮＭＳＦ、ＮＭＦ和ＰＣＡ间的描述力比较示例
（示例中原图取自ＰＩＥ人脸数据库）

图８　ＢＦＢＮＭＳＦ、ＮＭＦ和ＰＣＡ间的描述力比较
（基于ＭＩＴ行人数据库）

图９　ＢＦＢＮＭＳＦ、ＮＭＦ和ＰＣＡ间的描述力比较示例
（示例中原图取自ＭＩＴ行人数据库）

图５、图７和图９依次对图４、图６和图８所记
录的比较结果给出了图示，这些图示直观地支持了
上述结论．
４２　推广性

本小节比较上述３种描述方法在推广性上的差
异，统一的参照指标取为描述系数量．相同描述系数
量下，ＢＦＢＮＭＳＦ对训练数据的描述力通常要差于
ＮＭＦ和ＰＣＡ（因为在相同描述系数量下，做ＢＦＢ
ＮＭＳＦ时的压缩率常常远高于做ＮＭＦ时和做
ＰＣＡ时的压缩率），如果此时ＢＦＢＮＭＳＦ对测试数
据的描述力好于ＮＭＦ和ＰＣＡ，那么说明ＢＦＢ
ＮＭＳＦ对训练数据的描述力与对测试数据的描述
力间差异小于ＮＭＦ和ＰＣＡ对训练数据的描述力
与对测试数据的描述力间差异，即ＢＦＢＮＭＳＦ比
ＮＭＦ和ＰＣＡ的推广性好．

表１以ＯＲＬ库的４００幅图为训练数据，以
ＹＡＬＥ库、ＰＩＥ库和ＵＭＩＳＴ库的图像为测试数据，
给出了对这３种方法的推广性进行比较实验的示
例．这时，在同保留２２５个描述系数的情况下，做
ＢＦＢＮＭＳＦ的压缩率（４４．３）远高于做ＮＭＦ和做
ＰＣＡ的压缩率（１．７１），ＢＦＢＮＭＳＦ对训练数据的描
述力差于ＮＭＦ和ＰＣＡ（见表１中“训练结果示例”
下重建图及其对应的重建相对误差）；但ＢＦＢＮＭＳＦ
对ＹＡＬＥ库、ＰＩＥ库和ＵＭＩＳＴ库图像的描述力远
远好于ＮＭＦ和ＰＣＡ（见表１中“推广性测试结果示
例”下重建图及其对应的重建相对误差）．

表２和表３也给出了对这３种方法的推广性进
行比较的实验示例．与表１不同的是：表２以ＰＩＥ库
子库（９号摄像机获取的所有人的不同光照下图像）
的１４２８幅图为训练数据，以ＹＡＬＥ库、ＯＲＬ库、
ＵＭＩＳＴ库以及ＰＩＥ库的其它子库（所有人的正面
光照下各种姿态图，共８８４幅，４．１小节中的实验用
过这组数据）图像为测试数据；表３以ＭＩＴ库的
９２４幅图为训练数据，以ＩＮＲＩＡ库①图像为测试数
据．表２和表３的构造原则与表１一致，它们中的图
例和数据也都分别直观和客观地说明了ＢＦＢＮＭＳＦ
在对训练数据的描述力差于ＮＭＦ和ＰＣＡ的情况
下，对测试数据的描述力好于ＮＭＦ和ＰＣＡ．
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表１　犅犉犅犖犕犛犉、犖犕犉以及犘犆犃间的推广性比较示例（训练数据为犗犚犔人脸数据库）

方
法

训练结果示例 推广性测试结果示例
取自ＯＲＬ库 取自ＹＡＬＥ库 取自ＰＩＥ库 取自ＵＭＩＳＴ库

原
图

Ｂ
Ｆ
Ｂ
Ｎ
Ｍ
Ｓ
Ｆ

犾１×犾２＝１５×１５／压缩率＝４４．３

重
建

误差０．１０１ ０．１２５ ０．１２０ ０．１１７ ０．０９３ ０．１０１ ０．１０５ ０．１０７ ０．１２１ ０．１５２ ０．１４１ ０．１１５

Ｎ
Ｍ
Ｆ

犔＝２２５／压缩率＝１．７１

重
建

误差０．０９２ ０．１０６ ０．１０３ ０．２６８ ０．２６８ ０．２４４ ０．１８０ ０．１９６ ０．１７３ ０．２４９ ０．２２７ ０．２３３

Ｐ
Ｃ
Ａ

犔＝２２５／压缩率＝１．７１

重
建

误差０．０６０ ０．６９３ ０．０７７ ０．２００ ０．１８４ ０．１９１ ０．１５３ ０．１５３ ０．１５０ ０．１９２ ０．１６７ ０．２０２
注：（１）训练数据为ＯＲＬ库的全部４００幅图；（２）压缩率指对训练数据的压缩率；（３）误差指重建时的相对误差．

表２　犅犉犅犖犕犛犉、犖犕犉以及犘犆犃间的推广性比较示例（训练数据为犘犐犈人脸数据库的子库）

方
法

训练结果示例 推广性测试结果示例
取自ＰＩＥ库的子库 取自ＹＡＬＥ库 取自ＯＲＬ库 取自ＵＭＩＳＴ库 取自ＰＩＥ库的其它子库

原
图

ＢＦＢＮＭＳＦ

犾１×犾２＝１５×１５／压缩率＝３５．６９
重
建
误差０．０９００．０９６０．１０２０．１３５０．１１３０．１０９０．１１３０．１２９０．１４７０．１５８０．１５１０．１２９０．１４７０．１１８０．１７９

Ｎ
Ｍ
Ｆ

犔＝２２５／压缩率＝５．４０
重
建
误差０．０６３０．０５６０．０５８０．２７１０．２４００．２２８０．１５５０．１６６０．１９７０．２５６０．２６９０．２４３０．２３２０．１６６０．２４７

Ｐ
Ｃ
Ａ

犔＝２２５／压缩率＝５．４０
重
建
误差０．０４２０．０３４０．０３５０．１８１０．１６６０．１５８０．１３６０１５８０．１５９０．１８６０．１８９０．１８５０．１９２０．１５００．２０３

注：（１）训练数据为ＰＩＥ库中由９号摄像机获取的１４２８幅图；（２）压缩率指对训练数据的压缩率；（３）误差指重建时的相对误差；
（４）测试用ＰＩＥ库图像从左到右分别由５、２９和７号摄像机拍摄（与训练图的拍摄角度不同）．

表３　犅犉犅犖犕犛犉、犖犕犉以及犘犆犃间的推广性比较示例（训练数据为犕犐犜行人数据库）

方
法

训练结果示例（取自ＭＩＴ库） 推广性测试结果示例（取自ＩＮＲＩＡ库）

原
图

Ｂ
Ｆ
Ｂ
Ｎ
Ｍ
Ｓ
Ｆ

犾１×犾２＝１５×１５／压缩率＝１９．３５

重
建

误差 ０．１６５ ０．１６１ ０．１６８ ０．１４３ ０．１７０ ０．１３６ ０．１６２ ０．１６２ ０．１４７ ０．１３５
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（续　表）

Ｎ
Ｍ
Ｆ

犔＝２２５／压缩率＝３．３９

重
建

误差 ０．１４１ ０．１５３ ０．１３１ ０．１９６ ０．２３９ ０．２２１ ０．２１８ ０．２３４ ０．２２５ ０．２０４

Ｐ
Ｃ
Ａ

犔＝２２５／压缩率＝３．３９

重
建

误差 ０．０８５ ０．１１９ ０．０８３ ０．１６７ ０．２０８ ０．１７８ ０．２０２ ０．１８３ ０．１６９ ０．１７８
注：（１）训练数据为ＭＩＴ库的全部９２４幅图；（２）压缩率指对训练数据的压缩率；（３）误差指重建时的相对误差．

　　由表１、表２和表３可得到的共同结论是：训练
数据为数据矩阵集时，ＢＦＢＮＭＳＦ结果的推广性比
ＮＭＦ和ＰＣＡ结果的推广性要好得多．

５　结　论
非负矩阵分解（ＮＭＦ）是一个较新的但越来越

常用的非负多元数据描述方法．ＮＭＦ的处理对象
本质上是向量集，为使数据矩阵集能适于用ＮＭＦ
处理，矩阵集中的矩阵要被逐一矢量化．这常使对
应的ＮＭＦ学习问题成为典型的小样本问题，从而
使ＮＭＦ结果的描述力不强、推广性差，最终使处理
数据矩阵集时ＮＭＦ的可应用性变差．取ＮＭＦ之
长，补ＮＭＦ之短，本文提出了非负矩阵集分解
（ＮＭＳＦ）的概念，在ＮＭＳＦ的框架下，重点研究了
基于双线性型的非负矩阵集分解（ＢＦＢＮＭＳＦ），分
析了ＢＦＢＮＭＳＦ的基本属性，讨论了ＢＦＢＮＭＳＦ的
构造特点和优化模型，实现了一个单调的ＢＦＢＮＭＳＦ
算法．

理论分析和实验结果均表明：处理数据矩阵集
时，ＢＦＢＮＭＳＦ比ＮＭＦ的描述力强、推广性好．此
外，在实验比较中，最常用的数据描述方法———ＰＣＡ
也被作为了被比较项之一，实验的结果还揭示出：处
理数据矩阵集时，ＢＦＢＮＭＳＦ也比ＰＣＡ描述力强、
推广性好．需要指出，更强的描述力和更好的推广
性意味着由ＢＦＢＮＭＳＦ提取出的数据矩阵特征要
比由ＮＭＦ和ＰＣＡ提取出的数据矩阵特征更为
本质．

本文中提出的ＮＭＳＦ为解决ＮＭＦ处理数据
矩阵集时遇到的问题提供了一个一般性的操作框
架，不同的ＮＭＳＦ实现形式可被采用．不同实现形
式的ＮＭＳＦ算法将蕴涵不同的代数学、认知学和统

计学解释，将有不同的特性．实现蕴涵某种或某些期
望特性的其他ＮＭＳＦ算法将是进一步的研究目标．
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附录．　对定理１～定理４的证明．
定义．　如果犙（犎，犌）犉（犎），当且仅当犌＝犎时有

犙（犎，犌）＝犉（犎），则犙（犎，犌）称为犉（犎）的二元辅助函数．
为之后推导方便，这里预先给出２个引理．
引理１．　如果犙（犎，犌）为犉（犎）的二元辅助函数，且犌

固定后，犙（犎，犌）是犎的严格凸函数，则依照
犎狋＋１＝ａｒｇｍｉｎ犎

犙（犎，犎狋） （Ａ１）
调整犎可使犉（犎）严格单调下降．犎狋和犎狋＋１分别为犎的当
前值和更新后的值．

证明．　犉（犎狋＋１）犌（犎狋＋１，犎狋）＜犌（犎狋，犎狋）＝犉（犎狋）．
引理２．　犪为一向量，ｄｉａｇ｛犪｝为以犪的元素为对角线元

素的对角阵，犃为与ｄｉａｇ｛犪｝大小相同的对称阵，λ１，λ２，…，λ狀
为犃的特征值，则犪２１λ１，犪２２λ２，…，犪２狀λ狀为ｄｉａｇ｛犪｝犃ｄｉａｇ｛犪｝的
特征值．

证明．　对犃做特征值分解有犃＝犇ＴΣ犇，Σ＝ｄｉａｇ｛λ１，
λ２，…，λ狀｝为以犃的特征值为对角线元素的对角阵，犇是由
犃的特征向量组成的矩阵且犇中特征向量的排放顺序与特征
值在Σ的对角线上的排放顺序一致，则ｄｉａｇ｛犪｝犃ｄｉａｇ｛犪｝＝
（犇ｄｉａｇ｛犪｝）ＴΣ犇ｄｉａｇ｛犪｝＝犇Ｔ（ｄｉａｇ｛犪｝Σｄｉａｇ｛犪｝）犇＝
犇Ｔｄｉａｇ｛犪２１λ１，犪２２λ２，…，犪２狀λ狀｝犇．
１．对定理１的证明

要处理的优化问题为：在固定｛犇犽０，犽＝１，２，…，犖｝和
犚０的情况下，解

ｍｉｎ
０犔犻·，

犻＝１，２，…，犿
∑
犖

犽＝１
‖犃犽犻·－（犔犻·＋ε犔犻·）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）‖

２
２

（Ａ２）
　　直接对式（Ａ２）优化是很困难的，这里解决此难题的思
路是构造一个辅助函数，通过优化它来优化式（Ａ２）．这个辅
助函数的基本特点是存在解析解，因此对其做优化非常简单
（这种构造思路在以后的几个定理证明中也是要反复用到
的，之后就不再赘述了）．犔犻·的目标函数可精简为

犉犔（犔犻·）＝∑
犖

犽＝１
（犔犻·＋ε犔犻·）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）·

［（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）］Ｔ（犔犻·＋ε犔犻·）Ｔ－
２犃犽犻·［（犔犻·＋ε犔犻·）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）］Ｔ　（Ａ３）

令（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）＝犎犽，（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）［（犇犽＋ε犇犽）·
（犚＋ε犚）］Ｔ＝犆犽．取

［犓犽犔（犅犻·）］犪犫＝δ犪犫［（犅犻·＋ε犔犻·）犆犽］犪／（犅犻犪＋ε１）（Ａ４）
选０＜ε１＜ε．依照文献［９］中的思路，构造

犙犔（犔犻·，犅犻·）＝犉犔（犅犻·）＋∑
犖

犽＝１
（犔犻·－犅犻·）犓犽犔（犅犻·）（犔犻·－犅犻·）Ｔ＋

２（犔犻·－犅犻·）［犆犽（犅犻·＋ε犔犻·）Ｔ－犎犽犃犽犻·Ｔ］（Ａ５）
显然犙犔（犔犻·，犔犻·）＝犉犔（犔犻·）．

因为

犉犔（犔犻·）＝∑
犖

犽＝１
－２犃犽犻·［（犔犻·＋ε犔犻·）犎犽］Ｔ＋

（犔犻·＋ε犔犻·）犆犽（犔犻·＋ε犔犻·）Ｔ

＝∑
犖

犽＝１
－２犃犽犻·［（犅犻·＋ε犔犻·）犎犽］Ｔ＋

（犅犻·＋ε犔犻·）犆犽（犅犻·＋ε犔犻·）Ｔ－
（犅犻·＋ε犔犻·）犆犽（犅犻·＋ε犔犻·）Ｔ＋
（犔犻·＋ε犔犻·）犆犽（犔犻·＋ε犔犻·）Ｔ－
２犃犽犻·［（犔犻·＋ε犔犻·）犎犽］Ｔ＋２犃犽犻·［（犅犻·＋ε犔犻·）犎犽］Ｔ

＝犉犔（犅犻·）＋∑
犖

犽＝１
（犔犻·＋ε犔犻·）犆犽（犔犻·＋ε犔犻·）Ｔ＋

（犅犻·＋ε犔犻·）犆犽（犅犻·＋ε犔犻·）Ｔ－
２（犔犻·＋ε犔犻·）犆犽（犅犻·＋ε犔犻·）Ｔ＋
２（犔犻·＋ε犔犻·）犆犽（犅犻·＋ε犔犻·）Ｔ－
２（犅犻·＋ε犔犻·）犆犽（犅犻·＋ε犔犻·）Ｔ－
２犃犽犻·［（犔犻·＋ε犔犻·）犎犽］Ｔ＋２犃犽犻·［（犅犻·＋ε犔犻·）犎犽］Ｔ

＝犉犔（犅犻·）＋∑
犖

犽＝１
（犔犻·－犅犻·）犆犽（犔犻·－犅犻·）Ｔ＋

２（犔犻·－犅犻·）［犆犽（犅犻·＋ε犔犻·）Ｔ－犎犽犃犽犻·Ｔ］（Ａ６）

所以犙犔（犔犻·，犅犻·）－犉犔（犔犻·）＝（犔犻·－犅犻·［）∑犖犽＝１犓犽犔（犅犻·）－
犆］犽（犔犻·－犅犻·）Ｔ．根据引理２，犽∈｛１，２，…，犖｝，犓犽犔（犅犻·）－
犆犽半正定当且仅当ｄｉａｇ｛（犅犻·＋ε１犅犻·）｝［犓犽犔（犅犻·）－犆犽］·
ｄｉａｇ｛（犅犻·＋ε１犅犻·）｝半正定．ε１犡与ε犡以同样的方式定义，但
ε１犡的所有元素均为ε１．狏∈犚犾１，仿照文献［９］中的思路，有

狏Ｔｄｉａｇ｛（犅犻·＋ε１犅犻·）｝犓犽犔（犅犻·）ｄｉａｇ｛（犅犻·＋ε１犅犻·）｝狏

＝∑
犾１

犪＝１∑
犾１

犫＝１
狏犪（犅犻犪＋ε１）（犅犻犫＋ε１）狏犫δ犪犫·
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　［（犅犻·＋ε犔犻·）犆犽］犪／（犅犻犪＋ε１）

＝∑
犾１

犪＝１
狏２犪（犅犻犪＋ε１）∑

犾１

犼＝１
（犅犽犻犼＋ε）［犆犽］犼犪

＝∑
犾１

犪＝１∑
犾１

犫＝１
（犅犻犪＋ε１）（犅犻犫＋ε１）［犆犽］犫犪１

２狏
２犪＋１２狏

２（ ）犫＋
　∑

犾１

犪＝１∑
犾１

犫＝１
（犅犻犪＋ε１）（ε－ε１）［犆犽］犫犪狏２犪 （Ａ７）

那么，
狏Ｔｄｉａｇ｛（犅犻·＋ε１犅犻·）｝［犓犽犔（犅犻·）－犆犽］ｄｉａｇ｛（犅犻·＋ε１犅犻·）｝狏

＝∑
犾１

犪＝１∑
犾１

犫＝１
（犅犻犪＋ε１）（犅犻犫＋ε１）［犆犽］犫犪１

２狏
２犪＋１２狏

２（ ）犫＋
　∑

犾１

犪＝１∑
犾１

犫＝１
（犅犻犪＋ε１）（ε－ε１）［犆犽］犫犪狏２犪－

　∑
犾１

犪＝１∑
犾１

犫＝１
狏犪（犅犻犪＋ε１）［犆犽］犪犫（犅犻犫＋ε１）狏犫

＝∑
犾１

犪＝１∑
犾１

犫＝１
［犆犽］犪犫（犅犻犪＋ε１）（犅犻犫＋ε１）１２狏

２犪＋１２狏
２犪－狏犪狏（ ）犫＋

　∑
犾１

犪＝１∑
犾１

犫＝１
［犆犽］犪犫（ε－ε１）（犅犻犪＋ε１）狏２犪０ （Ａ８）

因此，犙犔（犔犻·，犅犻·）－犉犔（犔犻·）０．根据定义，犙犔（犔犻·，犅犻·）是
犉犔（犔犻·）的二元辅助函数．固定｛犇犽０，犽＝１，２，…，犖｝，犚０
和犅犻·０，犙犔（犔犻·，犅犻·）是犔犻·的严格凸函数，所以在犙犔（犔犻·，
犅犻·）的唯一最小值处有

犙犔（犔犻·，犅犻·）
犔犻· ＝２∑

犖

犽＝１
（犔犻·－犅犻·）犓犽犔（犅犻·）－

［犃犽犻·犎犽Ｔ－（犅犻·＋ε犔犻·）犆犽］＝０（Ａ９）
那么，此最小值点处，

犔犻·＝犅犻·＋∑
犖

犽＝１
［犃犽犻·犎犽Ｔ－（犅犻·＋ε犔犻·）犆犽］∑

犖

犽＝１
［犓犽犔（犅犻·｛ ｝）］－１

（Ａ１０）
根据引理１，

犉犔（犔犻·）＜犉犔（犅犻·） （Ａ１１）
当仅考虑犔犻犼，由式（Ａ１０）有

犔犻犼＝－ε１＋
（犅犻犼＋ε１）∑

犖

犽＝１
犃犽犻·犎犽［ ］Ｔ犼

（犅犻·＋ε犔犻·）∑
犖

犽＝１
犆［ ］犽犼

　 （Ａ１２）

取ε１→０，则

犔犻犼＝
犅犻犼∑

犖

犽＝１
犃犽犻·犎犽［ ］Ｔ犼

（犅犻·＋ε犔犻·）∑
犖

犽＝１
犆［ ］犽犼

　 （Ａ１３）

　　令犅＝犔（狆狉犲狊犲狀狋）和犔＝犔（狀犲狑）分别为犔的当前值和更
新后的值，把式（Ａ１３）用矩阵形式表示并把犆犽和犎犽的表达
式代入式（Ａ１３），根据式（Ａ１１）有：在犚０和｛犇犽０，犽＝１，
２，…，犖｝固定的情况下，按

犔（狀犲狑）＝犔（狆狉犲狊犲狀狋）∑
犖

犽＝１
犃犽［（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）］Ｔ

｛
⊙

［犔（狆狉犲狊犲狀狋）＋ε犔］∑
犖

犽＝１
［（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）］·

［（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）］｝Ｔ （Ａ１４）
调整犔，可使ＢＦＢＮＭＳＦ目标函数值下降．令犔（狆狉犲狊犲狀狋）是
非负的，则犔（狀犲狑）也是非负的，因为这时式（Ａ１４）右边的所
有变量值都是非负的．和⊙分别代表哈达马乘和除（矩阵
对应元素间的乘和除）．

需要指出，如果正文式（７）中没有引入的ε犔，ε犇犽和ε犚，
按上述过程推导出的式（Ａ１４）将面临潜在的数学上无定义
的情况（除以０）．对于下文将出现的式（Ａ１５）和式（Ａ３０），情
况也是类似的，不再赘述．
２．对定理２的证明

犚与犔在∑
犖

犽＝１
‖犃犽－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）‖２犉中是

对偶关系，因此，通过一个与证明定理１相类似的过程（证明
定理１时，从优化犔·犻入手，这里从优化犚·犼入手，证明思路完
全一致）可得：在犔０和｛犇犽０，犽＝１，２，…，犖｝固定的情况
下，令犚（狆狉犲狊犲狀狋）是非负的，按

犚（狀犲狑）＝犚（狆狉犲狊犲狀狋）∑
犖

犽＝１
［（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）］Ｔ犃犽

｛
⊙

∑
犖

犽＝１
［（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）］Ｔ［（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）］·

［犚（狆狉犲狊犲狀狋）＋ε犚｝］ （Ａ１５）
调整犚，可使ＢＦＢＮＭＳＦ目标函数值下降且犚（狀犲狑）非负．
犚（狆狉犲狊犲狀狋）和犚（狀犲狑）分别代表犚的当前值和更新后的值．
３．对定理３的证明

因为

∑
犖

犽＝１
‖犃犽－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）‖２犉

＝∑
犖

犽＝１
狋狉犪犮犲｛［犃犽－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）］·

［犃犽－（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）］Ｔ｝

＝∑
犖

犽＝１
狋狉犪犮犲｛犃犽犃犽Ｔ－２（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）犃犽Ｔ＋

（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）（犚＋ε犚）Ｔ（犇犽＋ε犇犽）Ｔ（犔＋ε犔）Ｔ｝

＝∑
犖

犽＝１
狋狉犪犮犲｛犃犽犃犽Ｔ－２（犇犽＋ε犇犽）Ｔ（犔＋ε犔）Ｔ犃犽（犚＋ε犚）Ｔ＋

（犇犽＋ε犇犽）Ｔ（犔＋ε犔）Ｔ（犔＋ε犔）（犇犽＋ε犇犽）（犚＋ε犚）（犚＋ε犚）Ｔ｝
（Ａ１６）

所以，犇狆的目标函数是
犉犇狆（犇狆）＝狋狉犪犮犲｛－２（犇狆＋ε犇犽）Ｔ（犔＋ε犔）Ｔ犃狆（犚＋ε犚）Ｔ＋
（犇狆＋ε犇犽）Ｔ（犔＋ε犔）Ｔ（犔＋ε犔）（犇狆＋ε犇犽）（犚＋ε犚）（犚＋ε犚）Ｔ｝

（Ａ１７）
记犛＝（犔＋ε犔）Ｔ（犔＋ε犔），犜＝（犚＋ε犚）（犚＋ε犚）Ｔ，犝狆＝（犔＋
ε犔）Ｔ犃狆（犚＋ε犚）Ｔ，犇狆＝［犇狆·１，犇狆·２，…，犇狆·犾２］．
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因为
狋狉犪犮犲｛（犇狆＋ε犇狆）Ｔ犛（犇狆＋ε犇狆）犜｝

＝狋狉犪犮犲

（犇狆·１＋ε犇狆·１）Ｔ犛（犇狆·１＋ε犇狆·１）（犇狆·１＋ε犇狆·１）Ｔ犛（犇狆·２＋ε犇狆·２）…（犇狆·１＋ε犇狆·１）Ｔ犛（犇狆·犾２＋ε犇狆·犾２）
（犇狆·２＋ε犇狆·２）Ｔ犛（犇狆·１＋ε犇狆·１）（犇狆·２＋ε犇狆·２）Ｔ犛（犇狆·２＋ε犇狆·２）…（犇狆·２＋ε犇狆·２）Ｔ犛（犇狆·犾２＋ε犇狆·犾２）

  … 
（犇狆·犾２＋ε犇狆·犾２）

Ｔ犛（犇狆·１＋ε犇狆·１）（犇狆·犾２＋ε犇狆·犾２）
Ｔ犛（犇狆·２＋ε犇狆·２）…（犇狆·犾２＋ε犇狆·犾２）

Ｔ犛（犇狆·犾２＋ε犇狆·犾２

熿

燀

燄

燅）

犜１１犜１２…犜１犾２
犜２１犜２２…犜２犾２
…
犜犾２１犜犾２２…犜犾２犾

熿

燀

燄

燅
烅

烄

烆

烍

烌

烎２

＝∑
犾２

犻＝１∑
犾２

犼＝１
（犇狆·犻＋ε犇狆·犻）Ｔ犛（犇狆·犼＋ε犇狆·犼）犜犼犻

＝∑
犾２

犻＝１
（犇狆·犻＋ε犇狆·犻）Ｔ犛（犇狆·犻＋ε犇狆·犻）犜犻犻＋∑

犾２

犻＝１∑
犾２

犼＝１
（犇狆·犻＋ε犇狆·犻）Ｔ犛（犇狆·犼＋ε犇狆·犼）犜犼犻（１－δ犻犼） （Ａ１８）

并且

狋狉犪犮犲｛（犇狆＋ε犇狆）Ｔ犝狆｝＝∑
犾２

犻＝１
（犇狆·犻＋ε犇狆·犻）Ｔ犝狆·犻 （Ａ１９）

所以犇狆·犮的目标函数为
犉犇狆（犇狆·犮）＝（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）Ｔ犛犜犮犮（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）＋

２（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）Ｔ ∑
犾２

犼＝１，犼≠犮
犛（犇狆·犼＋ε犇狆·犼）犜犼犮－犝狆·［ ］犮

（Ａ２０）
这样就完成了对正文式（１１）中的目标函数的推导．

记犈犮＝犛犜犮犮，犞狆·犮＝犝狆·犮－∑
犾２

犼＝１，犼≠犮
犛（犇狆·犼＋ε犇狆·犼）犜犼犮，取

［犓犇狆（犣狆·犮）］犪犫＝δ犪犫［犈犮（犣狆·犮＋ε犇狆·犮）］犪／（犣狆犪犮＋ε１）
（Ａ２１）

依照文献［９］中的思路，构造
犙犇狆（犇狆·犮，犣狆·犮）＝犉犇狆（犇狆·犮）＋（犇狆·犮－犣狆·犮）Ｔ犓犇狆（犣狆·犮）（犇狆·犮－犣狆·犮）＋

２（犇狆·犮－犣狆·犮）Ｔ［犈犮（犣狆·犮＋ε犇狆·犮）－犞狆·犮］（Ａ２２）
显然犙犇狆（犇狆·犮，犇狆·犮）＝犉犇狆（犇狆·犮）．

仿照式（Ａ６）的推导过程有
犉犇狆（犇狆·犮）＝（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）Ｔ犈犮（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）－２（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）Ｔ犞狆·犮

＝犉犇狆（犣狆·犮）＋（犇狆·犮－犣狆·犮）Ｔ犈犮（犇狆·犮－犣狆·犮）＋
２（犇狆·犮－犣狆·犮）Ｔ［犈犮（犣狆·犮＋ε犇狆·犮）－犞狆·犮］ （Ａ２３）

所以犙犇狆（犇狆·犮，犇狆·犮）－犉犇狆（犇狆·犮）＝（犇狆·犮－犣狆·犮）Ｔ［犓犇狆·犮（犣狆·犮）－
犈犮］（犇狆·犮－犣狆·犮）．根据引理２，犓犇狆·犮（犣狆·犮）－犈犮半正定当且仅当
ｄｉａｇ｛（犣狆·犮＋ε１犣狆·犮）｝［犓犇狆（犣狆·犮）－犈犮］ｄｉａｇ｛（犣狆·犮＋ε１犣狆·犮）｝半正
定．仿照式（Ａ７）和式（Ａ８）的推导过程有，狏∈犚犾１，
狏Ｔｄｉａｇ｛（犣狆·犮＋ε１犣狆·犮）｝［犓犇狆（犣狆·犮）－犈犮］ｄｉａｇ｛（犣狆·犮＋ε１犣狆·犮）｝狏

＝∑
犾１

犪＝１∑
犾１

犫＝１
［犈犮］犪犫（犣狆犪犮＋ε１）（犣狆犫犮＋ε１）·

１
２狏

２犪＋１２狏
２犫－狏犪狏（ ）犫＋

∑
犾１

犪＝１∑
犾１

犫＝１
（犣狆犪犮＋ε１）（ε－ε１）［犈犮］犪犫狏２犪０ （Ａ２４）

所以犙犇狆（犇狆·犮，犣狆·犮）－犉犇狆（犇狆·犮）０．根据定义，犙犇狆（犇狆·犮，犣狆·犮）
是犉犇狆（犇狆·犮）的二元辅助函数．固定除犇狆·犮外的｛犇犽０，犽＝１，
２，…，犖｝，犔０，犚０和犣狆·犮０，犙犇狆（犇狆·犮，犣狆·犮）是犇狆·犮的严格

凸函数，所以在犙犇狆（犇狆·犮，犣狆·犮）的唯一最小值处有
犙犇狆（犇狆·犮，犣狆·犮）

犇狆·犮 ＝２犓犇狆（犣狆·犮）（犇狆·犮－犣狆·犮）＋
２［犈犮（犣狆·犮＋ε犇狆·犮）－犞狆·犮］＝０　（Ａ２５）

那么，最小值点为
犇狆·犮＝犣狆·犮＋［犓犇狆（犣狆·犮）］－１［犞狆·犮－犈犮（犣狆·犮＋ε犇狆·犮）］（Ａ２６）

根据引理１，
犉犇狆（犣狆·犮）＜犉犇狆（犇狆·犮） （Ａ２７）

当仅考虑犇狆犻犮，由式（Ａ２６）有

犇狆犻犮＝－ε１＋ 犞狆犻犮犣狆犻犮
［犈犮（犣狆·犮＋ε犇狆·犮）］犻

（Ａ２８）

取ε１→０，则
犇狆犻犮＝ 犞狆犻犮犣狆犻犮

［犈犮（犣狆·犮＋ε犇狆·犮）］犻
（Ａ２９）

　　令犣狆·犮＝犇狆·犮（狆狉犲狊犲狀狋）和犇狆·犮＝犇狆·犮（狀犲狑）分别为犇狆·犮的当前
值和更新后的值，用向量形式表示式（Ａ２９），并根据式（２７）
有，在固定除犇狆·犮外的｛犇犽０，犽＝１，２，…，犖｝，犔０和犚０
的情况下，按
犇狆·犮（狀犲狑）＝犞狆·犮犇狆·犮（狆狉犲狊犲狀狋）⊙［犛犜犮犮（犇狆·犮（狆狉犲狊犲狀狋）＋ε犇狆·犮）］

（Ａ３０）
调整犇狆·犮，可使目标函数值下降．如果犻∈｛１，２，…，犾１｝，
犞狆犻犮０，且令犇狆·犮（狆狉犲狊犲狀狋）是非负的，执行式（Ａ３０）后
犇狆·犮（狀犲狑）是非负的；如果犻∈｛１，２，…，犾１｝，犞狆犻犮０不能被满
足，执行式（Ａ３０）后犇狆·犮（狀犲狑）未必非负，这样不能满足
ＢＦＢＮＭＳＦ对分解结果非负的要求，所以这时不能用
式（Ａ３０）调整犇狆·犮．
４．对定理４的证明

因为
犉犇狆（犇狆·犮）＝（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）Ｔ犛犜犮犮（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）－２（犇狆·犮＋ε犇狆·犮）Ｔ犞狆·犮　

　　＝∑
犾１

犻＝１∑
犾１

犼＝１
（犇狆犻犮＋ε）［犈犮］犻犼（犇狆犼犮＋ε）－２∑

犾１

犺＝１
（犇狆犺犮＋ε）犞狆犺犮

（Ａ３１）
所以犇狆狇犮的目标函数为

犉犇狆（犇狆狇犮）＝［犈犮］狇狇（犇狆狇犮＋ε）２＋２（犇狆狇犮＋ε）·　

∑
犾１

犼＝１，犼≠狇
［犈犮］狇犼（犇狆犼犮＋ε）－犞狆狇｛ ｝犮 （Ａ３２）
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犉犇狆（犇狆狇犮）是抛物线函数，在除犇狆狇犮外的｛犇犽０，犽＝１，２，…，
犖｝，犔０和犚０固定的情况下，［犈犮］狇狇＞０，令犇狆狇犮（狀犲狑）代
表犇狆狇犮被更新后的值，根据抛物线理论，为使犉犇狆（犇狆狇犮）达到
对犇狆狇犮有非负限制时的最小值应这样操作：如果犉犇狆（犇狆狇犮）的
最小值点处犇狆狇犮为非负值，取犇狆狇犮（狀犲狑）为此最小值点处的
犇狆狇犮值；如果犉犇狆（犇狆狇犮）的最小值点处犇狆狇犮为负值，取犇狆狇犮（狀犲狑）
为０．按照这样的思路，此时犉犇狆（犇狆狇犮）在

犇狆狇犮（狀犲狑）＝ｍａｘ－ε＋
犞狆狇犮－∑

犾１

犼＝１，犼≠狇
［犈犮］狇犼（犇狆犼犮＋ε）
犛犜犮犮 ，烅烄烆 烍烌烎０

（Ａ３３）
处达到对犇狆狇犮有非负限制时的最小值（如果狓０，ｍａｘ｛狓，０｝
不改变狓；如果狓＜０，ｍａｘ｛狓，０｝使狓取零）．

犔犐犔犲，Ｐｈ．Ｄ．，ｌｅｃｔｕｒｅｒ．Ｈｉｓｒｅ
ｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓａｒｅｍａｉｎｌｙｉｎｎｏｎｎｅｇａ
ｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ，ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ
ｍａｔｒｉｘｓｅｔｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｉｒａｐｐｌｉ
ｃａｔｉｏｎｏｎｉｍａｇｅｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ．

犣犎犃犖犌犢狌犑犻狀，ｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，Ｐｈ．Ｄ．ｓｕｐｅｒｖｉｓｏｒ．Ｈｉｓｒｅ
ｓｅａｒｃｈｉｎｔｅｒｅｓｔｓａｒｅｉｎｉｍａｇｅｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄｒｅｌａｔｅｄｓｕｂ
ｊｅｃｔｓ．ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｅ．ｔｓｉｎｇｈｕａ．ｅｄｕ．ｃｎ／～ｚｈａｎｇｙｕｊｉｎ／
ｉｎｄｅｘ．ｈｔｍ

犅犪犮犽犵狉狅狌狀犱
　　Ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ（ＮＭＦ）ｉｓａｒｅｌａｔｉｖｅｌｙ
ｎｅｗｂｕｔｍｏｒｅａｎｄｍｏｒｅｐｏｐｕｌａｒｍｅｔｈｏｄｆｏｒｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ
ｏｆｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍｕｌｔｉｖａｒｉａｔｅｄａｔａ．ＮＭＦｃａｎｒｅｖｅａｌｔｈｅｌａｔｅｎｔ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ，ｆｅａｔｕｒｅｏｒｐａｔｔｅｒｎｉｎｔｈｅｄａｔａ，ｓｏｔｈａｔｉｔｈａｓｂｅｅｎ
ａｐｐｌｉｅｄｉｎｓｅｖｅｒａｌｒｅｓｅａｒｃｈｆｉｅｌｄｓ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ＮＭＦｉｓｃｏｎ
ｆｒｏｎｔｅｄｗｉｔｈｔｗｏｍａｉｎｐｒｏｂｌｅｍｓ（ｕｎｓａｔｉｓｆａｃｔｏｒｙａｃｃｕｒａｃｙｏｆ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎａｎｄｂａｄｇｅｎｅｒａｌｉｔｙ）ｗｈｉｌｅｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｅｄｉｓａ
ｍａｔｒｉｘｓｅｔ，ｂｅｃａｕｓｅｔｈｅｏｂｊｅｃｔｐｒｏｃｅｓｓｅｄｂｙＮＭＦｉｓｉｎｔｒｉｎｓｉ
ｃａｌｌｙａｓｅｔｏｆｖｅｃｔｏｒｓ，ａｎｄｂｅｃａｕｓｅｔｈｅｎｅｃｅｓｓａｒｙｖｅｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ
ｆｏｒｅｖｅｒｙｍａｔｒｉｘｉｎｔｈｅｐｒｏｃｅｓｓｅｄｍａｔｒｉｘｓｅｔｏｆｔｅｎｍａｋｅｔｈｅ
ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｏｆｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｉｎＮＭＦｌｅａｒｎｉｎｇｔｏｂｅｍｕｃｈ
ｇｒｅａｔｅｒｔｈａｎｔｒａｉｎｉｎｇｓａｍｐｌｅｓｉｚｅｓｏｔｈａｔｔｈｅｌｅａｒｎｉｎｇｂｅｃｏｍｅｓ
ｔｙｐｉｃａｌｓｍａｌｌｓａｍｐｌｅｌｅａｒｎｉｎｇ．

ＩｎｔｈｉｓｐａｐｅｒｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｙＰｒｏｊｅｃｔ６０８７２０８４ｏｆＮａｔｉｏｎａｌ

ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＦｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆＣｈｉｎａ，ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｓｅｔ
ｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ（ＮＭＳＦ）ｉｓｃｏｎｃｅｉｖｅｄｔｏｏｖｅｒｃｏｍｅｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｓ
ａｂｏｖｅａｎｄｔｏｒｅｔａｉｎＮＭＦ’ｓｇｏｏｄｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ．Ａｓｏｐｐｏｓｅｄｔｏ
ＮＭＦ，ＮＭＳＦｄｉｒｅｃｔｌｙｐｒｏｃｅｓｓｅｓｏｒｉｇｉｎａｌｄａｔａｍａｔｒｉｃｅｓｒａｔｈｅｒ
ｔｈａｎｖｅｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｍ．Ｕｎｄｅｒｔｈｅｆｒａｍｅｏｆ
ＮＭＳＦ，ｂｉｌｉｎｅａｒｆｏｒｍｂａｓｅｄｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅｍａｔｒｉｘｓｅｔｆａｃｔｏｒｉ
ｚａｔｉｏｎ（ＢＦＢＮＭＳＦ）ｉｓｓｙｓｔｅｍａｔｉｃａｌｌｙｓｔｕｄｉｅｄ，ａｎｄａｍｏｎｏ
ｔｏｎｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍｏｆＢＦＢＮＭＳＦｉｓｐｕｔｆｏｒｗａｒｄ．Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｗｈｉｌｅｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ
ａｄａｔａｍａｔｒｉｘｓｅｔ，ＢＦＢＮＭＳＦｒｅｓｕｌｔｓｉｎｍｏｒｅａｃｃｕｒａｔｅｒｅｐｒｅ
ｓｅｎｔａｔｉｏｎａｎｄｈｏｌｄｓｂｅｔｔｅｒｇｅｎｅｒａｌｉｔｙｔｈａｎＮＭＦ，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｉｔ
ｔｅｎｄｓｔｏｅｘｔｒａｃｔｍｏｒｅｅｓｓｅｎｔｉａｌｆｅａｔｕｒｅｓｏｆｄａｔａｍａｔｒｉｘｓｅｔｓ
ｔｈａｎＮＭＦ．
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