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摘　要　随着三维扫描获取技术的快速发展，三维数字几何模型已经成为一种新兴的数字媒体，在多个领域取得
了广泛的应用．针对数字几何进行高效、鲁棒的处理，也成为近年来计算机图形学研究的热点问题．文中针对数字
几何处理研究领域内的若干研究方向，按照数字几何的建模、分析、优化、应用等流程，分别进行分析，以期使读者
对三维数字几何处理的研究进展有全面的了解，并对未来的研究工作有切实的帮助．
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１　引　言
人类生存在一个信息高度发达的社会中，信息

的表达形式多种多样，并且越来越丰富．音频、图像、
视频等数字媒体以其表达信息的直观性和生动性，
在人们的日常生活和工作中起到了至关重要的作
用．２０世纪９０年代后期，随着三维扫描获取技术的
发展，一种新的数字媒体形式，即数字几何，已经出

现在人们的视野当中，并在工业制造、数字娱乐、生
物医药、数字文化遗产保护等方面取得了广泛的应
用．随着数字几何应用范围的不断扩大，迫切需要一
套面向数字几何获取建模、结构分析、数据优化等的
处理技术，数字几何处理在这样的背景下应运而生．

数字几何描述的对象是三维形体，并且以三维
曲面为主要表达形式．三维空间中的曲面一般可以
表达为连续或离散的形式．连续形式主要包括参数
曲面（包括在几何造型中常用的张量积样条曲面）、



隐式曲面和细分曲面，而离散形式主要包括网格和
点云．在三维曲面的多种表达形式中，三角网格以其
关联结构简单、表达能力丰富、绘制手段直接、便于
扫描获取等优点得到了最为广泛的应用，也成为数
字几何处理中研究得最多、最广泛的一类表达方式．
本文也主要针对三角网格进行数字几何处理研究的
分析和讨论．

本文基本按照数字几何建模、处理、应用的流程
来组织，具体安排如下：在第２节，主要介绍对扫描
仪获取的点云进行配准和网格重构；网格优化与参
数化的研究工作会在第３节中进行分析；对三维网
格进行特征分析将在第４节中着重讨论；第５节主
要介绍网格变形和快速建模；模型匹配和检索技术
在第６节中讨论，最后在第７节总结全文．

２　点云配准与网格重构
２．１　点云注册算法

由于扫描仪每次只能从一个固定视点方向获得
几何深度信息，并且三维形体的不同部分可能在同
一方向上存在遮挡，所以需要对三维形体从不同角
度进行扫描，从而获取其各个部分的点云（ｐｏｉｎｔ
ｃｌｏｕｄ）数据．这些扫描数据之间有公共部分，而几何
位置却存在于各自的局部坐标系下，彼此无法重合，
需要在全局坐标系下对各片进行配准合并，以得到
完整的三维模型点云数据．点云注册（ｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ）
算法的目标就是求解使得多片点云精确配准所需要
的刚体变换．该算法依照处理问题的不同可分为全
局注册（ｇｌｏｂａｌｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ）和局部注册（ｌｏｃａｌ
ｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ）．全局注册研究任意初始位置的两片
（多片）点云之间的全局最优配准，为局部注册提供
较好的初始位置．局部注册研究初始位置较好的两
片（多片）点云如何进行精确配准．其中，两片点云之
间的注册算法是多片点云注册的基础，在配准过程
中，固定一片点云，另一片向其做刚体变换．

全局注册按照算法思路的不同可以分为投票法
和特征对应法两种．投票法的主要思想是：利用刚体
变换是一个有限维（６维）空间的特点，对两片点云
中对应的不共线的三点，计算一个最佳的刚体变换
使得点对配准，然后将该刚体变换记录在一个离散
的６维刚体变换查找表中．当所有三点对应的刚体
变换都保存在查找表中时，拥有最多记录的刚体变
换是使最多点对重合的刚体变换，即为所求．投票法
的代表性文章有文献［１３］．

不同于投票法的穷举思想，特征对应法是通过
两片点云上点的几何特征量来进行配准，几何特征
相同的点被认为是对应点，前提是用于建立对应的
特征量必须在刚体变换下保持不变．特征对应法使
用的特征可分为高维特征量和低维特征量．高维特
征量度量了点云上每一点的高维几何特征，是对该
点几何信息的详细描述．基于此进行全局注册的代
表性工作有文献［４］，文章中使用ＳｐｉｎＩｍａｇｅ作为
全局注册的特征量．高维特征的优点是区分度大，可
以较为直接地建立特征对应，但是计算和存储的开
销较大．与高维特征相对的是低维特征，低维特征一
般选取模型表面曲率以及和曲率有关的几何信息作
为特征量，容易计算、存储和比较．但是由于特征的
维数较低，同一个点云表面可能有多个点拥有相同
的低维特征，所以如何缩小低维特征的搜索空间，是
使用低维特征量进行特征匹配所要着重研究的问
题．最近，一种新的低维特征量———积分不变量
（ｉｎｔｅｇｒａｌｉｎｖａｒｉａｎｔｓ）［５］被应用在全局注册领域［６７］，
该特征量具有尺度特性、对噪声不敏感的优点，可以
对点云表面特征进行鲁棒的识别和区分，保证了注
册结果的可靠性．

和全局注册不依赖初始位置不同，局部注册要
求有比较好的初始位置．点云的局部注册算法以优
化衡量点云之间配准程度的函数为目标，采用迭代
的方法，使得点云契合程度不断趋于局部最优．局部
注册的最经典算法是迭代最近点法（Ｉｔｅｒａｔｉｖｅ
ＣｌｏｓｅｓｔＰｏｉｎｔ），即ＩＣＰ方法［８］．该方法每次迭代分
为两步：首先求得运动点云中的每一点在固定点云
中的最近点，将最近点作为其对应点；然后用四元数
法求解使得对应点距离平方和最小的刚体变换．由
于最近点并不是几何位置上精确的对应点，所以该
方法需要迭代进行，使得点云之间的距离不断减小，
直到达到收敛条件为止．与该方法平行发表的另一
篇论文［９］也采用了同样的算法框架，所不同的是在
每次迭代的第二步，其求解刚体变换的目标是使得
点到其最近点切平面的距离平方和最小．

后来发表的很多扩展ＩＣＰ方法的局部注册文
章均是在ＩＣＰ算法框架下进行，不同主要体现在寻
找对应点的策略以及度量点云之间距离的形式．文
献［１０］中总结了基于ＩＣＰ算法的种种扩展，并提出
迭代对应点（ｉｔｅｒａｔｉｖｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｐｏｉｎｔ）应该是
对ＩＣＰ算法的一个更合适的称谓．由于ＩＣＰ类的
算法都是采用迭代收敛的框架，因此衡量算法质
量的主要标准是收敛速度，即对于初始位置相同的
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两片点云，每次迭代相对于前次迭代的残差之比．文
献［１０］中通过算法之间的实验结果比较，显示出
ＩＣＰ算法的收敛速度取决于两方面：即选取对应点
的策略以及度量点云之间距离的形式．Ｐｏｔｔｍａｎｎ
等［１１］从理论上证明了ＩＣＰ算法的线性收敛性，并将
局部注册的问题抽象为如下式表示的优化问题：

犉（α）＝∑犻犱２（α（狓０犻），） （１）
其中α代表注册求解的刚体变换，狓０犻代表运动点云
中的点，表示固定点云曲面，犱２表示从点狓０犻到固定
点云的距离平方．优化目标是求解最优的刚体变
换α，使得经过该刚体变换之后，运动点云上的点
到固定点云的距离平方之和最小．其中α是一个３×
３的正交旋转矩阵犚和一个３×１的平移向量狋，由
于犚的行列之间满足正交性质，所以该问题是一个
受限非线性优化问题（ｃｏｎｔｒａｉｎｅｄｎｏｎｌｉｎｅａｒｏｐｔｉｍｉ
ｚａｔｉｏｎｐｒｏｂｌｅｍ）．文献［１１］中引入距离平方函数和
刚体运动学的理论，将该优化问题的能量函数犉进
行了线性二阶近似，提出了基于Ｎｅｗｔｏｎ法的二阶
收敛局部注册算法，并通过实验验证了理论结果．
Ｈｕａｎｇ等［１２］为了克服多片点云之间对应点缺乏整
体契合约束的缺点，提出了一种新的基于整体拟合
的注册算法，该方法在注册的过程中用一个整体隐
式函数来拟合多片点云，然后将每片点云向该隐式
函数所代表的原型曲面注册，拟合和注册过程迭代
进行，最终不但能得到注册后的完整点云，也可同时
获得整体拟合隐式曲面，重构出网格结构．

之前提到的注册算法均是利用部分点云之间的
刚体变换进行拼合，即点云在变换后任意两点之间
距离保持不变．这要求扫描实物本身在扫描过程中
不会发生形变，这种约束一般是满足的．但如果扫描
实物不是静态的物体（如人脸、人体等），而会在扫描
过程中发生形变，在这种情况下，如果依然用刚体变
换来求解注册，会产生非常大的注册误差，并对网格
重构的质量产生严重影响（见２．２节）．于是，非刚体
注册（ｎｏｎｒｉｇｉｄｒｅｇｉｓｔｒａｔｉｏｎ）成为目前点云注册研
究领域的热点问题．非刚体变换相对于刚体变换，旋
转矩阵犚不受正交性质约束，变换的自由度更大．于
是点云之间对应点的选取需要非常鲁棒，不正确的对
应点将会造成非刚体注册点云退化的情况发生．
２．２　点云重构网格

三角网格是数字几何处理中最基本的几何表达
方式，因此经过注册后的模型整体点云数据通常还
需要由重构（ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ）算法构造成网格．在上

节中提到的单片扫描点云一般以深度图像的形式存
在，因此可以由点阵序列直接构造网格，但这样的网
格一般无法直接使用．一方面是因为单幅深度图像
无法描述模型的整体几何形状，经过注册后深度图
像之间的重合部三角化不唯一，需要重新进行构造；
另一方面，在扫描过程中，三维实体的不同部分可能
存在遮挡，使得原有单幅深度图像的三角化存在几
何上的尖锐跳变，这种情况是不符合实际几何特征
的．因此需要在多片扫描点云注册结束之后，重新构
造三维网格结构．

从点云构造网格的关键在于如何由输入的离散
点构造出其拓扑连接关系．常见的网格重构算法分
为两种，一种是基于计算几何学的方法，另一种是基
于隐式曲面的方法．

第１种方法基于计算几何理论，计算输入点云
的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化或者其对偶的Ｖｏｒｏｎｏｉ图，然后
利用这些图结构构造出点云中点的连接关系．代表
性的工作有文献［１３１７］．这种方法通常认为输入点
云中每个点都是重构网格的顶点，可以最大限度地
保持重构网格和输入点云几何特征的一致性，算法
的复杂度也取决于输入点云中点的个数，并且一些
方法还可以根据点云采样率等条件对重构网格质量
进行理论上的论证．这种方法的缺点是算法理论基
于采样率、光滑性等假设，在实际中网格重构的效果
往往依赖于输入点云的质量．所以对于含噪声的点云
经常需要去噪后再进行重构，一种常用的去噪方法
是基于ＭＬＳ（ＭｏｖｉｎｇＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ）定义平滑的点
集曲面（ｐｏｉｎｔｓｅｔｓｕｒｆａｃｅ）［１８１９］及其扩展方法［２０２２］．

第２种方法认为输入点云是三维空间中隐式函
数０等值面（ｚｅｒｏｌｅｖｅｌｓｅｔ）的采样，首先根据点云位
置拟合出光滑的隐式函数，然后用轮廓面构造的方法
将隐式函数的０等值面离散化为三角网格．其中代表
性的工作有文献［２３２８］．这种方法的优点是重构出
的网格能够保证是闭合的，有严格的内部和外部之
分；并且由于采用隐式函数作为中间表示，可以表达
任意拓扑的曲面．缺点是算法复杂度取决于构造隐式
函数以及生成轮廓面的复杂度，而非输入点云的规
模；另外由于采用提取轮廓面的离散体方法［２９３１］，使
得生成的三角网格含有大量狭长的三角面片，可能
需要根据后续应用进行网格重剖，见第３．３．１节．

随着扫描获取精度的提高，扫描点云的规模也
随之增大，如何进行海量点云的网格重构是学者比
较关心的问题．另外扫描点云常常含有噪音，如何使
网格重构算法不受点云噪声影响，并且能够同时保
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持几何细节，也是网格重构研究的热点．
２．３　网格修复

由于扫描获取的点云数据常常因为扫描实物的
自身反射属性和周围环境的影响而含有噪声，并且
注册算法造成的整体误差可能使合并后的点云无法
精确契合，这都会给网格重构算法带来困难，使生成
的网格含有几何错误或拓扑错误．另一方面，网格处
理很多算法的效果会受到模型质量的影响，所以需
要对重构生成的网格进行几何及拓扑错误修复，以
便更加方便和鲁棒地应用到后续的数字几何处理当
中去．

几何错误指网格表面含有洞（ｈｏｌｅ）、自相交
（ｓｅｌｆｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ）、面片重合（ｆａｃｅｏｖｅｒｌａｐ）等几何
位置缺失或者交叠．修复几何错误的方法按照直接
操作对象的不同可分为基于网格的修复和基于体数
据（ｖｏｌｕｍｅｔｒｉｃｄａｔａ）的修复两种．基于网格的修复
直接在网格上进行操作，判断错误位置，并显式地将
错误去除，代表性的工作有文献［３２３４］．这类方法
的优点是可以保持远离几何错误区域的网格结构不
变，修复后的网格面片数量一般不会改变太多；缺点
是由于修复过程精确依赖于几何位置的判断，容易
受数值误差的影响，并且常常需要用户进行交互．另
一种方法是基于体数据的几何错误修复方法，该方
法首先将原有的网格转换为一种中间的体数据来表
示，如均匀栅格（ｕｎｉｆｏｒｍｇｒｉｄ）、八叉树栅格（ｏｃｔｒｅｅ
ｇｒｉｄ），然后在体数据上进行修复操作，最后重构出
网格，代表性的工作有文献［３５３７］．这类方法的好
处是非常便于处理自相交和面片重合的情况，并且
保证输出的网格是闭合的；缺点在于完全改变了原
来网格的连接关系，会生成大量狭长的三角形．

拓扑错误是指重构的网格经常会含有多余的环
（ｈａｎｄｌｅ）、孤岛（ｉｓｌａｎｄ）和空洞（ｃａｖｉｔｙ），这些拓扑错
误会极大影响网格简化、参数化等重要数字几何处
理算法的效果，给实际应用带来了很大的困难．为
此，常常需要对这些拓扑错误进行修复和去除，生成
拓扑简单、易于处理的高质量网格．拓扑修复算法也
可以分为基于网格和基于体数据两种．基于网格的
方法直接在待修复的网格上进行操作，首先判断出
现拓扑错误的位置，然后直接修改出错部分的拓扑，
以达到去除拓扑错误的目的，相关的代表性工作有
文献［３８４０］．这类方法的优点也在于网格拓扑正确
的部分可以不做任何改变；缺点是在去除拓扑错误的
同时可能会引入新的几何错误，并且算法往往基于遍
历搜索和判别，计算复杂性高．基于体数据的拓扑修

复方法首先将网格模型转换为体数据，然后在体数
据上寻找和去除拓扑错误，最后再将体数据转换回
网格，代表性的工作有文献［３５，４１］．体方法的优点
是基于体数据来表示几何，可以利用较为鲁棒的拓
扑操作和拓扑结构来进行拓扑修复，而且由于体数
据有严格的内部和外部之分，不会在修复的同时引
入新的几何错误；缺点是修复后的结果可能会引入
新的环，并且由于采用体数据恢复网格，改变了原有
网格连接关系，会生成大量的狭长三角面片．最近，
一种新的基于骨架利用八叉树层次体数据的拓扑修
复方法［４２］被提出，该方法能够在去除拓扑错误的
同时保证不引入新的几何和拓扑错误，并且由于
利用八叉树多分辨率的体数据结构，可以高效地
处理大规模网格数据．这种方法后来被扩展用于
交互式的网格拓扑编辑［４３］，为用户提供了更大的
自由度．图１给出了文献［４３］中基于草图的拓扑
编辑的例子．

图１　在曲别针模型上基于草图的拓扑编辑（其中图（ａ）是原
始模型，放大显示粘连部分；（ｂ）是用户输入的草图，表示编辑
后的拓扑；（ｃ）是算法按照输入草图进行拓扑编辑的结果，放
大显示的原始粘连部分被分开）

３　网格优化与参数化
网格优化和参数化是网格模型的基本处理工

具．由于网格是由几何及拓扑连接关系共同决定的，
网格优化可以只对几何进行调整，例如网格平滑，但
往往需要同时对几何和拓扑连接进行调整，例如网
格模型的简化和重剖．由于网格是嵌入在三维空间
中的二维流形的离散表示，为了便于对其进行处理，
需要将其映射到更简单的参数域上，因而参数化也
是网格模型处理中的一个核心问题．
３．１　网格平滑

网格平滑具有多方面的用途，包括网格模型的
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去噪、多分辨率分析等．其中网格去噪与网格平滑既
密切相关，又有所区别．去噪主要针对的是去除那些
由于扫描获取等的限制而使得获得的模型包含的随
机噪声．相对而言，网格平滑的概念适用的范围更
广．网格平滑早期的工作使用拉普拉斯平滑［４４］实现
网格模型的平滑，将每个顶点移动到其邻域的平均
位置．这种方法速度快、容易实现，但是容易产生体
积上的收缩现象．网格平滑可以视作对网格的一种
滤波，根据滤波器是否具有各向同性，可以把网格平
滑方法分成各向同性滤波和各向异性滤波．

各向同性滤波方法在平滑时，使用的滤波器对
各个方向的作用相同．Ｔａｕｂｉｎ［４５］的方法采用网格上
信号处理的思想，通过结合使用具有正的和负的阻
尼因子的两个滤波器以补偿体积的收缩，不过需要
恰当地设置参数才能达到理想的效果．Ｄｅｓｂｒｕｎ等
人［４６］基于几何扩散和曲率流的思想，提出了使用隐
式滤波的方法．他们的方法通过对平滑后的模型进
行整体缩放以保证体积不变．国内在这方面取得了
一定的研究成果．刘新国等人［４７］在能量优化过程中
保持面片中点不变，并通过迭代的方法求解．李桂
清［４８］将这一思想扩展到任意多边形网格的平滑上．
刘利刚等人［４９］采用带约束优化的方法进行网格平
滑，通过求解稀疏线性系统，不需要进行迭代操作．

由于使用了各向作用相同的滤波器，各向同性
滤波的方法相对简单，但是往往会造成平滑之后重
要特征的丢失．近年来的研究主要集中在各向异性
滤波方法上．这类方法包括使用各向异性几何扩
散［５０５２］、使用位置和几何（法向）信息相结合的双边
滤波器［５３５４］、先平滑法向并据此更新顶点坐标的二
阶段方法［５５５８］、通过优化一个包含坐标和法向的能
量的方法［５９］．

网格平滑是很多网格应用中需要的基本步骤．
在选择适当的方法时，需要考虑从速度和质量角度
进行权衡．
３．２　网格简化

网格简化在保持几何近可能接近的情况下，减
少顶点、面片和边的数量，从而使模型能在相对低性
能的计算机上绘制和处理．通过网格简化还可以实
现模型的多层次（ＬｅｖｅｌｏｆＤｅｔａｉｌｓ，ＬＯＤ）表示．网格
简化方法可以大致分成３大类：（１）基于顶点收缩
的方法［６０６１］的一个基本操作步骤是删除一个顶点及
其一环邻域内的所有面片，然后对产生的空洞进行
重新三角化．（２）基于边收缩的方法［６２６５］基本的步
骤是把一条边的两个顶点收缩为一个顶点，删除该

边及其相邻的两个面片．文献［６３］中的方法提出记
录边收缩过程的数据结构，从而实现一种基于简化
的网格多分辨率表示，即累进网格．Ｇａｒｌａｎｄ等［６４］提
出的基于二次误差的方法，可以快速确定合理的边
收缩顺序并计算新顶点的位置．（３）基于面片收缩
的方法［６６］每次简化操作删除一个面片，引入一个新
顶点，并收缩与之相邻的各面片．这３类网格简化方
法中，基于边收缩的方法自由度最大，因而简化效果
最好，但计算量也最大．基于顶点收缩的方法计算量
最小，但简化的效果也相对较差．基于面片收缩的方
法在效率和效果上都介于两者之间．目前最广泛使
用的网格简化方法是基于边收缩的方法．通常的网
格简化方法对于大多数模型都能取得较好的简化效
果．对于模型上包含的特征，使用诸如文献［６４］的方
法容易在简化过程中丢失，特别是简化到较少面片
的时候．文献［６７］使用网格显著度（ｓａｌｉｅｎｃｙ）思想，
把它与网格简化过程相结合，可以在简化过程中更
好地保持特征．
３．３　网格重剖

网格重剖是数字几何处理中的一个基本问题．
在输入网格的基础上，保持几何信息基本不变的前
提下对网格的几何采样、连接关系进行重构，使其满
足应用的需要（如等边三角形）或更好地表示几何
（如保证采样精度的前提下减少三角形数目）．根据
生成的网格多边形的不同，常用的网格重剖可以分
为三角网格重剖和四边网格重剖．四边网格相比较
传统的三角网格，在表示曲面上具有一系列优势：一
方面，它们可以用更自然的方式表示主曲率结构，另
一方面，边的方向与主曲率方向一致的四边网格是
对曲面的一种更好的离散近似［６８］，并且可以减少法
向噪声［６９］．
３．３．１　三角网格重剖

在文献［７０］中研究了各向同性（等边）三角网格
重剖．作者采用误差扩散的方法来计算初始顶点分
布，然后使用全局共形参数化和加权的中心
Ｖｏｒｏｎｏｉ图（ｃｅｎｔｒｏｉｄａｌＶｏｒｏｎｏｉＤｉａｇｒａｍ）来改进顶
点的位置．最后，使用带约束的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化的
方法构造重剖后的网格．由于算法中使用了全局参
数化，这个方法对于复杂拓扑的模型效果不理想．在
文献［７１７２］中提出了一种改进的方法，通过一系列
局部参数化代替全局参数化．Ｂｏｔｓｃｈ和Ｋｏｂｂｅｌｔ［７３］
提出了有一种有效的启发式方法，通过迭代的局部
更新操作获得各向同性的网格，这种方法对于比较
光滑的模型取得了很好的效果．即使采用曲率自适
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应采样，根据曲率调整采样的密度［７０７２，７４７５］，这些方
法仍不能很好地处理只有一个较大曲率值的情形．
文献［７６］中提出使用特征敏感度量下的各向同性三
角网格重剖，在保持较规则的连接关系的基础上，对
于特征区域具有更好的采样．
３．３．２　四边网格重剖

Ａｌｌｉｅｚ等人［７７］提出了一种在输入网格参数域进
行主曲率线积分的方法，并通过这些曲率线求交来
构造四边主导网格．Ｍａｒｉｎｏｖ和Ｋｏｂｂｅｌｔ［７８］的工作
将这个方法推广为直接在输入网格上进行曲率线积
分．曲率线积分的方法采用贪心策略来添加曲率线，
因而不能保证全局上曲率线的均匀分布．即使经过
了平滑，主曲率方向通常仍有奇异点．因此，Ｄｏｎｇ等
人［７９］建议使用光滑的调和标量场的梯度来代替主
曲率方向．这种方法可以获得更规则的网格，但是需
要用户干预并且结果不具有很好的特征敏感特性．

全局参数化是另一类有效地进行四边网格重剖
的方法．几何图像［８０］将任何输入网格重剖为完全使
用四边形的网格，这是通过将输入网格切割成拓扑
圆盘（基本域），在方形参数域上对曲面进行参数化，
并进行规则重采样．多片几何图像［８１］扩展了这个思
想，通过将输入模型分成若干部分，并进行逐一参数
化．这种方法可以显著降低参数化的变形，提高网格
质量，但是需要拉紧（ｚｉｐｐｅｒｉｎｇ）操作以保证重剖后
的模型仍然是闭合的．在文献［８２］中提出的周期全
局参数化的方法，它将输入模型参数化并保证参数
域内映射后的主方向与坐标轴的方向一致．这种方
法需要依赖于非线性优化．在获得参数化之后，只要
在参数域内规则采样即可获得重剖后的网格模型．
Ｋｌｂｅｒｅｒ等人［８３］改进了这种方法，他们的方法在
２流形的分支覆盖上将给定方向场转换为单一方向
场，从而简化了算法实现并生成具有较少奇异点的四
边网格．最近在文献［８４］中提出的方法将对称方向场
和全局参数化转化为混合整数问题，使得四边网格在

保持面片规则的情况下尽可能地与网格特征相符合．
当采用局部参数化进行网格重剖时，输入网格

需要分解为一系列子网格，并且需要满足边界处的
约束条件．Ｄｏｎｇ等人［８５］提出了一种四边网格重剖
算法，通过沿梯度场连接Ｌａｐｌａｃｅ谱函数的极值点
构造基四边网格．这种方法可以获得只含有较少奇
异点的网格，其缺点是网格的边没有很好地与主方
向保持一致．

在文献［８６］中Ｍａｒｉｎｏｖ等提出了一种两阶段算
法，在第一阶段中，使用类似于形状近似算法［６８］将输
入网格分解为一系列的子网格，然后在每个子网格上
应用组合优化的方法来构造输出网格．这种方法特别
适合于生成较粗的四边网格．在文献［８７］中Ｃａｎａｓ
等提出了一种基于等值面提取（ｃｏｎｔｏｕｒｉｎｇ）的方
法，它可以以交互式的速率运行，但是以牺牲输出网
格的质量为代价．在文献［８８］中Ｌａｉ等提出一种特
征敏感四边网格重剖方法，通过局部迭代操作，生成
网格边与主曲率方向一致的四边主导网格．
３．４　网格参数化

由于几何模型是嵌入在三维空间中的二维流
形，相对于图像、视频，它本身不具备规则的参数域，
这给三维模型的高效处理带来了很多困难．模型参
数化研究三维空间中的曲面和某个更简单、更规则
的二维参数域之间的一一映射．由于网格是一种分
段线性的表示形式，网格参数化需要计算每个顶点
相对应的参数值，并利用线性映射关系确定整个曲
面到参数域的映射．网格的参数化要求曲面与映射
后的参数域之间是拓扑同胚的，理想的参数化应当
是１１映射，即要求不存在参数域的折叠现象．近年
来，网格曲面的参数化取得了相当程度的进展，但是
仍然有很多重要的问题值得进一步研究．根据参数
域的不同，目前的参数化可以大致分成基网格参数
化、平面参数化、球面参数化和其它参数化四种主要
的类型，参见图２．

图２　不同类型的参数化：平面参数化［８９］、球面参数化［９０］、基网格参数化［９１］以及多立方体参数化［９２］
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３．４．１　基网格参数化
基网格是指结构上比较简单的一个网格．基网

格参数化最早由Ｅｃｋ等人提出［９３］．Ｅｃｋ的做法是采
用了一种启发式的贪心策略来选择满足一定条件的
基准面（ｓｉｔｅｆａｃｅ），并通过它们构造一个Ｖｏｒｏｎｏｉ
图．基准面的选择保证了它的对偶图是一个原网格
的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角剖分，这个三角剖分构成了参数化
的基网格．之后，使用满足边界约束条件的调和映射
（ｈａｒｍｏｎｉｃｍａｐｐｉｎｇ）对内部的顶点计算参数化值．
这个方法最大的缺点是分片算法的不稳定以及分片
和调和映射的时间代价比较高．Ｌｅｅ等人［９４］提出了
一种多分辨率自适应的曲面参数化方法（简称
ＭＡＰＳ）．该方法首先采用基于ＤｏｂｋｉｎａｎｄＫｉｒｋ
ｐａｔｒｉｃｋ（ＤＫ）的顶点删除方法对顶点进行移除，使用
局部共形映射把每个移除区域映射到平面上，通过
带约束的Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化重新划分．通过迭代这个
过程，得到一个基网格．当层次简化过程结束时，所
有被删除的顶点都被参数化到基网格表面上．
Ｋｈｏｄａｋｏｖｓｋｙ等人［９１］也是利用简化方法［６３６４］得到
基网格．这种方法生成的基网格边界并不完全事先
决定．在得到基网格后，通过迭代的松弛（ｒｅｌａｘａ
ｔｉｏｎ）操作，使结果（主要是指ｐａｔｃｈ的边界处）在全
局意义下更加光滑，更适合于几何体的变形等．基网
格参数化的好处是基网格保留了原网格的拓扑关
系，可以适用于高亏格的情形，并且在几何上与原网
格近似，因而通常变形较小．
３．４．２　平面参数化

平面是二维形式中最简单的，也是诸如纹理图
像之类最自然的载体．平面参数化可以根据把网格
作为一个整体还是切分成很多部分而分为单片
（ｓｉｎｇｌｅｃｈａｒｔ）平面参数化以及多片（ｍｕｌｔｉｃｈａｒｔ）平
面参数化．使用越多的片来进行参数化，产生的变形
一般会越小，但是参数化的结果连续性越差．在平面
参数化之前，如果网格的亏格大于０，或为了减少映
射变形，一般都需要经过恰当的切割．在此基础上，
平面参数化可分为固定边界和边界可变两种类型．
早期的研究多集中在有固定边界的情况下，采用一
定的度量标准进行相应的优化求解．但是由于预先
确定的边界可能与自然伸展情况相差较大，因而往
往导致大的变形；近年来的一些方法则把边界作为
求解结果的一部分，因而变形更小．边界固定的参数
化方法通常把边界固定在预先指定的凸多边形上，
Ｆｌｏａｔｅｒ提出的形状保持（ｓｈａｐｅｐｒｅｓｅｒｖｉｎｇ）准则的
参数化［９５］，Ｆｌｏａｔｅｒ提出的均值（ｍｅａｎｖａｌｕｅ）参数

化［９６］以及Ｓａｎｄｅｒ等人［９７］提出的极小化伸缩参数
化．其中，文献［９７］的方法由于尽可能减少纹理的采
样不足，因而较适合于纹理映射，不过，由于使用了
非线性映射，因而计算代价较高．

边界自由的参数化方法包括：Ｌéｖｙ等人［９８］的
方法在离散条件下以最小二乘意义满足局部共形映
射（ｃｏｎｆｏｒｍａｌｍａｐ）．但是在一些情况下（特别是指
定较多的初始参数值的情况）它所得到的外部边界
可能会自交．Ｓｈｅｆｆｅｒ等人基于角度的展开（ａｎｇｌｅ
ｂａｓｅｄｆｌａｔｔｅｎｉｎｇ，ＡＢＦ）方法［９９］也存在类似的边界
自交问题，并且计算量较高．通过改进求解方法，作
者继而提出了关于该算法的一种实现方法
ＡＢＦ＋＋，显著提高了计算效率，并获得较理想的参
数化效果［１００］．Ｌéｖｙ等人提出的线性ＡＢＦ方法，通
过对ＡＢＦ进行线性近似显著提高了计算效率［１０１］．
Ｚｉｇｅｌｍａｎ等［１０２］采用了快速的测地距离计算，把参
数化的问题转换为已知高维空间中顶点两两之间的
距离，计算低维（平面）中的最优表示的降维问题，并
通过多维标度法（ＭｕｌｔｉＤｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＳｃａｌｉｎｇ，ＭＤＳ）
这种数学工具加以求解．Ｄｅｓｂｒｕｎ等人从离散微分
几何出发，通过最小化网格表面某些本质度量的参
数化变形，提出了网格的本质参数化算法（ｉｎｔｒｉｎｓｉｃ
ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ）［１０３］，给出了平面参数化的一个很
好的理论框架，在实践上也得到很好的结果．
Ｓｏｒｋｉｎｅ等人的方法［１０４］则可以看作是一种特殊的
不固定边界的参数化方法．

平面参数化的优化目标应当是保长度的．这就
要求曲面本身是可展的，这个约束通常都是不满足
的，因此，需要考虑更弱一些的约束条件．共形映射
（ｃｏｎｆｏｒｍａｌｍａｐｐｉｎｇ）是理论上和实践上都很重要
的一类映射．它的特点是局部保角．连续曲面到平面
的共形映射可以证明总是存在的，一些工作考虑了
共形映射的离散实现［８９，９８，１０３，１０５１０８］．ＡＢＦ［９９１０１］也可
以看作是共形映射的另一种离散近似，另一类的优
化目标是保面积，与保角映射很少的自由度相比，保
面积的映射自由度很大，所以一般需要添加其它的
约束条件．实际应用中多为两者之间的折衷，如文献
［９７］的极小化拉伸优化目标．文献［１０９］则以一些有
物理基础的公理作为出发点，给出了兼顾保长度、保
角和保面积的一种优化目标，并证明了最优解的存
在性．这种方法在实践中也得到较好的结果，但是它
导致的离散算法需要采用非线性优化来求解．与很
多方法不同的是，Ｇｕ等人提出的基于离散调和１形
式的方法［８９，１０５］，Ｋｈａｒｅｖｙｃｈ等人提出的基于ｃｉｒｃｌｅ
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ｐａｔｔｅｒｎ和非线性优化的方法［１０６］，Ｊｉｎ等人提出的基
于ｃｉｒｃｌｅｐａｃｋｉｎｇ和Ｒｉｃｃｉ流的方法［１０７］可以处理任
意拓扑的网格曲面，实现所谓的全局参数化．文
献［１０８］在文献［１０７］工作的基础上，计算极小化变
形的离散共形映射，取得了较好的效果．
３．４．３　球面参数化

对于亏格为０的闭曲面而言，球面是最自然的
参数域．与基网格参数化、平面参数化相比，球面参
数化的研究相对要少得多，起步也比较晚．将亏格为
零的三维模型进行直接球面参数化的方法大致可以
分成３类：（１）基于累进网格的方法．这种方法首先
由Ｓｈａｐｉｒｏ和Ｔａｌ［１１０］于１９９８年提出，文献［９０，１１１］
继续发展了这一思路．基本思想是：通过不断的面片
简化操作，得到一个带有局部参数化信息的累进网
格［６３６４］，然后通过不断地增加新的点（顶点分裂），来
得到球面上的参数化．最后通过一个全局的优化过
程来改善均匀性．但是一般来说，这种方法并不能保
证得到的网格是一个嵌入（有效的球面参数化）．
（２）球面松弛的方法．基本思想是通过把网格的所
有顶点投影到模型的最小包围球面上，在固定若干
顶点位置的基础上，使用离散Ｌａｐｌａｃｅ平均算子来
不断松弛球面上其它顶点的位置，直到实现球面参
数化［１１２１１３］．（３）基于凸组合的方法．Ｇｏｔｓｍａｎ［１１４］提
出将应用于平面参数化的凸组合方法扩展到球面域
中，他们给出了非常简明的计算方法，使用谱图论
（ｓｐｅｃｔｒａｌｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙ）证明了如下结论：任给一个
平面３连通的图，顶点位置构成一个球面三角化
（即三角形彼此不覆盖）的充分必要条件是每一个顶
点由它相邻顶点的某一凸组合投影到球面上形成一
个凸包．由于需要投影操作，该方法是非线性的，因
而计算复杂性很高．文献［１１５］中提出使用球坐标下
的凸组合方法，显著提高了计算效率．Ｇｕ等人［１１６］

通过调和能量的方法，构造球面共形映射，保持映射
前后局部的角度不变．
３．４．４　其它参数化

由于平面参数化往往具有较大的变形，或需要
引入不连续性．Ｔａｒｉｎｉ等人［９２］提出使用多立方体
（ｐｏｌｙｃｕｂｅｓ）作为参数域，把曲面映射到与之具有比
较一致的整体形状的多立方体上，从而在保证映射
连续性的基础上减少变形，且适合于使用硬件进行
纹理映射．Ｗａｎｇ等人［１１７］针对不同亏格的模型使用
不同的方法计算多立方体参数化，并把它应用于样
条拟合．还有一类特殊的参数化考察两个曲面之间
的直接映射［１１８１１９］，这类参数化尤其适用于进行曲

面间的变形（ｍｏｒｐｈｉｎｇ）和曲面混合．
目前，在参数化方面已有较多的研究工作，但是

针对一般模型，获得最接近于等度量的快速参数化方
法，仍然是值得研究的问题．另一个研究的方向是针
对特定应用研究最有效的满足约束的参数化方法．

４　网格模型特征分析
特征（ｆｅａｔｕｒｅｓ）是几何模型的重要组成部分，特

征对于几何模型的外观以及准确表达几何模型都具
有重要的作用．本节讨论与特征分析相关的处理技
术，包括几何特征量的计算，特征的提取与分析以及
网格分割．
４．１　几何特征量的计算

微分几何在曲线和曲面的几何分析中起到了重
要的作用．对于曲线和曲面的局部性质的分析通常
依赖于微分不变量，例如曲率，即使对于曲面的整体
形状的分析也往往受益于这些微分量．

由于微分对噪声非常敏感，所以在数字几何处
理中，应用基于微分不变量的算法之前，往往需要对
模型数据进行平滑去噪（参见３．１节）．但是使用去
噪存在一个难点：就是如何在保留模型细节的情况
下去除噪声，所以算法的适应性显得尤为重要，常常
需要研究某个尺度下的模型特征．

经典的微分几何不能直接用在特定的几何模
型，例如网格上．所以人们提出了“离散微分几何”的
概念，在近期这是一个非常有趣并且实用的研究领
域，并且是对经典微分几何的扩展，代表性的工作有
文献［５２，１２０１２２］．通过构造多层次网格，离散微分
几何的方法也可以得到多尺度（层次）上的曲率，但
这是以改变模型的几何为代价的．一些离散微分算
子也可以在不改变网格模型几何信息的情况下直接
用在大尺度上［１２１］，并且可以处理噪声数据［５２］，但
是，这些都不是离散微分几何的出发点和主要优势．

与离散微分几何相对应的，可以使用积分不变
量的思想对曲面的几何性质进行分析．Ｍａｎａｙ等
人［１２３］提出使用积分不变量作为平面曲线的特征，
并把它应用于曲线的匹配．Ｃｌａｒｅｎｚ等人的方
法［１２４１２５］通过考虑局部邻域的矩（ｍｏｍｅｎｔ）的方法来
分析局部性质，并用于鲁棒的特征区域提取，这可以
视作一种积分不变量的实现．文献［５］对积分不变
量及其与微分量之间的关系进行了详细的分析，文
献［１２６１２７］则将积分不变量的思想与主分量分析
（ＰＣＡ）相结合，可用于鲁棒地计算曲面的主曲率以
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及主曲率方向．
４．２　特征的提取与分析

特征通常指曲面上具有至少一个较大的主曲率
的区域．特征线（ｃｒｅｓｔｌｉｎｅｓ）是指（极大或极小）主曲
率沿相应主曲率方向的极值点的连线（或主曲率沿
着相应主曲率方向的方向导数的过零点）．特征提取
特别是特征线的提取可以通过局部或全局拟合并在
此基础上估计微分量的方法来实现［１２８１３１］．此外，基
于离散微分几何的方法可以直接在网格上计算特征
线，而不需要依赖于一个拟合或近似的步骤［１３２］．
Ｃｌａｒｅｎｚ等人的方法［１２４１２５］通过考虑局部邻域的矩的
方法来分析局部性质，并用于鲁棒地提取特征区域．
来煜坤等人［７６］通过分析欧氏空间和特征敏感空间
之间曲面的映射变形实现鲁棒的特征提取．文献
［１２６］则使用基于ＰＣＡ的积分不变量提取曲面上的
特征区域．

与特征提取存在大量相关文献不同，特征的自
动分类与编辑的工作要少得多．为了对特征整体形
状进行分析，文献［１３３］把数学形态学的方法推广到
了曲面上．Ｃｌａｒｅｎｚ等人［１２５］提出使用基于偏微分方
程（ＰＤＥ）的代数多栅格（ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ）算法，计算一组
多尺度基函数，并把它们用于特征敏感的曲面编辑．
基于小球与曲面的交线的特性，Ｍｏｒｔａｒａ等人［１３４］提
出了一种方法，局部地把顶点分成若干种类型，这种
分类过程仅考虑局部性质．文献［７６］的方法通过分析
提取的特征区域的边界和骨架等信息，把特征分类为
脊、谷、刺等类型，并用于特征的自动增强．

网格曲面上的旋转对称方向场对于很多图形学
应用都是一个重要的基本步骤，例如非真实感绘制
中使用的笔触和交叉线、曲面上纹理合成中的规则
模式以及曲面参数化和网格重剖中使用的主曲率方
向等，该问题在近年来得到研究者的广泛关注．对于
网格曲面上的犖路旋转对称方向场来说，最重要的
需求是允许用户完全控制方向场的拓扑，包括奇异
点的数目、位置和指数、闭路径的旋转次数［１３５１３６］．
文献［１３５］中的方法可以生成包含用户指定奇异点
的方向场，但同时也会生成额外的奇异点，所以需要
进一步使用奇异点对消除和奇异点移动操作来改进
结果．Ｒａｙ等人［１３６］首次得到了满足用户给定拓扑约
束的方向场，但它需要用户给定一个初始的具有指
定奇异点的方向场，在实际应用中，这是非常困难的
一步．文献［１３７］的方法可以自动在任意拓扑的网格
曲面上生成符合用户给定的方向场拓扑限制的

犖路旋转对称方向场，用户可以完全控制奇异点的
数量、位置和指数，环的旋转次数，并能交互式地对
方向场进行编辑．
４．３　网格分割

与图像分割相比，关于网格分割的研究起步较
晚，但是近年来的研究工作较多．基于不同的目的，
现有的网格分割算法可以大致分为两大类：第１类致
力于ＣＡＤ模型的反向工程应用（例如文献［１３８］）．这
类方法将模型分割成若干块，每一块可以由某一类
型的数学曲面最佳拟合，例如平面、柱面等．第２类
方法试图将“自然物体”分割成有意义的部分，这种分
割希望与人的主观想法相一致．目前主流的网格分割
工作基于迭代聚类方法．Ｓｈｌａｆｍａｎ等人［１３９１４２］使用犽
均值聚类将模型分割成有意义的部分［１３９１４２］．
Ｋａｔｚ［１４０］对此进行了改进，引入模糊聚类和极小边界
切割来获得聚类之间更平滑的边界．自顶向下多层
次的分割被用来分割具有固有层次关系的对象．这
类方法的一个最明显的缺点是需要计算每两个面之
间的距离，这使得直接处理大规模模型代价昂贵甚
至难以承受．

此外，还可以使用其他不同的方法对网格模型
进行分割．Ｙａｍａｃｈｉ等人［１４３］将均值偏移（ｍｅａｎ
ｓｈｉｆｔ）的无监督聚类方法应用于网格模型的法向上，
实现模型的分割，这类方法的一个问题是容易将模
型过度分割成比希望数目更多的片．Ｍａｎｇａｎ和
Ｗｈｉｔａｋｅｒ［１４４］采用分水岭算法对三角网格进行分割．
Ｋａｔｚ等人［１４５］提出了一种网格分割方法，基于多维
标度法以及特征点与核心提取．这种方法在网格相
对姿态发生变化时能获得较一致的结果．然而，由于
使用了计算复杂的方法来求解特征点，限制了可以
有效处理的模型规模．Ｍｉｔａｎｉ等人［１４６］提出了一种
利用网格制作纸模型的技术，这可以视作一种特殊
的网格分割方法，它生成自然的可展三角形条带．文
献［１４７］中通过把随机漫步模型应用于网格上，不仅
能获得较好的分割结果，而且计算效率得到显著
提高．

最近的工作［１４８］对三维网格近年来的七种分割
算法进行合并研究，同时和人们手工分割的结果按
照一定的量化标准进行比较，结果表明不同的人对
于大多数模型的手工分割具有很好的一致性，没有
一种自动的分割方法可以在所有种类的网格模型上
好于其它方法，而基于非局部形状特征的分割方法
和手工分割的结果更加近似．
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还有一些工作直接考虑交互式的网格分割．
Ｌｅｅ等人提出使用用户给定的引导线或自动提取的
切割线进行网格分割的算法，使用三维曲面上的
ｓｎａｋｅｓ算法优化切割边界［１４９１５０］．Ｆｕｎｋｈｏｕｓｅｒ等
人［１５１］提出了一种直观的交互式网格分割工具，在
用户绘制的笔触引导下计算最优切割路径，这一工
具被应用在一个快速建模系统中，该系统通过从模
型数据库中提取数据并进行缝合快速生成新的模
型．Ｓｈａｒｆ等人提出了一种基于图切割（ｇｒａｐｈｃｕｔ）
方法进行交互式网格分割的方法，同样将其应用于
“剪切与粘贴”（ｃｕｔａｎｄｐａｓｔｅ）系统中［１５２］．

包括网格分割在内的网格模型特征分析工具可
应用在快速建模［１５１］、特征增强［７６］等问题中，也可用
于改进传统几何处理问题的效果，随着这方面研究
的逐步深入，这些工具将会在其它数字几何处理中
取得更广泛的应用．

５　网格编辑和快速建模
５．１　网格变形

网格变形通常指在不改变网格拓扑连接关系的
同时改变网格顶点的坐标，使得原来网格模型的姿
态发生变化．网格变形技术在计算机动画以及网格
建模方面有着非常重要的应用，一直都是数字几何
处理研究的热点．网格变形方法大致可以分为如下
４类：基于骨架的变形（又称蒙皮技术）、自由变形
（ＦｒｅｅｆｏｒｍＤｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ，简称ＦＦＤ）、多分辨率网格
变形和基于微分属性的网格变形．

基于骨架的网格变形源于１９９８年Ｔｈａｌｍａｎｎ
的论文［１５３］，这种方法主要用于处理可以由骨骼关
节作为支撑的网格的形变．基本思想类似于人体运
动，将网格表面的点（皮肤）关联到骨架结构，网格变
形由骨架的运动来带动．带动的方式可由一组权值
来设定，过程是：网格的点狆对于每个骨架片段犽有
一个权值ω犽，表示该骨架片段对网格点运动的影
响，网格点变形后的位置狆′是各骨架片段对其带动
的加权平均，可以用下式来表示：

狆′＝∑
狀

犽＝１
ω犽狆犕犽 （２）

其中犕犽是骨架片段犽的变换矩阵．这种方法由于
其直观性，被成功地用于人体动画等具有骨架语义
的变形，并且由于其计算简单，在游戏领域也得到了
广泛的应用．另外这种蒙皮技术还可以用于对运动

序列的压缩，只需要记录骨架信息就可以迅速恢复
出模型的形变．这种技术目前已经得到了大量的应
用，特别是主流的建模软件３Ｄｍａｘ、Ｍａｙａ中，对蒙
皮技术都有非常好的支持．应用该方法比较困难的
一点是对于各骨架片段权值的选择（见式（２）），权值
设定的不同会直接影响变形结果的质量，手工调节
权值以得到满意的变形结果常常要花费大量时间，
并且需要经验指导．因此对于权值的选择和调节是
骨架变形研究的主要问题，代表性的文章有文献
［１５４１５７］．最近，清华大学严寒冰等［１５８］提出了一种
新的基于骨架的网格变形方法，该方法操作的单元
不是网格上的点，而是组成网格体的单纯形．相对于
之前的基于骨架的变形方法，该方法不需要对权值
进行调节，并且可以通过能量优化来避免关节交接
处因为大尺度形变出现的不连续．

自由变形的算法思想来源于自由曲面建模，变
形的主要思想是将三维网格模型嵌入到一个较粗糙
的控制网格中，网格上的每一点都对应于控制网格
中的一点，该方法不直接操作原网格，而是操作控制
网格，并通过原网格和控制网格之间的对应关系计
算原网格的变形．自由体变形最早在文献［１５９］中提
出，控制网格是平行六面体．后来经过文献［１６０］的
改进，可以应用于棱柱和圆柱形状．Ｊｕ等人［１６１］提出
了利用一般封闭三角形网格作为控制网格的自由体
变形技术，推广了自由体变形的适用范围．文献
［１６２］中并不是简单地根据对应关系将控制网格的
形变传递给原网格，而是提出了一种基于拟线性最
小二乘形变能量在控制网格子空间进行求解的策
略，从而可以提高能量优化过程的速度与稳定性，并
保持原网格变形过程中的几何特征．图３是一个用
文献［１６２］中的方法生成的变形结果．Ｂｏｔｓｃｈ等
人［１６３］将原网格嵌入在刚性体栅格中并定义非线性
弹性能量进行优化，使得在形变较大的情况下可以
得到更好的变形效果．最近的工作［１６４］将原网格根
据空间连通性或者关节点检测分成不同的刚性部
分，并将各部分嵌入到多栅格结构中分别进行控制，
使得变形的效果更加真实和自然．还有一类自由体
形变的方法的出发点并不是直接由控制网格形变得
到原网格形变，而是根据原网格上点变形位移的点
约束，反求出控制网格控制顶点的位移，再根据控制
网格的变形来带动原网格变形，代表性的文章有文
献［１６５１６６］．自由体变形的方法也已经被广泛应用
于３Ｄｍａｘ和Ｍａｙａ等建模软件中．
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图３　子空间求解拟线性最小二乘形变结果

多分辨率变形方法的目的是在大尺度上变形物
体的同时保持几何细节．该方法的主要思想是将原
网格分解成基网格和层次细节网格．变形施加在基
网格上，可以通过ＦＦＤ或其他的方法来计算，然后
将几何细节重新添加到变形后的基网格上．代表性
的文章有文献［１６７１７０］．这种方法处理几何细节较
好，但是细节保持的效果很大程度上依赖于重新添
加的准则，在大尺度形变的情况下容易出现细节
扭曲．

基于微分属性的网格变形是近年来研究的热
点，按照对微分属性的表示可以分为梯度法和
Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标法．梯度法的主要思想是根据网格上
诱导变形的目标梯度场，在最小二乘拟合的条件下
求解出匹配该梯度场的几何表示，代表性的文章有
文献［１７１１７２］，后来文献［１７３］中提出了用多栅格
（ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ）的方法快速求解基于梯度的变形方法．
Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标法用网格顶点上的Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标来
反映网格的微分属性，使得变形后网格顶点的
Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐标能够满足形变约束，代表性的文章有
文献［１７４１７６］．文献［１７７］将网格曲面上的Ｌａｐｌａ
ｃｉａｎ坐标扩展到了体网格上，提出了体Ｌａｐｌａｃｉａｎ坐
标变形方法，减小了网格包围体上的扭曲，提高了形
变质量．

上面提到的基于微分属性的变形方法，常常需
要做某种线性近似，从而可以利用线性系统（ｌｉｎｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍ）的快速求解来进行交互编辑．但是大尺度形
变从物理模型本质上看是一个非线性系统，如何基
于非线性形变模型提高大尺度形变的质量，同时又
能满足用户实时交互的需求，是未来网格变形算法
需要着重考虑的问题．
５．２　网格快速建模

传统的网格建模可以分为两大类，一类是基于
扫描获取设备，从实物获得几何信息，再经过注册、
重构等数字几何处理技术生成网格；第二类是借助
建模软件来设计几何形状，利用样条、细分曲面、布

尔运算等技术，最后转化为网格．这两种建模方法或
依赖于扫描获取设备，或需要有专门的训练和建模
经验，对非专业的人员来说难以独立进行．最近，基
于数字几何处理技术，出现了很多网格快速建模的
方法，这些方法由于其建模的直观、交互的方便，已
经成为网格建模技术的有益补充．网格快速建模的
方法大致可分为两大类：基于草图的建模（ｓｋｅｔｃｈ
ｂａｓｅｄｍｏｄｅｌｉｎｇ）和基于样例的建模（ｅｘａｍｐｌｅｂａｓｅｄ
ｍｏｄｅｌｉｎｇ）．
１９９９年日本学者Ｉｇａｒａｓｈｉ等在ＳＩＧＧＲＡＰＨ上

发表Ｔｅｄｄｙ系统论文［１７８］之后，基于草图建模技术
得到了广泛的重视．该方法的出发点类似于简笔画，
用户在界面上勾画出可以描述物体形状的轮廓线，
然后由系统自动计算生成三维形体；并且该系统设
计了很好的交互编辑技术，可以对生成的网格进行
形状粘贴、剪切等操作，增强了建模的可控性和生动
性．后来Ｉｇａｒａｓｈｉ又在Ｔｅｄｄｙ系统的基础上进行扩
展，提出了Ｃｈａｍｅｌｅｏｎ［１７９］和ＳｍｏｏｔｈＴｅｄｄｙ［１８０］两个
改进系统，主要支持建模过程中的颜色编辑和网格
优化．此前的建模系统均是在模型生成之后形状即
被确定，虽然可以进行诸如平滑这样的操作，但并不
能在生成的模型基础上进行大尺度变形，最近一个
称作ＦｉｂｅｒＭｅｓｈ的系统被提出［１８１］，该系统可以根
据输入的轮廓线或者模型表面曲线对已经生成的模
型进行变形，从而进一步增强了建模的可控性．
ＦｉｂｅｒＭｅｓｈ系统基于草图建模和编辑的流程如图４
所示．

图４　ＦｉｂｅｒＭｅｓｈ系统建模和编辑流程
另一种快速建模方法是基于样例的建模，该方

法在２００４年ＳＩＧＧＲＡＰＨ论文［１５１］中被提出，建模
的背景是大规模资源库及其检索系统的建立（见第
６节）．在事先构建的三维模型数据库的基础上，用
户可以通过关键字或特征（包括形状轮廓、骨架以及
模型实例）查找相关模型，然后交互式地进行编辑．
这种编辑不是仅仅依靠用户的想象，而是在数据库
中查找满足目标的其它模型并对目标模型的对应部
分进行替换．整个过程用户只需要进行有限的操作，
系统即可自动完成部分模型剪裁，从部分模型到整
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体模型的匹配检索，部分模型融合等过程．一个基于
示例建模的例子如图５所示．

图５　基于示例建模的例子

６　模型匹配与检索
随着扫描获取技术和三维建模技术的日益成

熟，大量的三维模型被构建出来，其作为一种新的信
息载体得到了越来越多的关注和应用．在丰富的模
型资源中，三角网格以其表达几何的通用性和直观
性，成为使用最广泛的一种模型格式．模型数量的增
加给人们提出了这样的一个问题，如何从模型库中
选取满足自己需要的模型．一个直观的想法是：对每
个模型通过人工标注的方法生成若干关键字，然后
用文本检索的技术来检索模型．这种方法效率高，但
是无法表达模型本身所具有的几何、拓扑等特征．模
型检索主要研究的问题就在于如何根据模型的内在
特征衡量模型之间的相似性，即匹配程度，进而在模
型库中检索与输入模型相似的模型．和基于内容的
图像匹配相比，用于模型匹配的形状信息不需要额
外抽取，也不会受到光照等环境因素的影响；另一方
面，由于模型本身不具有图像那样的规则二维参数
域，所以加大了特征匹配的难度．

模型检索的核心是如何选取特征描述符
（ｆｅａｔｕｒｅｄｅｓｃｒｉｐｔｏｒ），该描述符是模型内在特征的
抽象描述，一般要求其与物体的旋转、平移、放缩无
关．基于特征描述符，模型之间匹配程度的衡量可以
转化为对特征描述符的比对．特征描述符的选取要
考虑很多因素，其中最为关键的是计算效率和区分
度两方面．根据特征描述符选取的不同特点，模型检
索方法可大致分为全局几何特征方法、基于图特征

的方法、基于局部特征的方法３类．
全局几何特征方法的主要思想是将网格模型或

者其包围的体作为一个整体来定义特征描述符，基
本不考虑局部几何细节．这种方法或者直接定义一
些反映网格模型全局特征的特征量［１８２１８４］，或者根
据模型上随机采样点之间距离、角度、面积等度量定
义形状分布特征［１８５１８７］，又或者通过划分网格内部
所包围的空间进行空间映射［１８８１９０］．基于全局几何
特征的模型检索技术具有算法效率高、鲁棒性好的
特点，但这类方法大都不支持三维模型的局部匹配，
即部分模型到整体模型的匹配，并且对相同物体的
不同姿态区分度大，语义信息受几何特征限制大．

和全局几何特征方法着重考虑几何特征不同，
基于图的方法将三维模型的拓扑结构用图（如Ｒｅｅｂ
ｇｒａｐｈ、ｓｋｅｌｅｔｏｎ等）表示后作为特征描述符，其中拓
扑结构可以简单理解为模型整体的关联架构．这样，
三维模型相似度的衡量就转换为图的匹配过程，代
表性的文章有文献［１９１１９３］．由于着重考虑拓扑特
征，这种方法对姿态变化不敏感，但是图结构计算复
杂，图匹配算法的效率也不高，并且易受拓扑噪声以
及拓扑组成差异的干扰．

基于局部特征的方法着重考虑模型局部的几何
特征［１９４１９６］．局部特征由模型上一点及其周围临域
的几何形状所决定，模型之间的相似度由局部特征
描述符的匹配程度所决定，检索方法的主要区别就
在于如何定义局部特征．这类方法的优点是考虑了
模型的局部几何特征，一般可以支持局部匹配；缺点
是计算量和存储量通常较大，对模型整体形状的区
分度较小．

国内在模型检索方面也开展了相关工作，一种
基于Ｄｅｌｔａ函数和傅立叶变换的光线投射方法［１９７］

在２００４年被提出，该方法可以解决之前球面调和函
数方法中球函数的二义性的问题，使得算法更加鲁
棒．２００６年，刘一等将形状分布的方法（ｓｈａｐｅｄｉｓ
ｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）进行了推广［１９８］，该方法将三维模型的局
部特征以及它们的空间分布做了结合，进而利用直
方图相交技术，将显性形状匹配转化为隐性形状匹
配，以降低时间复杂度．最近，文献［１９９］将文字信息
检索技术引入到三维模型检索中，提出了“Ｓｈａｐｅ
Ｔｏｐｉｃｓ”的概念．该方法以文字信息检索为基础，构
造适合部分相似性检索的相似性测度，可以有效地
支持三维模型的局部形状检索．

在某些情况下，用户希望可以检索到三维模型
的不同姿态，而对模型多种姿态不做区分的检索方
法并不多．此外，目前大部分的检索方法对局部形状
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检索支持不佳，有效的局部形状检索方法仍是值得
研究的问题．另外，在大规模三维模型数据库中，利
用形状描述符建立高效的索引结构以提高检索效率
是一个需要解决的问题．

７　结　语
本文针对数字几何处理研究框架内的若干关键

技术，按照数字几何的建模、分析、优化、应用等流
程，分成点云注册与网格重构、网格优化与参数化、
网格特征分析、网格编辑和快速建模、模型匹配与检
索等五方面分别进行阐述和讨论，内容涵盖数字几
何处理领域的大部分研究方向，研究工作的开展情
况，以及未来有待解决的问题．希望读者通过本文对
数字几何处理领域有更全面的了解和认识，并能对
今后研究工作的开展有所帮助．
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Ｂｒｏｏｋ，ＮｅｗＹｏｒｋ，ＵＳＡ，２００８：１３７１４５
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ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＥｕｒｏｇｒａｐｈｉｃｓＳｙｍｐｏｓｉｕｍｏｎＧｅｏｍｅｔｒｙ
Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．Ａａｃｈｅｎ，Ｇｅｒｍａｎｙ，２００３：１２７１３７

［９０］ＰｒａｕｎＥ，ＨｏｐｐｅＨ．Ｓｐｈｅｒｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎａｎｄｒｅｍｅｓｈ
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５６４１８期 胡事民等：数字几何处理研究进展
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ｆｏｒｍｅｓｈｉｎｇｕｓｉｎｇａｎｇｌｅｂａｓｅｄｆｌａｔｔｅｎｉｎｇ．Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇｗｉｔｈ
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ｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＩＥＥＥＶｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎ，２００２
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Ｇｒａｐｈｉｃｓ，２００６，２５（２）：４１２４３８
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ｆｉｅｌｄ，ＵＫ，２００７：２０９２３２
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ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｉｎｖｅｒｓｅｃｕｒｖａｔｕｒｅｍａｐ．ＩＥＥＥＴｒａｎｓ
ａｃｔｉｏｎｓｏｎＶｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓ，２００８，
１４（５）：１０５４１０６６

［１０９］ＣｌａｒｅｎｚＵ，ＬｉｔｋｅＮ，ＲｕｍｐｆＭ．Ａｘｉｏｍｓａｎｄｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ
ｐｒｏｂｌｅｍｓｉｎｓｕｒｆａｃｅｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ．ＣｏｍｐｕｔｅｒＡｉｄｅｄＧｅｏ
ｍｅｔｒｉｃＤｅｓｉｇｎ，２００４，２１（８）：７２７７５０

［１１０］ＳｈａｐｉｒｏＡ，ＴａｌＡ．Ｐｏｌｙｇｏｎｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｓｈａｐｅｔｒａｎｓｆｏｒ
ｍａｔｉｏｎ．ＴｈｅＶｉｓｕａｌＣｏｍｐｕｔｅｒ，１９９８，１４（８９）：４２９４４４

［１１１］ＺｈｏｕＫｕｎ，ＢａｏＨｕＪｕｎ，ＳｈｉＪｉａｏＹｉｎｇ．Ａｕｎｉｆｉｅｄｆｒａｍｅ
ｗｏｒｋｆｏｒｄｉｇｉｔａｌｇｅｏｍｅｔｒｙｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．ＣｈｉｎｅｓｅＪｏｕｒｎａｌｏｆ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓ，２００２，２５（９）：９０４９０９（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ）
（周昆，鲍虎军，石教英．统一的数字几何处理框架．计算
机学报，２００２，２５（９）：９０４９０９）

［１１２］ＫｏｂｂｅｌｔＬ，ＶｏｒｓａｔｚＪ，ＬａｂｉｓｋＵ．Ａｓｈｒｉｎｋｗｒａｐｐｉｎｇａｐ
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［１１３］ＡｌｅｘａＭ．Ｍｅｒｇｉｎｇｐｏｌｙｈｅｄｒａｌｓｈａｐｅｓｗｉｔｈｓｃａｔｔｅｒｅｄｆｅａ
ｔｕｒｅｓ．ＴｈｅＶｉｓｕａｌＣｏｍｐｕｔｅｒ，２０００，１６（１２）：２６３７
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ｎｕｓｚｅｒｏｓｕｒｆａｃｅｃｏｎｆｏｒｍａｌｍａｐｐｉｎｇａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏ
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ｔｕｒｅｐｏｉｎｔａｎｄｃｏｒｅｅｘｔｒａｃｔｉｏｎ．ＴｈｅＶｉｓｕａｌＣｏｍｐｕｔｅｒ，２００５，
２１（８１０）：８６５８７５

［１４６］ＭｉｔａｎｉＪ，ＳｕｚｕｋｉＨ．Ｍａｋｉｎｇｐａｐｅｒｃｒａｆｔｔｏｙｓｆｒｏｍｍｅｓｈｅｓ
ｕｓｉｎｇｓｔｒｉｐｂａｓｅｄａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｕｎｆｏｌｄｉｎｇ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ
ＡＣＭＳＩＧＧＲＡＰＨ．ＬｏｓＡｎｇｅｌｅｓ，Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ，ＵＳＡ，２００４：
２５９２６３

［１４７］ＬａｉＹＫ，ＨｕＳＭ，ＭａｒｔｉｎＲ，ＲｏｓｉｎＰ．Ｆａｓｔｍｅｓｈｓｅｇｍｅｎ
ｔａｔｉｏｎｕｓｉｎｇｒａｎｄｏｍｗａｌｋｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡＣＭＳｙｍ
ｐｏｓｉｕｍｏｎＳｏｌｉｄａｎｄＰｈｙｓｉｃａｌＭｏｄｅｌｉｎｇ．ＳｔｏｎｙＢｒｏｏｋ，Ｎｅｗ
Ｙｏｒｋ，ＵＳＡ，２００８：１８３１９１

［１４８］ＣｈｅｎＸ，ＧｏｌｏｖｉｎｓｋｉｙＡ，ＦｕｎｋｈｏｕｓｅｒＴ．Ｂｅｎｃｈｍａｒｋｆｏｒ３Ｄ
ｍｅｓｈｓｅｇｍｅｎｔａｔｉｏｎ．ＡＣＭＳＩＧＧＲＡＰＨ２００９，２００９，ｔｏ
ａｐｐｅａｒ

［１４９］ＬｅｅＹ，ＬｅｅＳ，ＳｈａｍｉｒＡｅｔａｌ．Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔｍｅｓｈｓｃｉｓｓｏｒｉｎｇ
ｕｓｉｎｇ３Ｄｓｎａｋｅｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＰａｃｉｆｉｃＧｒａｐｈｉｃｓ．
Ｓｅｏｕｌ，Ｋｏｒｅａ，２００４：２７９２８７

［１５０］ＬｅｅＹ，ＬｅｅＳ，ＳｈａｍｉｒＡｅｔａｌ．Ｍｅｓｈｓｃｉｓｓｏｒｉｎｇｗｉｔｈｍｉｎｉｍａ
ｒｕｌｅａｎｄｐａｒｔｓａｌｉｅｎｃｅ．ＣｏｍｐｕｔｅｒＡｉｄｅｄＧｅｏｍｅｔｒｉｃＤｅｓｉｇｎ，
２００５，２２（５）：４４４４６５

［１５１］ＦｕｎｋｈｏｕｓｅｒＴ，ＫａｚｈｄａｎＭ，ＳｈｉｌａｎｅＰｅｔａｌ．Ｍｏｄｅｌｉｎｇｂｙ
ｅｘａｍｐｌｅｓ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＡＣＭＳＩＧＧＲＡＰＨ．ＬｏｓＡｎｇｅｌ
ｅｓ，Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ，ＵＳＡ，２００４：６５２６６３

［１５２］ＳｈａｒｆＡ，ＢｌｕｍｅｎｋｒａｎｔｓＭ，ＳｈａｍｉｒＡｅｔａｌ．ＳｎａｐＰａｓｔｅ：Ａｎ
ｉｎｔｅｒａｃｔｉｖｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅｆｏｒｅａｓｙｍｅｓｈｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ．ＴｈｅＶｉｓｕａｌ
Ｃｏｍｐｕｔｅｒ，２００６，２２（９１１）：８３５８４４

［１５３］ＭａｇｎｅｎａｔＴｈａｌｍａｎｎＮ，ＬａｐｅｒｒｉèｒｅＲ，ＴｈａｌｍａｎｎＤ．Ｊｏｉｎｔ
ｄｅｐｅｎｄｅｎｔｌｏｃａｌｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｆｏｒｈａｎｄａｎｉｍａｔｉｏｎａｎｄｏｂｊｅｃｔ
ｇｒａｓｐｉｎｇ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｎＧｒａｐｈｉｃｓＩｎｔｅｒｆａｃｅ’８８．Ｅｄｍｏｎ
ｔｏｎ，Ａｌｂｅｒｔａ，Ｃａｎａｄａ，１９８８：２６３３

［１５４］ＬｅｗｉｓＪＰ，ＣｏｒｄｎｅｒＭ，ＦｏｎｇＮ．Ｐｏｓｅｓｐａｃｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ：Ａ
ｕｎｉｆｉｅｄａｐｐｒｏａｃｈｔｏｓｈａｐｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎａｎｄｓｋｅｌｅｔｏｎ
ｄｒｉｖｅｎｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２７ｔｈＡｎｎｕａｌＣｏｎ
ｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓａｎｄＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅＴｅｃｈｎｉｑｕｅｓ
（ＳＩＧＧＲＡＰＨ’００），２０００：１６５１７２

［１５５］ＡｌｌｅｎＢ，ＣｕｒｌｅｓｓＢ，Ｐｏｐｏｖｉ＇ｃＺ．Ａｒｔｉｃｕｌａｔｅｄｂｏｄｙｄｅｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎｆｒｏｍｒａｎｇｅｓｃａｎｄａｔａ．ＡＣＭＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＧｒａｐｈｉｃｓ，
２００２，２１（３）：６１２６１９

［１５６］ＭｏｈｒＡ，ＴｏｋｈｅｉｍＬ，ＧｌｅｉｃｈｅｒＭ．Ｄｉｒｅｃｔｍａｎｉｐｕｌａｔｉｏｎｏｆ
ｉｎｔｅｒａｃｔｉｖｅｃｈａｒａｃｔｅｒｓｋｉｎｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２００３Ｓｙｍｐｏ
ｓｉｕｍｏｎＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅ３ＤＧｒａｐｈｉｃｓ（Ｉ３Ｄ’０３）．Ｍｏｎｔｅｒｅｙ，Ｃａｌｉ
ｆｏｒｎｉａ，ＵＳＡ，２００３：２７３０

７６４１８期 胡事民等：数字几何处理研究进展



［１５７］ＪａｍｅｓＤＬ，ＴｗｉｇｇＣＤ．Ｓｋｉｎｎｉｎｇｍｅｓｈａｎｉｍａｔｉｏｎｓ／／Ｐｒｏ
ｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡＣＭＳＩＧＧＲＡＰＨ２００５．ＬｏｓＡｎｇｅｌｅｓ，
Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ，ＵＳＡ，２００５：３９９４０７

［１５８］ＹａｎＨＢ，ＨｕＳ，ＭａｒｔｉｎＲＲ，ＹａｎｇＹＬ．Ｓｈａｐｅｄｅｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎｕｓｉｎｇａｓｋｅｌｅｔｏｎｔｏｄｒｉｖｅｓｉｍｐｌｅｘｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＶｉｓｕａｌｉｚａｔｉｏｎａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈ
ｉｃｓ，２００８，１４（３）：６９３７０６

［１５９］ＳｅｄｅｒｂｅｒｇＴＷ，ＰａｒｒｙＳＲ．Ｆｒｅｅｆｏｒｍｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｓｏｌｉｄ
ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌｓ．ＳＩＧＧＲＡＰＨＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓ，１９８６，
２０（４）：１５１１６０

［１６０］ＣｏｑｕｉｌｌａｒｔＳ．Ｅｘｔｅｎｄｅｄｆｒｅｅｆｏｒｍｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ：Ａｓｃｕｌｐｔｕ
ｒｉｎｇｔｏｏｌｆｏｒ３Ｄｇｅｏｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌｉｎｇ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ
１７ｔｈＡｎｎｕａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓａｎｄＩｎｔｅｒａｃ
ｔｉｖｅＴｅｃｈｎｉｑｕｅｓ，ＳＩＧＧＲＡＰＨ’９０．Ｄａｌｌａｓ，Ｔｅｘａｓ，ＵＳＡ，
１９９０：１８７１９６

［１６１］ＪｕＴ，ＳｃｈａｅｆｅｒＳ，ＷａｒｒｅｎＪ．Ｍｅａｎｖａｌｕｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｆｏｒ
ｃｌｏｓｅｄｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍｅｓｈｅｓ．ＡＣＭＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＧｒａｐｈｉｃｓ，
２００５，２４（３）：５６１５６６

［１６２］ＨｕａｎｇＪ，ＳｈｉＸ，ＬｉｕＸ，ＺｈｏｕＫ，ＷｅｉＬＹ，ＴｅｎｇＳＨ，
ＢａｏＨ，ＧｕｏＢ，ＳｈｕｍＨＹ．Ｓｕｂｓｐａｃｅｇｒａｄｉｅｎｔｄｏｍａｉｎｍｅｓｈ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ．ＡＣＭＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＧｒａｐｈｉｃｓ，２００６，
２５（３）：１１２６１１３４

［１６３］ＢｏｔｓｃｈＭ，ＰａｕｌｙＭ，ＷｉｃｋｅＭ，ＧｒｏｓｓＭ．Ａｄａｐｔｉｖｅｓｐａｃｅ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｂａｓｅｄｏｎｒｉｇｉｄｃｅｌｌｓ．ＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓ
Ｆｏｒｕｍ，２００７，２６（３）：３３９３４７

［１６４］ＸｕＷ，ＷａｎｇＪ，ＹｉｎＫ，ＺｈｏｕＫ，ｖａｎｄｅＰａｎｎｅＭ，ＣｈｅｎＦ，
ＧｕｏＢ．Ｊｏｉｎｔａｗａｒｅｍａｎｉｐｕｌａｔｉｏｎｏｆｄｅｆｏｒｍａｂｌｅｍｏｄｅｌｓ／／
ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡＣＭＳＩＧＧＲＡＰＨ２００９．ＮｅｗＯｒｌｅａｎｓ，
Ｌｏｕｉｓｉａｎａ，ＵＳＡ，２００９，ｔｏａｐｐｅａｒ

［１６５］ＨｓｕＷＭ，ＨｕｇｈｅｓＪＦ，ＫａｕｆｍａｎＨ．Ｄｉｒｅｃｔｍａｎｉｐｕｌａｔｉｏｎ
ｏｆｆｒｅｅｆｏｒｍｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ１９ｔｈＡｎｎｕａｌ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓａｎｄＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅＴｅｃｈ
ｎｉｑｕｅｓ，ＳＩＧＧＲＡＰＨ’９２．Ｃｈｉｃａｇｏ，Ｉｌｌｉｎｏｉｓ，ＵＳＡ１９９２：
１７７１８４

［１６６］ＨｕＳＭ，ＺｈａｎｇＨ，ＴａｉＣＬ，ＳｕｎＪＧ．Ｄｉｒｅｃｔｍａｎｉｐｕｌａｔｉｏｎ
ｏｆＦＦＤ：Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｅｘｐｌｉｃｉｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｄｅｃｏｍｐｏｓｉｂｌｅｍｕｌｔｉ
ｐｌｅｐｏｉｎｔｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ．ＴｈｅＶｉｓｕａｌＣｏｍｐｕｔｅｒ，２００１，１７（６）：
３７０３７９

［１６７］ＴａｕｂｉｎＧ．Ａｓｉｇｎａｌｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇａｐｐｒｏａｃｈｔｏｆａｉｒｓｕｒｆａｃｅｄｅ
ｓｉｇｎ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２２ｎｄＡｎｎｕａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍ
ｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓａｎｄＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅＴｅｃｈｎｉｑｕｅｓ，ＳＩＧＧＲＡＰＨ’９５．
ＬｏｓＡｎｇｅｌｅｓ，Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ，ＵＳＡ，１９９５：３５１３５８

［１６８］ＺｏｒｉｎＤ，ＳｃｈｒｄｅｒＰ，ＳｗｅｌｄｅｎｓＷ．Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｖｅｍｕｌｔｉｒｅｓｏｌｕ
ｔｉｏｎｍｅｓｈｅｄｉｔｉｎｇ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２４ｔｈＡｎｎｕａｌＣｏｎｆｅｒ
ｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓａｎｄＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅＴｅｃｈｎｉｑｕｅｓ，
ＳＩＧＧＲＡＰＨ’９７．ＬｏｓＡｎｇｅｌｅｓ，Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ，ＵＳＡ，１９９７：
２５９２６８

［１６９］ＫｏｂｂｅｌｔＬ，ＣａｍｐａｇｎａＳ，ＶｏｒｓａｔｚＪ，ＳｅｉｄｅｌＨＰ．Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｖｅ
ｍｕｌｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｍｏｄｅｌｉｎｇｏｎａｒｂｉｔｒａｒｙｍｅｓｈｅｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓ
ｏｆｔｈｅ２５ｔｈＡｎｎｕａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓａｎｄ
ＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅＴｅｃｈｎｉｑｕｅｓ，ＳＩＧＧＲＡＰＨ’９８．Ｏｒｌａｎｄｏ，Ｆｌｏｒｉｄａ，
ＵＳＡ，１９９８：１０５１１４

［１７０］ＧｕｓｋｏｖＩ，ＳｗｅｌｄｅｎｓＷ，ＳｃｈｒｄｅｒＰ．Ｍｕｌｔｉｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｉｇｎａｌ
ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｆｏｒｍｅｓｈｅｓ／／Ｐｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅ２６ｔｈＡｎｎｕａｌ

ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＣｏｍｐｕｔｅｒＧｒａｐｈｉｃｓａｎｄＩｎｔｅｒａｃｔｉｖｅＴｅｃｈ
ｎｉｑｕｅｓ，ＳＩＧＧＲＡＰＨ’９９．ＬｏｓＡｎｇｅｌｅｓ，Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ，ＵＳＡ，
１９９９：３２５３３４

［１７１］ＹｕＹ，ＺｈｏｕＫ，ＸｕＤ，ＳｈｉＸ，ＢａｏＨ，ＧｕｏＢ，ＳｈｕｍＨＹ．
Ｍｅｓｈｅｄｉｔｉｎｇｗｉｔｈｐｏｉｓｓｏｎｂａｓｅｄｇｒａｄｉｅｎｔｆｉｅｌｄｍａｎｉｐｕｌａ
ｔｉｏｎ／／ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡＣＭＳＩＧＧＲＡＰＨ２００４．ＬｏｓＡｎ
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