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犘４｜犳犻狓｜犆犿犪狓问题的最优规则调度算法
黄金贵　　李荣珩

（湖南师范大学计算机教学部　长沙　４１００８１）

摘　要　多处理机任务调度问题犘犿｜犳犻狓｜犆ｍａｘ（犿３）是典型的强ＮＰ难问题，由于其在并行环境中的实际意义而
受到越来越多的关注．但在一般情形下，寻求该问题的较为理想的近似算法是极其困难的，通常从较少处理机数的
系统着手研究．对于犿＝４的情形，文中研究了犘４｜犳犻狓｜犆ｍａｘ的规则调度算法，通过引入组调度技术，给出了该问题
的一个线性时间的４／３近似算法，并证明了该算法是４处理机系统中的最优规则调度算法．
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１　引　言
并行计算系统中的任务可能同时依赖于多种资

源（或统称为处理机），这类需要多个处理机同时运
行的任务被称为多处理机任务．多处理机任务调度
问题的研究已开始受到国内外学者越来越多的关
注．Ｈｏｏｇｅｖｅｅｎ［１］等人证明了该问题是强ＮＰ难
（ＳｔｒｏｎｇＮＰｈａｒｄ）的，Ｈｕａｎｇ等人曾证明不存在多
项式时间的常数近似比的近似算法［２］．对于这样极

其困难的问题，人们一般都从少数处理机系统入手
进行研究［３４］．本文研究４处理机系统中的这类问题．

给定４处理机系统犘＝｛狆１，狆２，狆３，狆４｝（或简记
为｛１，２，３，４｝）和狀个依赖于该系统的多处理机任务
的集合犑＝｛犼１，犼２，…，犼狀｝，其中任务犼犻＝（犕犻，狋犻），
１犻狀，犕犻是处理机集合犘的一个非空真子集，称
为该任务的处理机模式，代表任务犼犻运行所需要的
处理机资源；狋犻是该任务在这些处理机上运行所需
要的时间．这些多处理机任务的调度，就是采取优化
的执行顺序，使得系统总的时间跨度（最后一个任务



的完成时刻）尽可能地小．为了简化问题，暂不考虑
优先约束、时间延迟等，也不允许剥夺调度．这类调
度问题被归为犘４｜犳犻狓｜犆ｍａｘ［５］．设该问题的最优调
度犛ＯＰＴ，并以最短时间跨度为调度目标，为此，要寻
求多项式时间的近似调度犛ＡＰＸ，使得近似比犚＝
犛ＡＰＸ（犑）／犛ＯＰＴ（犑）尽可能接近１．

为了简化问题，Ｂｌａｚｅｗｉｃｚ［６］等提出了规则调度
方法，即将具有相同处理机模式的任务合并到一起
连续调度．文献［７］解决了犘３｜犳犻狓｜犆ｍａｘ的最优规则
调度问题，而对于４处理机系统，Ｃｈｅｎ和Ｌｅｅ［８］给
出了近似比为２的线性时间规则调度算法，文献［３］
将其改进为３／２．本文提出基于组调度的规则调度
方法，解决４处理机系统的最优规则调度问题．

２　规则任务与组调度
对于４处理机系统中的任意任务集犑，最多可

得到２４－２＝１４个规则任务，记为犑犕＝（犕，狋犕），其
中指标犕为该规则任务的处理机模式，狋犕为该规则
任务的执行时间．这１４个规则任务可以根据需要的
处理机个数分为３类：
１处理机任务：犑１，犑２，犑３，犑４；
２处理机任务：犑１２，犑１３，犑１４，犑２３，犑２４，犑３４；
３处理机任务：犑１２３，犑１３４，犑１２４，犑２３４．
将１０个规则２处理机任务和３处理机任务按

其互补关系分组，得到７个独立的组（Ｇｒｏｕｐ），用
犌犕表示这些组，其中犕为３处理机任务的模式，或
者是２处理机任务组中最大一个任务的模式，即

犌犕＝
｛犑犕｝， ｜犕｜＝３
｛犑犕，犑｛１，２，３，４｝－犕｝，｜犕｜＝２且狋犕狋｛１，２，３，４｝－烅烄烆 犕

（１）
在不引起混淆的情况下，犌犕既表示该组任务的集
合，也表示该组任务的时间跨度．

定义组调度（Ｇｒｏｕｐｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ）如下：依次调度
式（１）中的若干组，保证同组中的任务或者是同时开
始、或者是同时结束．显然在组调度中，任何两个来
自不同组的任务都是不可并行的，而且组与组之间
的顺序不影响调度的时间跨度，于是得到最优调度
时间跨度的一个下界ＬＢ（ＬｏｗｅｒＢｏｕｎｄ）．

引理１．　令
（１）犜犻（犻＝１，２，３，４）为系统要完成所有任务时

处理机狆犻实际总执行时间量，即犜犻＝∑犻∈犕狋犕；
（２）犜０＝狋１２３＋狋１２４＋狋１３４＋狋２３４＋ｍａｘ｛狋１２，狋３４｝＋

ｍａｘ｛狋１４，狋２３｝＋ｍａｘ｛狋１３，狋２４｝；
（３）犔犅＝ｍａｘ｛犜犻｜犻＝０，１，２，３，４｝，

则犛ＯＰＴ（犑）犔犅．
下面考察式（１）定义的７个组．不失一般性，我们

不妨令狋１２狋３４且狋２３狋１４．事实上，若狋１２＜狋３４，则将
处理机的标号１与３互换，２与４互换，即得狋１２狋３４．
若狋１２狋３４但狋２３＜狋１４，则将处理机的标号１与２互
换，３与４互换，即得狋１２狋３４且狋２３狋１４．因此，这
７组可以按狋１３与狋２４的大小关系分为两类，用α标
识，当狋１３狋２４时，α＝１（图１）；否则α＝０（图２）．

每组犌犕都可能引起一个或两个处理机上的空
闲时间段，称为间隙（ｇａｐ），用犵犕表示：

犵犕＝狋犘－犕
， ｜犘－犕｜＝３（其中犅犘－犕＝｛犑犘－犕｝）

狋犘－犕－狋犕，｜犕｜＝２（其中犅犘－犕＝｛犑犕，犑犘－犕烅烄烆 ｝）
（２）

图１　当狋１２狋３４，狋２３狋１４，狋１３狋２４（α＝１）时的组调度犌犛１

图２　当狋１２狋３４，狋２３狋１４，狋１３＜狋２４（α＝０）时的组调度犌犛０
称由３处理机任务引起的间隙为３处理机任务间
隙，由２处理机任务组引起的间隙称为２处理机任
务间隙．显然犵犕犌犘－犕，若犵犕＝０，这时假定存在
一个零间隙．将这些间隙映射到每个处理机上，得知
在组调度中每个处理机至多有４个间隙，且其中包
含至多一个３处理机任务间隙．记每个处理机
狆犻（犐＝１，２，３，４）上的间隙为犌犪狆（犻），则
犌犪狆（犻）＝｛犵犕｜犻∈犕ａｎｄ犕∈｛｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，

｛３，４｝，｛１，４｝，（１－α）·｛１，３｝＋α·｛２，４｝｝｝
（３）

引理２．　犵１＋犵２＋犵３＋犵４＋犵３４＋犵１４＋α犵２４＋
（１－α）犵１３犔犅．
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证明．　根据间隙的定义式（２），观察调度图１
和图２，再应用引理１结论，可知犵１＋犵２＋犵３＋犵４＋
犵３４＋犵１４＋α犵２４＋（１－α）犵１３狋１２３＋狋１２４＋狋１３４＋
狋２３４＋狋１２＋狋２３＋α狋１３＋（１－α）狋２４＝犜０犔犅．证毕．

３　基于组调度的规则调度
所谓规则调度（ｎｏｒｍａｌｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ）就是将具有

相同处理机模式的任务合并到一起连续调度，即调
度规则任务．基于组调度的规则调度，就是在组调度
的基础上加入４个１处理机规则任务的规则调度．
为了描述组调度的方便，将４个１处理机任务当成
一组，记为犌０，即

犌０＝｛犑１，犑２，犑３，犑４｝ （４）
考察基于组调度犌犛１（α＝１）的规则调度情况，

首先重新安排图１中的各组之间的顺序，然后在某
两组之间调度１处理机任务组犌０．如图３所示，是
一种规则调度犖犛，且记为犖犛＝｛犌１３，犌１２３，犑２３，犌０，

犑１４，犌１２４，犌１２，犌１３４，犌２３４｝，其中组犌２３分解为犑２３和
犑１４，中间调度１处理机任务组犌０．容易验证该α规
则调度犖犛的时间跨度为｜犌犛｜犅＋ｍａｘ｛犵１，犵２４＋
犵２，犵３４｝．

图３　基于组调度犌犛１的规则调度犖犛

　　这样一来，我们可以得到若干这样的规则调度，
记为犖犛（α，犽），其中α是组调度类型，犽是不同规则
调度的序号．表１列出了不同类型组调度下的规则
调度，其中α类第犽种调度犖犛（α，犽）的时间跨度上
界｜犖犛（α，犽）｜犅＋犺（α，犽）．

表１　各种间隙类型的规则调度犖犛（α，犽）
α 犓 犖犛（α，犽） 犺（α，犽）
１ １ ｛犌２３，犌１２３，犑１３，犌０，犑２４，犌１２４，犌１２，犌１３４，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵１＋犵１４，犵２，犵３４｝
１ ２ ｛犌２３，犌１２３，犑１２，犌０，犑３４，犌１３４，犌１３，犌１２４，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵１＋犵１４，犵３，犵２４｝
１ ３ ｛犌２３，犌１２４，犑１２，犌０，犑３４，犌１３４，犌１３，犌１２３，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵１＋犵１４，犵４＋犵１４＋犵２４｝
１ ４ ｛犌１２，犌１２４，犑２４，犌０，犑１３，犌１３４，犌２３，犌１２３，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵１＋犵１４，犵４＋犵１４＋犵３４｝
１ ５ ｛犌１２３，犌１２４，犌１３４，犌２３４，犌１２，犌０，犌１３，犌２３｝ ｍａｘ｛犵１＋犵１４，犵２，犵３，犵４＋犵１４｝
１ ６ ｛犌１３，犌１２３，犑１２，犌０，犑３４，犌２３４，犌２３，犌１２４，犌１３４｝ ｍａｘ｛犵２＋犵２４，犵３，犵１４｝
１ ７ ｛犌１３，犌１２４，犑１２，犌０，犑３４，犌２３４，犌２３，犌１２３，犌１３４｝ ｍａｘ｛犵２＋犵２４，犵４＋犵１４＋犵２４｝
１ ８ ｛犌１２，犌１２４，犑１４，犌０，犑２３，犌２３４，犌１３，犌１２３，犌１３４｝ ｍａｘ｛犵２＋犵２４，犵４＋犵３４＋犵２４｝
１ ９ ｛犌１３，犌１２３，犑２３，犌０，犑１４，犌１２４，犌１２，犌１３４，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵２＋犵２４，犵１，犵３４｝
１ １０ ｛犌１２３，犌１２４，犌１３４，犌２３４，犌１２，犌０，犌２３，犌１３｝ ｍａｘ｛犵２＋犵２４，犵１，犵３，犵４＋犵２４｝
１ １１ ｛犌１２，犌１２３，犑２３，犌０，犑１４，犌１３４，犌１３，犌１３４，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵３＋犵３４，犵１，犵２４｝
１ １２ ｛犌１２，犌１２３，犑１３，犌０，犑２４，犌２３４，犌２３，犌１３４，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵３＋犵３４，犵２，犵１４｝
１ １３ ｛犌１３，犌１３４，犑１４，犌０，犑２３，犌２３４，犌１２，犌１２３，犌１２４｝ ｍａｘ｛犵３＋犵３４，犵４＋犵３４＋犵２４｝
１ １４ ｛犌１２，犌１３４，犑１３，犌０，犑２４，犌２３４，犌２３，犌１２３，犌１２４｝ ｍａｘ｛犵３＋犵３４，犵４＋犵３４＋犵１４｝
１ １５ ｛犌１２３，犌１２４，犌１３４，犌２３４，犌１２，犌２３，犌０，犌１３｝ ｍａｘ｛犵３＋犵３４，犵１，犵２，犵４＋犵３４｝
０ １ ｛犌１２，犌１２３，犑２３，犌０，犑１４，犌１２４，犌２４，犌１３４，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵１＋犵１３，犵２，犵３４｝
０ ２ ｛犌２３，犌１２３，犑１３，犌０，犑２４，犌１２４，犌１２，犌１３４，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵１＋犵１４，犵２，犵３４｝
０ ３ ｛犌２３，犌１２３，犑１２，犌０，犑３４，犌２３４，犌２４，犌１２４，犌１３４｝ ｍａｘ｛犵３＋犵１３，犵２，犵１４｝
０ ４ ｛犌１２，犌１２３，犑１３，犌０，犑２４，犌２３４，犌２３，犌１３４，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵３＋犵３４，犵２，犵１４｝
０ ５ ｛犌２４，犌１２４，犑１２，犌０，犑３４，犌２３４，犌２３，犌１２３，犌１３４｝ ｍａｘ｛犵４＋犵１４，犵２，犵１３｝
０ ６ ｛犌１２，犌１２４，犑１４，犌０，犑２３，犌２３４，犌２４，犌１２３，犌１３４｝ ｍａｘ｛犵４＋犵３４，犵２，犵１３｝
０ ７ ｛犌１２３，犌１２４，犌１３４，犌２３４，犌１２，犌０，犌２３，犌２４｝ ｍａｘ｛犵１＋犵１３，犵２，犵３＋犵１３，犵４｝
０ ８ ｛犌１２３，犌１２４，犌１３４，犌２３４，犌１２，犌０，犌２４，犌２３｝ ｍａｘ｛犵１＋犵１４，犵２，犵３，犵４＋犵１４｝
０ ９ ｛犌１２３，犌１２４，犌１３４，犌２３４，犌１２，犌２３，犌０，犌２４｝ ｍａｘ｛犵１，犵２，犵３＋犵３４，犵４＋犵３４｝
０ １０ ｛犌２３，犌１２３，犑１２，犌０，犑３４，犌１３４，犌２４，犌１２４，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵１＋犵１３＋犵１４，犵３＋犵１３｝
０ １１ ｛犌１２，犌１２４，犑２４，犌０，犑１３，犌１３４，犌２３，犌１２３，犌２３４｝ ｍａｘ｛犵４＋犵１４＋犵３４，犵１＋犵１４｝
０ １２ ｛犌１２，犌１３４，犑１４，犌０，犑２３，犌２３４，犌２４，犌１２３，犌１２４｝ ｍａｘ｛犵３＋犵１３＋犵３４，犵４＋犵３４｝
０ １３ 犑２，犑１３，犑１４，犌１３４，犌１２，犑１，犑３，犑４，犑２３，犑２４，犌２３４，犌１２３，犌１２４ ｍａｘ｛狋１３＋狋１４＋狋１２３，狋２－狋１３４，狋１４＋狋２４＋狋１２４｝
０ １４ 犑２，犑１３，犑３４，犌１３４，犌２３，犑１，犑３，犑４，犑２４，犑１２，犌１２４，犌１２３，犌２３４ ｍａｘ｛狋１３＋狋３４＋狋２３４，狋２－狋１３４，狋１３＋狋１２＋狋１２３｝
０ １５ 犑２，犑３４，犑１４，犌１３４，犌２４，犑１，犑３，犑４，犑１２，犑２３，犌１２３，犌２３４，犌１２４ ｍａｘ｛狋３４＋狋１４＋狋１２４，狋２－狋１３４，狋３４＋狋２３＋狋２３４｝
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最后３种犖犛（０，１３），犖犛（０，１４），犖犛（０，１５）比
较特殊，将组调度中的组做了较多的拆分．下面以
犖犛（０，１３）为例来说明，如图４所示，犖犛（０，１３）＝
｛犑２，犑１３，犑１４，犌１３４，犌１２，犑１，犑３，犑４，犑２３，犑２４，犌２３４，
犌１２３，犌１２４｝．

图４　规则调度犖犛（０，１３）

　　为了计算该规则调度的时间跨度｜犖犛（０，１３）｜，
将图４转换为如下的有向图（图５），图的每个结点
表示一个规则任务，有向边表示任务的先后关系．调
度的时间跨度就是该有向图的关键路径（即最大路
径），即
｜犖犛（０，１３）｜＝
　ｍａｘ｛狋１３＋狋１４＋狋１３４＋狋１２＋狋２３＋狋２４＋狋２３４＋狋１２３＋狋１２４，
狋２＋狋１２＋狋１＋狋１２３＋狋１２４，
狋２＋狋１２＋狋２３＋狋２４＋狋２３４＋狋１２３＋狋１２４，
狋１３＋狋１４＋狋１３４＋狋３４＋狋３＋狋２３＋狋２４＋狋２３４＋狋１２３＋狋１２４，
狋１３＋狋１４＋狋１３４＋狋３４＋狋４＋狋２４＋狋２３４＋狋１２３＋狋１２４｝
＝ｍａｘ｛狋１３＋狋１４＋犜０，狋２－（狋１３＋狋１４＋狋１３４）＋犜１，
犜２，狋１４＋狋２４＋狋１２４＋犜３，狋１３＋狋１２３＋犜４｝
犔犅＋ｍａｘ｛狋１３＋狋１４，狋２－狋１３４，狋１４＋狋２４＋狋１２４，狋１３＋狋１２３｝
犔犅＋ｍａｘ｛狋１３＋狋１４＋狋１２３，狋２－狋１３４，狋１４＋狋２４＋狋１２４｝．

图５　规则调度犖犛（０，１３）的调度图

　　引理３．　对任意α∈｛０，１｝，必存在犽∈｛１，２，
３，…，１５｝，使得犺（α，犽）犔犅／３．

证明．
（１）当α＝１时，根据引理２，在犵１＋犵１４，犵２＋

犵２４，犵３＋犵３４中必有一个不超过犔犅／３．不妨设犵１＋
犵１４犔犅／３，考虑犽∈｛１，２，３，４，５｝．若犺（１，１）＞犔犅／３
且犺（１，２）＞犔犅／３，即ｍａｘ｛犵２，犵３４｝＞犔犅／３且
ｍａｘ｛犵３，犵２４｝＞犔犅／３，则根据引理２易知，在犵４＋
犵１４＋犵２４，犵４＋犵１４＋犵３４及ｍａｘ｛犵２，犵３，犵４＋犵１４｝中必
有一个不超过犔犅／３．即证得当α＝１时引理成立．

（２）当α＝０时，分犵２犔犅／３和犵２＞犔犅／３两
种情况讨论．

①犵２犔犅／３时，考察犺（０，犽），犽∈｛１，２，…，９｝．
根据引理２可知，犵１３、犵１４、犵３４中最多只有两个超过
犔犅／３．若犵１３、犵１４、犵３４中有两个超过犔犅／３，不妨设为
犵１３和犵１４，此时由引理２易知，犺（０，９）犔犅／３；若
犵１３、犵１４、犵３４中有且仅有一个超过犔犅／３，不妨设
犵１３＞犔犅／３，则由引理２易知，犺（０，２）犔犅／３或
犺（０，４）犔犅／３；若犵１３、犵１４、犵３４都不超过犔犅／３，则由
引理２可得，犺（０，１）、犺（０，４）、犺（０，５）中必有一个不
超过犔犅／３．

②犵２＞犔犅／３时，考察犺（０，犽），犽∈｛１０，１１，…，
１５｝．若犵１＋犵１３＋犵１４、犵４＋犵１４＋犵３４、犵３＋犵１３＋犵３４中
至少有一个不超过犔犅／３，不妨设犵１＋犵１３＋犵１４

犔犅／３，则根据引理２可知，在犵４＋犵１４＋犵３４、犵３＋犵１３
中必有一个不超过犔犅／３，即有犺（０，１０）犔犅／３
或犺（０，１１）犔犅／３．

若犵１＋犵１３＋犵１４＞犔犅／３且犵４＋犵１４＋犵３４＞犔犅／３
且犵３＋犵１３＋犵３４＞犔犅／３，则此时犵１＋犵２＋犵３＋犵４＋
２（犵１３＋犵１４＋犵３４）＞（４／３）犔犅，结合引理２，有犵１３＋
犵１４＋犵３４＞犔犅／３，从而有
狋１３４＋狋２４＋狋２３＋狋１２－狋１３－狋１４－狋３４＞（２／３）犔犅（５）

但由引理１，狋１２３＋狋１２４＋狋１３４＋狋２３４＋狋１２＋狋２３＋狋２４＝
犜０犔犅，所以

狋１２３＋狋１２４＋狋２３４＋狋１３＋狋１４＋狋３４犔犅／３ （６）
考察犺（０，犽），犽∈｛１３，１４，１５｝．由引理１，狋２－

狋１３４＋狋１３４＋狋１２＋狋２３＋狋２４犜２犔犅，结合式（５）即得
狋２－狋１３４犔犅／３；又根据引理２可知，在狋１４＋狋２４＋
狋１２４、狋１３＋狋１２＋狋１２３、狋３４＋狋２３＋狋２３４中必有一个不超过
犔犅／３；再结合式（６）即可得知，犺（０，１３）、犺（０，１４）及
犺（０，１５）中必有一个不超过犔犅／３． 证毕．

４　最优规则调度算法
根据上文的分析，可以设计一个规则调度算法

ＮＳＡ（ＮｏｒｍａｌＳｃｈｅｄｕｌｉｎｇＡｌｇｏｒｉｔｈｍ），基本思路是，
适当选择两组或多组与４个１处理机任务块进行混
合调度，而剩下的组实行组调度．算法具体描述如下．
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算法１．　ＮＳＡ．
１．系统调度预处理：
１．１．将原始任务规则化得到规则任务集犑＝｛犑１，

犑２，犑３，犑４，犑１２，犑２３，犑１３，犑１４，犑２４，犑３４，犑１２３，犑２３４，
犑１３４，犑１２４｝；

１．２．若狋１２＜狋３４，则交换处理机狆１和狆３的编号，狆２和
狆４的编号；

１．３．若狋２３＜狋１４，则交换处理机狆１和狆２的编号，狆３和
狆４的编号．

２．调度初始化：
２．１．若狋１３狋２４，则令α＝１；否则令α＝０；
２．２．将规则任务中的２处理机任务和３处理机任

务按（）分组得犌犕；
２．３．计算最优调度的下界犔犅以及每组包含的间隙

长度犵犘－犕；
３．确定规则调度：
３．１．计算犺（α，犻），犻＝１，２，３，…，１５；
３．２．若犺（α，犽）＝ｍｉｎ｛犺（α，犻）｜犻＝１，２，３，…，１５｝，则

选择规则调度犖犛（α，犽）；
４．实施规则调度犖犛（α，犽）；
５．Ｅｎｄ．
算法ＮＳＡ的时间复杂度和性能分析有如下

定理．
定理１．　算法ＮＳＡ具有犗（狀）时间复杂度，近

似比性能为４／３，即犛ＮＳＡ（犑）／犛ＯＰＴ（犑）４／３．
证明．　算法的时间复杂度是显然的，下面证明

算法的性能．根据算法步３的３．２可知，
犛ＮＳＡ（犑）犔犅＋ｍｉｎ｛犺（α，犻）｜犻＝１，２，３，…，１５｝，
但由引理３，ｍｉｎ｛犺（α，犻）｜犻＝１，２，３，…，１５｝犔犅／３．
又根据引理１，犛ＯＰＴ（犑）犔犅，所以
犛ＮＳＡ（犑）／犛ＯＰＴ（犑）（犔犅＋犔犅／３）／犔犅＝４／３，

即定理结论成立． 证毕．
定理２．　４处理机系统中，对任意的任务实例

犑，由算法ＮＳＡ构造出的规则调度是最优的规则
调度．

证明．　如果能找到一个最优规则调度的例子，
使得其近似比恰为４／３，则可以说明４处理机系统
中的任何规则调度算法的近似比都不会小于４／３，
从而证明本文规则调度算法ＮＳＡ是４处理机系统
中的最优规则调度算法．

为此，取一个包含９个原始任务的实例犑＝
｛犼１１，犼２１，犼１３，犼２３，犼１４，犼２４，犼１２，犼２３，犼２４｝，其中下标表示该任
务的处理机模式，上标表示该任务在相同处理机模
式的任务中的序号，且每个任务的处理时间均为１．

该实例有一个最优调度犛ＯＰＴ，如图６所示，且其时间
跨度为犛ＯＰＴ（犑）＝３．

图６　犑＝｛犼１１，犼２１，犼１３，犼２３，犼１４，犼２４，犼１２，犼２３，犼２４｝的最优调度
实例犑的规则任务集为犑＝｛犑１，犑３，犑４，犑１２，

犑２３，犑２４｝，其中下标表示该规则任务的处理机模式，
各规则任务的处理时间分别为２、２、２、１、１、１．容
易得知对于该规则任务实例，存在最优规则调度
（ＯｐｔｉｍａｌＮｏｒｍａｌＳｃｈｅｄｕｌｅ）犛ＯＮＳ，如图７所示，且调
度的时间跨度为犛ＯＮＳ（犑）＝４．

图７　一个最优规则调度的例子
由此得到实例犑的最优规则调度的近似比为

犛ＯＮＳ（犑）／犛ＯＰＴ（犑）＝４／３．这说明，对于４处理机系
统中的多处理机任务调度问题，使用规则调度时的
最好性能结果也不会好于４／３．而本文算法ＮＳＡ已
经达到了４／３，因此定理２结论成立． 证毕．

本节给出的定理１和定理２，是本文的主要结
论，并得到了严格的理论证明．最后将给出实际验证
测试，主要验证两点：（１）规则调度算法ＮＳＡ对任
何实例的近似比不超过４／３；（２）在所有的规则调度
算法中，本文给出的算法ＮＳＡ是最优的．

为了严格起见，本文对于算法的近似性能都是
在最坏的情况下进行比较的．在定理２的证明中已
经给出了一个最坏情况的实际例子，说明了无论采
取何种规则调度，都不可能得到小于４／３的近似比，
因此第（２）点无需再验证．针对第（１）点，我们在双核
ＰＣ服务器上利用ＶＣ＋＋进行了１０００次模拟实验，
每次实验中包括１０００个任务，任务的处理机模式和
时间长度都是随机给出的，得到的结果数据如表２
所示．

表２　算法犖犛犃的实验结果数据列表
算法处理机数 实验次数 每次实验任务数 每次规则任务数 平均花费时间／μｓ 最大近似比 平均近似比 最好近似比
ＮＳＡ ４ １０００ １０００ １４ ０．８３９ １．３３３３ １．１９５７ １．００００
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在实验中，为了不影响调度结果而简化调度，我
们去掉了模式是４个处理机的任务．近似比计算所
依赖的最优时间跨度取引理１给出的下界．算法时
间主要花费在对１０００个任务的规则化，得到的
１４个规则任务，如果进行全排列选择最优规则调度
需要进行１４！≈８．７×１０１０轮调度，但在本文算法
ＮＳＡ中根据规则任务间隙特征和参数的取值，只需
在１５种调度中选择即可，所以花费时间很小．实验结
果显示，在给定的最坏情况下，近似比不超过４／３，平
均花费时间０．８３９μｓ．由于实验的次数毕竟有限，不
能列出所有的实例，但通过定理１的证明，已经从理
论上保证了ＮＳＡ算法的近似比都不会超过４／３．

５　结束语
本文详尽地讨论了４处理机系统中基于组调度

犌犛的规则调度，构造出线性近似调度算法ＮＳＡ，并
证明了该算法达到的近似比为４／３，定理２还证明
了４／３近似调度算法是规则调度中的最好结果．
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