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摘　要　可逆逻辑有许多应用，尤其在量子计算领域，量子可逆逻辑电路是构建量子计算机的基本单元，量子可逆

逻辑电路综合就是根据电路功能，以较小的量子代价自动构造量子可逆逻辑电路．文中结合可逆逻辑电路综合的

多种算法，提出了一种新颖高效的算法，自动构造正极性ＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒ展开式（ＲＭ），在生成量子可逆逻辑电路的解

空间树上，采用总体层次遍历，局部深度搜索，借鉴模板优化技术，构造限界函数快速剪去无解或非最优解的分枝，

优先探测ＲＭ中的因子，以极高的效率生成最优电路．以国际公认的３变量可逆函数测试标准，该算法不仅能够生

成全部最优电路，而且运行速度远远超过同类算法．

关键词　量子电路优化；ＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒ；可逆逻辑电路；Ｔｏｆｆｏｌｉ门；量子计算

中图法分类号 ＴＰ３８　　　犇犗犐号：１０．３７２４／ＳＰ．Ｊ．１０１６．２００９．０１２９１

犃犉犪狊狋犃犾犵狅狉犻狋犺犿犳狅狉犛狔狀狋犺犲狊犻狊狅犳犙狌犪狀狋狌犿犚犲狏犲狉狊犻犫犾犲犔狅犵犻犮犆犻狉犮狌犻狋狊

ＬＩＺｈｉＱｉａｎｇ
１），２） ＣＨＥＮＨａｎＷｕ１

）
ＸＵＢａｏＷｅｎ１

）
ＬＩＷｅｎＱｉａｎ１

）
ＷＡＮＧＪｉａＪｉａ１

）
ＬＩＵ ＷｅｎＪｉｅ１

），３）

１）（犛犮犺狅狅犾狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犛狅狌狋犺犲犪狊狋犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犖犪狀犼犻狀犵　２１００９６）

２）（犆狅犾犾犲犵犲狅犳犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犢犪狀犵狕犺狅狌犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犢犪狀犵狕犺狅狌，犑犻犪狀犵狊狌　２２５００９）

３）（犇犲狆犪狉狋犿犲狀狋狅犳犆狅犿狆狌狋犲狉犛犮犻犲狀犮犲牔犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犖犪狀犼犻狀犵犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犐狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀犛犮犻犲狀犮犲牔犜犲犮犺狀狅犾狅犵狔，犖犪狀犼犻狀犵　２１００４４）

犃犫狊狋狉犪犮狋　 Ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｌｏｇｉｃｆｉｎｄｓｍａｎｙａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙｉｎｔｈｅａｒｅａｏｆｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔｉｎｇ．

Ｑｕａｎｔｕｍｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｌｏｇｉｃｃｉｒｃｕｉｔｓａｒｅｂａｓｉｃｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔｅｒｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ．Ｓｙｎｔｈｅｓｉｓ

ｏｆｑｕａｎｔｕｍｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｌｏｇｉｃｃｉｒｃｕｉｔｓｍｅａｎｓｔｏａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｄｅｓｉｒｅｄｑｕａｎｔｕｍｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅ

ｌｏｇｉｃｃｉｒｃｕｉｔｗｉｔｈｍｉｎｉｍａｌｑｕａｎｔｕｍｃｏｓｔ．Ｔｈｅａｕｔｈｏｒｓａｂｓｏｒｂｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｄｅａｓｏｆｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｌｏｇｉｃｃｉｒ

ｃｕｉｔｓｓｙｎｔｈｅｓｉｓａｎｄｐｒｅｓｅｎｔａｎｏｖｅｌａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｈｉｃｈｃａｎａｕｔｏｍａｔｉｃａｌｌｙｄｅｒｉｖｅｔｈｅｐｏｓｉ

ｔｉｖｅｐｏｌａｒｉｔｙＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒｅｘｐａｎｓｉｏｎ（ＲＭ）．Ａｓｏｌｕｔｉｏｎｓｐａｃｅｔｒｅｅｉｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｔｏｃｒｅａｔｅｑｕａｎ

ｔｕｍｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｌｏｇｉｃｃｉｒｃｕｉｔｓ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｆｌｏｏｒｔｒａｖｅｒｓａｌｉｓａｐｐｌｉｅｄｇｌｏｂａｌｌｙ，ａｎｄｄｅｐｔｈｆｉｒｓｔｓｅａｒｃｈｉｓ

ｕｓｅｄｌｏｃａｌｌｙ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｔｈｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅｏｆｔｅｍｐｌａｔｅｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ｔｈｅｂｏｕｎｄｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓ

ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄ，ｗｈｉｃｈｃａｎｒａｐｉｄｌｙｐｒｕｎｅｔｈｅｂｒａｎｃｈｅｓｗｉｔｈｎｏｏｒｎｏｎｏｐｔｉｍａｌｒｅｓｕｌｔ．Ｔｈｉｒｄｌｙ，ｆａｃｔｏｒｓ

ｏｆＲＭａｒｅｆｉｒｓｔｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ，ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙｃｏｎｓｔｒｕｃｔｏｐｔｉｍａｌｒｅｓｕｌｔａｎｄ

ｓａｖｅｓｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ．Ｊｕｄｇｉｎｇｂｙｔｈｅｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌｌｙｒｅｃｏｇｎｉｚｅｄｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｆｕｎｃ

ｔｉｏｎｓｏｆｔｈｒｅｅｖａｒｉａｂｌｅｓ，ｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｎｏｔｏｎｌｙｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｓａｌｌｏｐｔｉｍａｌｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｆｕｎｃ

ｔｉｏｎｓ，ｂｕｔａｌｓｏｒｕｎｓｅｘｔｒｅｍｅｌｙｆａｓｔｅｒｔｈａｎｏｔｈｅｒｓｏｆｔｈｅｓａｍｅｋｉｎｄ．

犓犲狔狑狅狉犱狊　 ｑｕａｎｔｕｍｃｉｒｃｕｉｔｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ；ＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒ；ｒｅｖｅｒｓｉｂｌｅｌｏｇｉｃｃｉｒｃｕｉｔ；Ｔｏｆｆｏｌｉｇａｔｅ；

ｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｐｕｔｉｎｇ



１　引　言

量子计算机可等效一个量子图灵机．理论上已

证明，量子图灵机可等价一个量子逻辑电路．量子逻

辑门的组合与级联是组成量子计算机的基本元素．

所有量子逻辑门均可表示成复变空间酋矩阵，

其输入与输出的比特数相等，也称可逆算子．量子逻

辑门对输入比特进行确定的酋变换，得到输出比特．

Ｄｅｕｔｓｃｈ
［１］最早考虑用量子逻辑门构造量子计算机

的问题，他发现几乎所有的三比特量子逻辑门都是

通用逻辑门．通用逻辑门的含义是指，通过该逻辑门

的级联，能够以任意精度逼近任意一个幺正操作，幺

正操作对应操作的数理解析，逻辑门的级联将生成

物理上的量子逻辑电路．

Ｄｅｕｔｓｃｈ的结果随后得到发展，最后 Ｄｅｕｔｓｃｈ

等［２］和Ｌｌｏｙｄ
［３］各自独立证明了几乎所有的二比特

量子逻辑门都是通用的，这里“几乎”是指，二比特通

用量子逻辑门的集合是所有二比特逻辑门的集合的

一个稠密子集．实验上通常用一些具体的量子逻辑

门构造量子计算机．Ｂａｒｅｎｃｏ
［２］等人证明，一个二比

特的异或门与对一比特进行任意操作的门可构成一

个通用量子门集．

相对而言，单比特逻辑门在实验上比较容易实

现，现在多数实验方案都集中于制造量子异或门．量

子异或门和经典异或门非常相似，它有两个输入比

待：控制比特和受控比特．当控制比特处于微粒子上

能级（激活态）时，受控比特状态发生反转．用记号

犆１２代表量子异或操作，其中１，２分别代表控制和受

控比特，则有｜狀１〉１｜狀２〉２
犆
→
１２

｜狀１〉１｜狀１狀２〉２，其中

狀１，狀２取值０或１，表示模２加（异或）运算．

迄今为止，虽然世界上还没有真正意义的量子

计算机．但是，世界主要经济发达国家都在制定战略

性规划，各国有代表性的实验室正以巨大的热情投

入人财物，期望在新一代计算机的科学与技术上占

据领导地位．正因为实现量子计算机的技术困难重

重，而量子计算机的实现必将为信息科学与通信技

术带来革命性的突破，所以量子可逆逻辑电路的设

计、优化与测试等方法的研究作为量子信息与量子

计算理论的基础研究越来越受到理论研究者与应用

研究者的关注，也将笔者所在研究小组的研究重点

从经典信息领域逐渐转向量子信息与计算领域．

量子可逆逻辑综合源于可逆计算机的研究．

２０世纪中叶，人们发现计算机芯片的能耗导致芯片

发热，限制芯片集成度，影响计算机的运行速度．

Ｌａｎｄａｕｅｒ
［４］发现，芯片能耗主要源于计算中的不可

逆操作．因此降低能耗的关键是将不可逆操作变为

可逆操作．Ｂｅｎｎｅｔｔ
［５］对此有严格证明．经典计算机本

质上是一个通用图灵机，是不可逆的，但所有不可逆

通用图灵机，都对应一个可逆图灵机，且两者的计算

能力和计算效率完全相同．由于量子逻辑门都是可逆

的，因此可以用可逆的设计方法综合量子逻辑电路．

量子电路理论上不丢失输入信息，因此也不存在热耗

散，从而从理论上有效地解决了芯片的热耗问题．

Ｂｅｎｎｅｔｔ证明只要是可逆门构造的网络，能量

零损耗是可能的．可逆逻辑已广泛应用在量子计算、

低功耗ＣＭＯＳ电路、纳米技术、光计算、加密技术等

许多领域，因此可逆逻辑的研究将变得越来越重要．

最近３０年，人们提出了多种可逆量子门．如

Ｆｅｙｎｍａｎ提 出 的 控 制 非 门 （ＣＮＯＴ）
［６］、Ｔｏｆｆｏｌｉ

门［７］、Ｆｒｅｄｋｉｎ门
［８］等．如何使用规定的量子门自动

生成量子代价较小的量子电路，即制造量子电路的

成本较低，通常认为量子代价是指使用量子门的数

量，最优的量子电路是指使用量子门的数量最少．

Ｓｈｅｎｄｅ
［９］、Ｓｏｎｇ

［１０］等人提出了一些可逆逻辑综合的

算法，Ｓｈｅｎｄｅ
［１１］等人提出了一种３个输入变量的综

合方法．Ｉｗａｍａ
［１２］等人给出了ＣＮＯＴ电路的综合规

则，提出ＣＮＯＴ门序列顺序变化的规则，通过将实

现幺变换的相邻且相同的门消除，最终实现可逆电

路的化简．Ｍｉｌｌｅｒ
［１３］应用谱函数实现近似最优的可

逆电路化简．然而目前人们还没有找到通用高效的

算法，特别对多个输入变量的量子电路，这是量子电

路中急需解决的重要问题之一．Ｓｈｅｎｄｅ等人提出的

穷举算法较慢，Ｍｉｌｌｅｒ
［１４］、Ｉｗａｍａ、Ｍａｓｌｏｖ

［１５］给出了

几个启发式算法，有些还需要模板优化技术．Ｍｉｓｈ

ｃｈｅｎｋｏ
［１６］等人提出使用 ＲＭ 综合可逆逻辑电路，

Ｇｕｐｔａ
［１７］给出了基于ＲＭ 的启发式规则，但这些算

法缺乏普遍适用性，且通常生成的电路不能达到

最优．

本文首先给出生成ＲＭ 展开式的通用算法，并

给予详细的证明，然后根据化简ＲＭ 展开式生成可

逆逻辑电路的基本思想，提出了在生成量子可逆逻

辑电路的解空间树上，层次遍历找到的第一个解必

定是最优解，又吸收深度搜索可以复用前面计算的

结果，在遍历的过程中借鉴模板优化技术，构造限界

函数，快速剪去无解与非最优解的分枝，优先探测

ＲＭ中因子对应的量子门，因此该算法的平均空间、
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时间复杂度较小，实验中，能快速生成全部最优量子

可逆逻辑电路．

２　量子可逆逻辑电路的基本概念

利用微观粒子状态表示的信息称为量子信息，

量子信息的基本单位是量子比特（ｑｕｂｉｔ），与经典信

息不同，量子比特能够以叠加态的形式存在，任何量

子比特均可由一个二元向量形式表示，形式如

｜φ〉＝α｜０〉＋β｜１〉，其中α和β为复数，满足归一化

条件｜α｜
２＋｜β｜

２＝１．

量子逻辑门是处理量子信息的基本单元，量子

逻辑门的级联构成量子电路，量子电路必须是可逆

的，即量子信息的动态过程在复向量空间上必须保

持正交变换．在量子计算中，一个量子逻辑门对应一

个幺正变换，根据输入输出的对数，逻辑门可分为单

量子比特门与多量子比特门．

定义１．　通用Ｔｏｆｆｏｌｉ量子门记为犜犗犉（犆；狋），

其中输入变量集合犐狀＝ 狓１，狓２，…，狓｛ ｝狀 ，控制端集

合犆＝ 狓犻
１
，狓犻

２
，…，狓犻｛ ｝

犽
，犽∈｛１，２，…，狀－１｝，受控

端集合为狋＝ 狓｛ ｝犼 ，且满足犆∩狋＝，犆∪狋犐狀．

犜犗犉（犆；狋）将输出变量集合映射成：｛狓１，狓２，…，

狓犼－１，狓犼狓犻１狓犻２…狓犻犽，狓犼＋１，…，狓狀｝．若犿∈｛１，

２，…，犽｝，狓犻犿＝０→狓犻１狓犻２…狓犻犽＝０，受控端狓犼输出为

狓犼狓犻１狓犻２…狓犻犽＝狓犼０＝狓犼；若犿∈｛１，２，…，犽｝，

狓犻犿＝１→狓犻１狓犻２…狓犻犽＝１，受控端狓犼的输出为狓犼

狓犻
１
狓犻
２
…狓犻犽＝狓犼１＝珚狓犼．该Ｔｏｆｆｏｌｉ量子门通常表示

为犜犗犉（狓犻
１
，狓犻

２
，…，狓犻犽；狓犼），如图１所示．

图１　量子逻辑门

　　当犽＝０时，犆＝，犜犗犉（狓犼）为非门（ＮＯＴ）；

当犽＝１时，犆＝｛狓犻
１
｝，犜犗犉（狓犻

１
；狓犼）为控制非

门（ＣＮＯＴ）；

当犽＝２时，犆＝｛狓犻
１
，狓犻

２
｝，犜犗犉（狓犻

１
，狓犻

２
；狓犼）为

标准Ｔｏｆｆｏｌｉ门．

这里只有非门为单量子比特门，其它均为多量

子比特门．

定义２．　狀个输入与狀个输出变量的布尔函数

犳（狓１，狓２，…，狓狀）＝｛狔１，狔２，…，狔狀｝，是可逆函数，当

且仅当它是双射，即任意一个输入都对应着唯一的

输出，如任意输入值（狓狀…狓２狓１）２对应唯一的输出值

（狔狀…狔２狔１）２，反之亦然．其中，狓犻，狔犻，１犻狀分别

表示第犻个输入与输出变量，（犡）２表示将二进制数

犡转换为十进制的值，如（１０１）２＝５．

可逆函数可用真值表表示，也可用整数集合

｛０，１，…，２狀－１｝的置换表示．图２表示一个３个变

图２　量子可逆逻辑电路

量的量子可逆逻辑电路，用真值表表示见表１，用置

换表示为σ＝
０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７（ ）２ ６ ０ １ ７ ３ ５ ４

．

同样该量子可逆逻辑电路也可表示成

犳（０）＝２，犳（１）＝６，…，犳（７）＝４ （１）

表１　图２量子电路的真值表

输 入

（狓３狓２狓１）２ 狓３ 狓２ 狓１

（犮　犫　犪）２ 犮 犫 犪

输出

（狔３狔２狔１）２ 狔３ 狔２ 狔１

（犮狅　犫狅　犪狅）２ 犮狅 犫狅 犪狅

０ ０ ０ ０ ２ ０ １ ０

１ ０ ０ １ ６ １ １ ０

２ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０

３ ０ １ １ １ ０ ０ １

４ １ ０ ０ ７ １ １ １

５ １ ０ １ ３ ０ １ １

６ １ １ ０ ５ １ ０ １

７ １ １ １ ４ １ ０ ０

　　定义３．　能用可逆函数描述的电路称为可逆

逻辑电路．

如图２所示，可逆逻辑电路的特点是：（１）输入

线数与输出线数相等；（２）没有扇出与扇入；（３）没

有反馈；（４）电路分层级联，有时为保证电路可逆，

需添加一些辅助位，即垃圾位．

定义４．　狀个输入与狀个输出变量的布尔函数

犳（狓１，狓２，…，狓狀）＝｛狔１，狔２，…，狔狀｝的展开式：

犳（狓狀，狓狀－１…，狓１）＝ 
２
狀
－１

犻＝０

（犱犻犘犻） （２）

称为正极性ＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒ展开式（ＲＭ），即任意一个

布尔函数均可用若干个输入变量的乘积的异或和的
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形式表示．其中犘犻＝∏
狀

犽＝１

（狓犽）
犻犽，犻犽表示犻的二进制

数的第犽位数，即犻＝（犻狀犻狀－１…犻犽…犻１）２，犻犽是输入变

量狓犽的指数，决定狓犽是否出现，犱犻∈｛０，１｝，决定犘犻

是否出现．当狀确定后，ＲＭ展开式中唯一可变的是

犱犻，因此生成ＲＭ 展开式的本质就是计算犱犻的值．

其中，设犻∈｛０，１，…，犺｝，狔犻∈｛０，１｝，则
犺

犻＝０
狔犻＝

狔０狔１…狔犺＝ ∑
犺

犻＝０

狔（ ）犻 ｍｏｄ２，ｍｏｄ是取余

运算．

以３个变量的量子可逆逻辑电路为例，ＲＭ 展

开式为

犳（狓１，狓２，狓３）＝犱０犱１狓１犱２狓２犱３狓２狓１犱４狓３

犱５狓３狓１犱６狓３狓２犱７狓３狓２狓１．

　　如图２所示，令犪＝狓１，犫＝狓２，犮＝狓３，犪０＝狔１，

犫０＝狔２，犮０＝狔３，则量子电路用ＲＭ展开式表示为

犪０＝犫犪犮，　

犫０＝１犫，

犮０＝犪犫犪犮 （３）

　　验证式（３）的ＲＭ 展开式的正确性．任选式（３）

中的等式狇，从表１中任选输入值狓与对应的输出

值狔，即犳（狓）＝狔，分别代入到等式狇的右边与左

边，如果等式狇始终成立，则式（３）的ＲＭ 展开式为

正确；否则为不正确．

引理１．　在可逆逻辑电路中，任意两个相同且

相邻的通用Ｔｏｆｆｏｌｉ门可以从电路中同时去除．

证明．　设量子电路中存在两个如图１所示的

相同且相邻的通用Ｔｏｆｆｏｌｉ门，分别为犜犗犉１（犆；狋），

犜犗犉２（犆；狋）．犜犗犉１的任意输入值犐狀犜犗犉
１
＝｛狓１，

狓２，…，狓狀｝，经过犜犗犉１后的输出值为｛狓１，狓２，…，

狓犼－１，狓犼（狓犻１狓犻２…狓犻犽），狓犼＋１，…，狓狀｝，并成为犜犗犉２

的输入值，再经过犜犗犉２后的输出值为｛狓１，狓２，…，

狓犼－１，狓犼（狓犻１狓犻２…狓犻犽）（狓犻１狓犻２…狓犻犽），狓犼＋１，…，

狓狀｝＝｛狓１，狓２，…，狓犼－１，狓犼，狓犼＋１…，狓狀｝＝犐狀犜犗犉
１

，

即任意输入值与其经过量子门犜犗犉１，犜犗犉２的输出

值恒等，因此这两个门可以从电路中同时去除．

证毕．

引理２．　在可逆逻辑电路中，任意两个相邻的

通用Ｔｏｆｆｏｌｉ门，分别为犜犗犉１（犆１；狋１），犜犗犉２（犆２；

狋２）．若犆１∩狋２＝，犆２∩狋１＝，则犜犗犉１和犜犗犉２可

以交换位置．

证明．　设犆１＝｛狓犻
１
，狓犻

２
，…，狓犻犽｝，狋１＝｛狓犼｝，

犆２＝｛狓犿
１
，狓犿

２
，…，狓犿

狆
｝，狋２＝｛狓犺｝，设犼犺．则任意

输入值犐狀＝｛狓１，狓２，…，狓狀｝经过犜犗犉１后的输出值

为｛狓１，狓２，…，狓犼－１，狓犼（狓犻１狓犻２…狓犻犽），狓犼＋１，…，

狓狀｝，它也是犜犗犉２的输入值，因为存在犆１∩狋２＝，

犆２∩狋１＝，所以唯一变化的狓犼犆２，即犜犗犉１对

犜犗犉２的控制端的信息没有影响，则经过犜犗犉２的输

出值为

如果犼＜犺，则｛狓１，狓２，…，狓犼－１，狓犼（狓犻１狓犻２…

狓犻犽），狓犼＋１，…，狓犺－１，狓犺（狓犿１狓犿２…狓犿狆），狓犺＋１，…，狓狀｝；

如果犼＝犺，则｛狓１，狓２，…，狓犼－１，狓犼（狓犻１狓犻２…

狓犻犽）（狓犿１狓犿２…狓犿狆），狓犼＋１，…，狓狀｝．

同理可得，犐狀经过犜犗犉２和犜犗犉１后的输出值

与上式相同，即犜犗犉１和犜犗犉２与犜犗犉２和犜犗犉１的

功能相同，所以在可逆逻辑电路中，犜犗犉１和犜犗犉２

可以交换位置． 证毕．

引理３．　若可逆逻辑电路有狀条线，则可使用

图１所示的通用Ｔｏｆｆｏｌｉ量子门共有狀２狀－１种．

证明．　根据定义１可知，量子门的受控端只有

１个，可从狀条线中任选，有狀种选择；控制端则在

余下的狀－１条线中任选犻条线，有犆犻狀－１种选择，则

控制端有犻条线的通用 Ｔｏｆｆｏｌｉ门共有 犖犌犜（犻）＝

狀犆犻狀－１种，已知０犻狀－１，所以全部犖犆犜犌犜量子

门共有犖犌犜＝∑
狀－１

犻＝０

犖犌犜（犻）＝∑
狀－１

犻＝０

（狀犆犻狀－１）＝狀２
狀－１种．

证毕．

定理１．　在可逆逻辑电路犜犗犉１，犜犗犉２，…，

犜犗犉狀中，如果存在相同的量子门犜犗犉犿，犜犗犉犽，１

犿＜犽狀，且任意犜犗犉犻，犿＜犻＜犽都满足：犆犻∩狋犽＝

，犆犽∩狋犻＝，则犜犗犉犿和犜犗犉犽可同时从电路中

去除．其中犆犼，狋犼，１犼狀分别表示量子门犜犗犉犼的

控制端集合与受控端集合．

证明． 设可逆逻辑电路中包含犜犗犉１，犜犗犉２，…，

犜犗犉犿－１，犜犗犉犿，犜犗犉犿＋１，…，犜犗犉犽－１，犜犗犉犽，

犜犗犉犽＋１，…，犜犗犉狀，因为犆犻∩狋犽＝，犆犽∩狋犻＝，

１犿＜犻＜犽狀，根据引理 ２，犜犗犉犽可分别与

犜犗犉犽－１，犜犗犉犽－２，…，犜犗犉犿＋１交换位置，得到新的

电路 序 列 为 犜犗犉１，犜犗犉２，…，犜犗犉犿－１，犜犗犉犿，

犜犗犉犽，犜犗犉犿＋１，…，犜犗犉犽－１，犜犗犉犽＋１，…，犜犗犉狀，由

条件可知 犜犗犉犿 ＝犜犗犉犽，根据引理 １，犜犗犉犿 与

犜犗犉犽可以从电路中同时去除，可得新的可逆逻辑电

路序列为犜犗犉１，犜犗犉２，…，犜犗犉犿－１，犜犗犉犿＋１，…，

犜犗犉犽－１，犜犗犉犽＋１，…，犜犗犉狀． 证毕．

３　量子可逆逻辑电路综合方法及其比较

量子可逆逻辑综合是以较小的量子代价自动构

造所求的量子可逆逻辑电路，具有很强的实际应用

价值．
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３１　量子可逆逻辑电路主要构造方法

（１）真值表法
［１５］．根据如表１所示的真值表自

动构造可逆逻辑电路．犳为如式（１）的可逆函数．有

３种方法：①前向合成．先按照犻的升序，对于每一

个犻寻找犼，使得犳（犼）＝犻，再通过选取Ｔｏｆｆｏｌｉ门，将

犼转换为犻，不断重复此过程，直至满足犻，犳（犻）＝犻．

将选择的门顺序排列；② 后向合成．先按照犻的升

序，对于每个犻，通过选取Ｔｏｆｆｏｌｉ门，将犳（犻）转换为

犻，不断重复此过程，直至满足犻，犳（犻）＝犻．将选择的

门逆序排列；③双向合成．综合前面两种方法．先按

照犻的升序，对于每个犻，寻找犼，使得犳（犼）＝犻，若

犎犪犿（犻，犳（犻））犎犪犿（犻，犼），使用后向合成，否则使

用前向合成．Ｈａｍ 表示汉明距离．设犻＝（犻狀犻狀－１…

犻１）２，犼＝（犼狀犼狀－１…犼１）２，犻与犼之间的汉明距离为

犎犪犿（犻，犼）＝∑
狀

犽＝１

狊犵（犻犽，犼犽），其中函数

ｓｇ（犻，犼）＝
１，犻≠犼

０，犻＝｛ 犼
．

（２）专用构造方法．本方法根据一些特定功能

的可逆逻辑电路的特点，用专用构造算法，快速生成

电路．如用Ｂｉｔｏｎｉｃ
［１８］方法可快速构造大规模的量子

排序电路，然而这些算法不具有通用性，但性能很

好．例如构造可逆排序电路，如果用其它方法，则算

法复杂性较高，且构造的电路没有规律，很难由此直

接构造更大的排序电路．

（３）ＲＭ法
［１７］．执行下列步骤：①根据可逆逻辑

电路的功能构造可逆函数；② 通过可逆函数构造

ＲＭ展开式；③通过对ＲＭ展开式逐步化简，生成可

逆逻辑电路．这是本文使用的方法．

３２　基于犚犕的可逆逻辑电路的构造方法

该方法共分３步：

（１）将可逆逻辑电路的功能用表２所示的真值

表描述其可逆函数．设有狀个输入与输出变量，分别

为狓狀，狓狀－１，…，狓１与狔狀，狔狀－１，…，狔１，狓犼∈｛０，１｝，

狔犼∈｛０，１｝，１犼狀，则全体输入值分别为｛０，１，…，

２狀－１｝，与之相对应的输出值分别为｛犢０，犢１，…，

犢２狀－１｝，其中犢犻＝（狔犻，狀狔犻，狀－１…狔犻，１）２，０犻２
狀－１；

而当输入值（狓狀狓狀－１…狓１）２为犻时，则输出变量狔犼的

值记为狔犻，犼．

表２　狀个输入、输出变量的通用真值表

输入

犻＝（狓狀…狓２狓１）２ 狓狀…狓２狓１

输出

狔狀…狔犼…狔１

０ ０…０ ０ 狔０，狀…狔０，犼…狔０，１

１ ０…０ １ 狔１，狀…狔１，犼…狔１，１
… … …

２狀－２ １…１ ０ 狔２狀－２，狀
…狔２狀－２，犼

…狔２狀－２，１

２狀－１ １…１ １ 狔２狀－１，狀
…狔２狀－１，犼

…狔２狀－１，１

（２）生成狔犼的ＲＭ展开式，即表２中狔犻，犼的通用

表达式，其中０犻２
狀－１，１犼狀，这里给出递归

算法．

算法１．　狔犼的ＲＭ展开式生成算法犌犚犕（犻，犼）．

输入：犻是可逆函数的输入，犼∈｛１，２，…，狀｝

输出：ＲＭ展开式

１．ｉｆ犻＝０ｔｈｅｎ

２．ｒｅｔｕｒｎ狔０，犼

３．ｅｌｓｅ

４．ｒｅｔｕｒｎ犌犚犕（犻－１，犼）（
犻

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犻，犻）狔犺，犼））犘犻 （４）

　　计算狔犼的ＲＭ 展开式为犌犚犕（２
狀－１，犼），即此

展开式分别输入｛０，１，…，２狀－１｝时，对应的输出值

分别为｛狔０，犼，狔１，犼，…，狔２狀－１，犼｝，其中

犌犚犕（２狀－１，犼）｜（狓狀狓狀－１…狓１）２＝犽＝
简记为

犌犚犕（２狀－１，犼）｜犽＝狔犽，犼．

式（４）中“｜”为位或运算，ｅｑ（犺｜犻，犻）的含义是若犺的

二进制的１全部包含在犻的二进制中，为１，否则为０；

算法第４步中
犻

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犻，犻）狔犺，犼）的含义是选择全部

狔犺，犼，０犺犻且ｅｑ（犺｜犻，犻）＝１，求它们的异或和，若

为１，式（４）返回为犌犚犕（犻－１，犼）犘犻，否则为

犌犚犕（犻－１，犼）．其中函数ｅｑ（犻，犼）＝
０，犻≠犼

１，犻＝｛
犼
．

（３）基于ＲＭ构造量子可逆逻辑电路的通用方

法．设可逆逻辑电路有狀个输入、输出变量分别为

狓１，狓２，…，狓狀与狔１，狔２，…，狔狀，分别有狀个ＲＭ 展开

式：狔犼＝犱０犱１狓１犱２狓２犱３狓２狓１…犱２狀－１狓狀…

狓２狓１，其中１犼狀，犱犻∈｛０，１｝．依次试探量子门

犜犗犉（犆犽；狓犽），根据引理３可知，共有狀２
狀－１种量子

门，则将ＲＭ展开式中全部狀个等式中所有的狓犽用

狓犽犆犽代替，并化简，不断重复此过程，直至ＲＭ 展

开式变为恒等式．即犻∈｛１，２，…，狀｝，狔犻＝狓犻，将化

简过程中使用的量子逻辑门顺序排列，生成所求量

子可逆逻辑电路．

３３　用归纳法证明构造犚犕展开式的犌犚犕算法

求证：犌犚犕（犻，犼）｜犽∈｛０，１，…，犻｝＝狔犽，犼，０犻２
狀－１，

如表２所示，即输入值为犽时，ＲＭ展开式犌犚犕（犻，犼）

的值为狔犽，犼．

证明．

（１）归纳基础．当犻＝０时，由 ＧＲＭ 算法可得

犌犚犕（０，犼）＝狔０，犼，因此输入值为犽∈｛０｝即犽＝０时，

犌犚犕（０，犼）的值等于狔０，犼，所以，犌犚犕（０，犼）｜犽∈｛０｝＝

狔０，犼＝狔犽，犼成立．

（２）归纳假设．当输入值犻＝犿－１时，１犿

５９２１７期 李志强等：量子可逆逻辑电路综合的快速算法研究



２狀－１，犌犚犕（犿－１，犼）｜犽∈｛０，１，…，犿－１｝＝狔犽，犼．

（３）归纳步骤．当输入值犻＝犿 时，由算法１可

得犌犚犕（犿，犼）＝犌犚犕（犿－１，犼）（
犿

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）

狔犺，犼））犘犿．当输入值为犽∈｛０，１，…，犿－１｝时，将犽

的二进制值代入到犘犿，见定义４．由０犽＜犿 可得

犽｜犿≠犽，犽的二进制数中不能包括犿 的二进制数中

所有的１，因此犽输入到犘犿时，犘犿至少有一个输入

变量为０，可得犘犿｜犽∈｛０，１，…，犿－１｝＝０．因此：

犌犚犕（犿，犼）｜犽∈｛０，１，…，犿－１｝

＝犌犚犕（犿－１，犼）｜犽（（
犿

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）狔犺，犼））犘犿）｜犽

＝犌犚犕（犿－１，犼）｜犽（（
犿

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）狔犺，犼））犘犿｜犽）

＝犌犚犕（犿－１，犼）｜犽０

＝犌犚犕（犿－１，犼）｜犽 →
假设

犌犚犕（犿，犼）｜犽∈｛０，１，…，犿－１｝＝狔犽，犼

（５）

当输入值为犽∈｛犿｝即犽＝犿时，犘犿｜犿＝１，见定

义４，条件犺｜犿＝犿，是指犺的二进制数中的１包含

在犿的二进制数中，若犿中有狋个１，满足条件的犺

共有狌＝２狋个，分别 犺０，犺１，…，犺狌｛ ｝－１ ，得犺０＝０，

犺狌－１＝犻．因此

犌犚犕（犿，犼）｜犿

＝（犌犚犕（犿－１，犼）（
犿

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）狔犺，犼））犘犿）｜犿

＝（犌犚犕（犿－１，犼））｜犿（
犿

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）狔犺，犼））犘犿｜犿

犘犿｜犿
→
＝１
犌犚犕（犿，犼）｜犿

＝（犌犚犕（犿－１，犼））｜犿（
犿

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）狔犺，犼））

＝（犌犚犕（犿－１，犼））｜犿
犿－１

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）狔犺，犼）

ｅｑ（犿｜犿，犿）狔犿，犼 →
假设

犌犚犕（犿，犼）｜犿

＝（犌犚犕（犿－１，犼））｜犿


犿－１

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）犌犚犕（犿－１，犼）｜犺）狔犿，犼

＝
犿

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）犌犚犕（犿－１，犼）｜犺）狔犿，犼 （６）

根据算法可知犌犚犕（犿－１，犼）表达式中是由

狔０，犼与若干个犘狉的异或和组成，其中狉∈｛１，２，…，

犿－１｝，
犿

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）狔０，犼｜犺）＝０，因为满足条件的

犺的个数为偶数，而偶数个常数狔０，犼的异或之和必为

０；
犿

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）犘狉｜犺）＝０，因为若犘狉不是犘犿的

因子，则犘狉｜犺＝０，若犘狉是犘犿的因子，设犘犿是狋个

输入变量相乘，而犘狉是犘犿的狊个输入变量相乘，

０狊＜狋，则犘狉输入所有满足条件的犺的值有２
狋－狊个

１与２狋－２狋－狊个０，将这些偶数个１与偶数个０异或

的和为０，所以由式（６）可得 犌犚犕（犿，犼）｜犿 ＝


犿

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犿，犿）犌犚犕（犿－１，犼）｜犺）狔犿，犼＝０

狔犿，犼＝狔犿，犼，即犌犚犕（犿，犼）｜犽∈｛犿｝＝狔犽，犼，再与式（５）合

并可得犌犚犕（犿，犼）｜犽∈｛０，１，…，犿｝＝狔犽，犼，即当输入为

犻＝犿时，结论也成立． 证毕．

３４　构造犚犕展开式的计算方法

下面根据式（１）可逆函数，构造ＲＭ 展开式，有

两种方法：

（１）直接使用ＧＲＭ的递归算法．计算过程详见

表３．表中最后一行的ＲＭ展开式与上一行没有变

化，因为根据定义３可知：
２
狀
－１

犻＝０
狔犻，犼＝ ∑

２
狀
－１

犻＝０

狔犻，（ ）犼 ｍｏｄ２＝

２狀－１ｍｏｄ２＝０，如表３中，当狀＝３时，犚７＝犚６

０＝犚６．

表３　犚犲犲犱犕狌犾犾犲狉展开式的生成过程表

输入

犻 犮犫犪 犘犻

输出

犳 狔犻，３狔犻，２狔犻，１ 犚犻

生成狔犼的ＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒ展开式

犚犻－１（
犻

犺＝０

（ｅｑ（犺｜犻，犻）狔犺，犼））犘犻 犼＝３ 犼＝２ 犼＝１

０ ０００ 犮０犫０犪０ １ ２ ０　１　０ 犚０ 狔０，犼 ０ １ ０

１ ００１ 犮０犫０犪１ 犪 ６ １　１　０ 犚１ 犚０（狔０，犼狔１，犼）犘１ 犪 １ ０

２ ０１０ 犮０犫１犪０ 犫 ０ ０　０　０ 犚２ 犚１（狔０，犼狔２，犼）犘２ 犪 犫１ ０

３ ０１１ 犮０犫１犪１ 犫犪 １ ０　０　１ 犚３ 犚２（狔０，犼狔１，犼狔２，犼狔３，犼）犘３ 犫犪犪 犫１ 犫犪

４ １００ 犮１犫０犪０ 犮 ７ １　１　１ 犚４ 犚３（狔０，犼狔４，犼）犘４ 犮犫犪犪 犫１ 犫犪犮

５ １０１ 犮１犫０犪１ 犮犪 ３ ０　１　１ 犚５ 犚４（狔０，犼狔１，犼狔４，犼狔５，犼）犘５ 犮犫犪犪 犫１ 犫犪犮

６ １１０ 犮１犫１犪０ 犮犫 ５ １　０　１ 犚６ 犚５（狔０，犼狔２，犼狔４，犼狔６，犼）犘６ 犮犫犪犪 犫１ 犫犪犮

７ １１１ 犮１犫１犪１ 犮犫犪 ４ １　０　０ 犚７ 犚６（
犻

犽＝０
狔犽，犼犘狉）＝犚６ 犮犫犪犪 犫１ 犫犪犮

（２）将ＧＲＭ 算法转变为矩阵计算．执行下列

步骤：

１．根据式（１）可逆函数的输出值的二进制数构造矩阵

犉，用递归定义犕 方阵．

犕０ ［］＝ １ ，犕狀＝
犕狀－１ ０

犕狀－１ 犕狀
［ ］－１

（７）
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２．生成ＲＭ展开式的向量计算公式为

（犚Ｔ·犘）ｍｏｄ２ （８）

其中犚＝犕狀犉，犘＝（犘０，犘１，…，犘２狀－１）
Ｔ，犘犻的定义参见

式（２），０犻２狀－１．

犚＝犕狀犉

＝

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

１ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０

１ １ １ １ ０ ０ ０ ０

１ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

１ １ ０ ０ １ １ ０ ０

１ ０ １ ０ １ ０ １ ０

烄

烆

烌

烎１ １ １ １ １ １ １ １

０ １ ０

１ １ ０

０ ０ ０

０ ０ １

１ １ １

０ １ １

１ ０ １

烄

烆

烌

烎１ ０ ０

＝

０ １ ０

１ ０ ０

０ １ ０

１ ０ １

１ ０ １

０ ０ ０

０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

，

烄

烆

烌

烎

犮

犫

犪

＝（犚Ｔ·犘）ｍｏｄ２＝

０ １ ０

１ ０ ０

０ １ ０

１ ０ １

１ ０ １

０ ０ ０

０ ０ ０

烄

烆

烌

烎０ ０ ０

Ｔ １

犪

犫

犫犪

犮

犮犪

犮犫

烄

烆

烌

烎

烄

烆

烌

烎犮犫犪

ｍｏｄ２

＝

犪＋犫犪＋犮

１＋犫

犫犪＋

烄

烆

烌

烎犮

ｍｏｄ２＝

犪犫犪犮

１犫

犫犪

烄

烆

烌

烎犮

．

　　根据ＧＲＭ算法的特点，为提高算法性能，可用

非递归方法快速构造犕 方阵．

以上两种 ＲＭ 构造方法本质相同，结果都为

式（３）．但ＧＲＭ 算法计算每个可逆函数都使用递

归，而矩阵的方法只要首次构造犕狀方阵，然后将任

意狀变量的可逆函数代入式（８），并生成ＲＭ 展开

式所构成的向量，避免使用递归．又因为犕狀是稀疏

方阵，笔者设计了高效算法，避免大量无效计算，提

高了算法整体性能．

３５　基于犚犕构造量子可逆逻辑电路

根据３．２节的第３部分提出的基于ＲＭ构造量

子可逆逻辑电路的方法，生成量子可逆逻辑电路的

过程如下：

犪狅＝犫犪犮

犫狅＝１犫

犮狅＝犪犫犪犮

犜犗犉（犫）

犫＝１
→
犫

犪狅＝犫犪犪犮

犫狅＝犫

犮狅＝犫犪犮

犜犗犉（犫，犪；犮）

犮＝犮
→

犫犪

犪狅＝犪犮

犫狅＝犫

犮狅＝犮

犜犗犉（犮；犪）

犪＝犪
→
犮

犪狅＝犪

犫狅＝犫

犮狅＝犮

　　将上面的量子门顺序排列：犜犗犉（犫）犜犗犉（犫，犪；犮）

犜犗犉（犮；犪），生成如图２所示的量子可逆逻辑电路．

３６　综合量子可逆电路方法的比较

综合算法主要有构造电路与优化电路两步操作．

（１）量子可逆逻辑电路常用构造方法比较，如

表４所示．

表４　本文构造方法与常用方法的比较

构造方法 构造速度 有无优化 通用性

真值表法 快 无 强

专用方法 很快 无 无

ＲＭ方法 本文方法很快 已优化 强

（２）量子可逆逻辑电路常用优化方法比较，如

表５所示．

表５　本文优化方法与常用方法的比较

优化方法 优化层度 通用性 易用性 速度

模板 较优
弱，要符合

模板要求

难，技巧

较多
一般较慢

ＣＮＯＴ规则 较优
弱，要符合

ＣＮＯＴ规则

较繁，规则

较多
一般较慢

ＲＭ方法 可达到最优 较强 较易
本文方法

很快

从上面两张表可以得出，使用ＲＭ 方法构造电

路的同时还能优化电路，具有许多优点．因此为降低

制造量子可逆逻辑电路的成本，增强量子电路综合

算法的通用性与效率，本文提出了基于ＲＭ 的量子

可逆逻辑电路综合的快速算法．

４　基于犚犕 的量子可逆逻辑电路综

合的快速算法

　　基于ＲＭ 的量子可逆逻辑电路综合的本质是

对ＲＭ展开式进行化简，可以将ＲＭ 展开式的化简

过程表示为一棵如图３所示的解空间树．综合可逆

图３　高度为４的量子电路解空间树
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逻辑电路的方法主要有３种，分别为：（１）启发

式规则；（２）回溯法；（３）分枝定界法，本文算法是在

这些方法的基础上研制而成．其中“解”是指满足要

求的量子可逆逻辑电路（表６所示）．

表６　３种算法的特点

方法 内容 优点 缺点

启发式规则
利用启发式规则，以较高

概率快速找到次优解．

大多数情况，能够快速

找到次优解．

（１）一般不能获得最优解．
（２）启发式规则不具有普遍适用性．
（３）文献［１７］因采用优先排序队列，常因入队元素太多而内存溢出．

回溯法　　
穷举可能的解，最后通过

比较，可得到最优解．

通常能得到最优解．能

复用前面的计算结果．

（１）通用性不强．必须事先估计电路的最大长度，而这没有确定的算法．
（２）速度较慢．遍历出可能的全部解，最后，通过比较，方能得到最优解．

分枝定界法
逐层遍历，依次试探可能

的解，第一个解为最优．

逐层遍历，第一个解必

定是最优解，提高效率．

（１）速度较慢．如果最优电路较长，需逐层试探电路较短的情况．
（２）如使用队列，内存消耗较大．否则因无法复用计算，速度较慢．

　　设最优电路的长度为犖，可选用的量子门数为

犕，生成的量子电路解空间树是高度为犖＋１的满

犕 叉树，最坏情况下访问节点总数为 犕０＋犕１＋

犕２＋…＋犕犖＝（犕犖＋１－１）／（犕－１），若排除相邻

且相同的量子门，解空间树变为准满犕－１叉树，例

外的是根节点有 犕 个子节点，则访问节点数为

１＋（犕－１）０＋（犕－１）１＋…＋（犕－１）犖＝（（犕－

１）犖＋１＋犕－３）／（犕－２）．根据引理３可得，当电路

有狀条线，全部通用Ｔｏｆｆｏｌｉ门有犕＝狀２狀－１种．因此

当狀增大时，最坏情况下访问节点总数成指数量级

增加，算法若不优化，当狀较大时，如狀３，量子电

路就很难综合．

笔者的方法是用式（８）自动构造 ＲＭ 展开式，

在生成量子可逆逻辑电路的解空间树上，采用总体

层次遍历，局部深度搜索，借鉴模板优化技术，构造

限界函数快速删除无解与非最优解的分枝，优先探

测ＲＭ中的因子，以极高的效率生成最优量子可逆

逻辑电路．其中，总体层次遍历的思想来自分枝定界

法，局部深度搜索的思想来自回溯法，优先探测ＲＭ

中的因子的思想来自启发式规则．因此本方法充分

吸收了前面三种方法的优点，并巧妙地去除了它们

的缺点，其算法的平均空间、时间复杂度都很小．

算法先执行层次遍历算法 ＷＨＨ，从不需要量

子门（图３的第１层）开始寻找最优解，若找到，立即

返回，否则，再从需要１个量子门（图３的第２层）开

始寻找解，依次类推，找到的第一个解必为最优解，

无需继续找其它解，算法如下：

算法中使用的全局变量有：狀表示量子电路的线

数，犕犃犡为量子电路的最大长度，假设犕犃犡 足够

大，确保算法有解，犿犵犪狋犲［犕犃犡］存放量子电路中

各层使用的量子门序号，数组犚犕［犕犃犡＋１］［狀×

２狀］存放解空间树中每层的ＲＭ展开式．其中表示该

电路的ＲＭ 展开式最多需狀×２狀个整数，因为根据

定义４可知，任一条线的ＲＭ展开式最多有２狀个数

据项进行异或和，每个数据项可用一个狀位的二进

制数对应值域为０～２
狀－１的整数表示，即描述一条

线的ＲＭ展开式最多需２狀个整数，因此描述狀条线

的量子电路的ＲＭ展开式最多需狀×２狀个整数．

图３所示的解空间树对应的全局变量值为狀＝

３；犕犃犡＝８；犿犵犪狋犲［犻］，犻∈｛１，２，…，８｝，表示解空间

树的某条路径上第犻，犻＋１层之间使用的量子门；

犚犕［犼］，犼∈｛１，２，…，９｝，可存放第犼层的某一节点

对应的ＲＭ展开式．

根据引理３可得量子门总数为狀×２狀－１，数组

犿犵犪狋犲犻犱狓［狀×２
狀－１］存放可使用的全部量子门的

序号．

算法２．　基于ＲＭ 的量子可逆逻辑电路综合

的快速算法犠犎犎（犳）．

输入：所求量子可逆逻辑电路的可逆函数犳．

输出：所求量子可逆逻辑电路的量子门序列．

１．应用式（８）的方法，将可逆函数犳，自动生成ＲＭ 展

开式，存入犚犕［１］中

２．ｉｆ犚犕［１］为恒等式ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎ空序列

３．数组犿犵犪狋犲犻犱狓中存放全部量子门的序号，且与ＲＭ

因子相对应的量子门序号排在数组的前列 （９）

４．犻犺犻犵犺＝２

５．ｗｈｉｌｅｎｏｔ犇犉犛（犻犺犻犵犺，２）ｄｏ｛

６．　　犻犺犻犵犺＝犻犺犻犵犺＋１｝

７．ｒｅｔｕｒｎ犿犵犪狋犲［１］，犿犵犪狋犲［２］，…，犿犵犪狋犲［犻犺犻犵犺－１］

算法２是本文量子电路综合算法的主程序，是

根据电路的功能自动高效地生成最优的量子可逆逻

辑电路．第１步是根据可逆电路的功能对应的可逆

函数犳生成ＲＭ展开式；第２步判断ＲＭ 展开式是

否为恒等式，如果是，则电路中没有量子门，返回空

序列；否则，第３～７步是从解空间树的第二层开始，

调用如下算法犇犉犛逐层寻找解，直至找到解为止，

从而快速生成最优的量子电路序列．

假设最优量子电路的门数为犻，则可调用深度

搜索算法犇犉犛，快速搜索深度为犻＋１的解空间树，

８９２１ 计　　算　　机　　学　　报 ２００９年



且只要判断第犻＋１层（叶子层）是否有解；深度搜索

的优点是不使用队列，在量子电路线数一定的情况

下，所需存储空间仅与树的高度成正比，还可复用上

层计算的结果，快速化简本层ＲＭ展开式．

算法３． 深度搜索解空间树的算法犇犉犛（犻犺犻犵犺，

犻狉狅狑）．

输入：犻犺犻犵犺为解空间树的高度，犻狉狅狑 为当前访问的

层号

输出：返回在第犻犺犻犵犺层（叶子点）是否找到解，若找到，

则可以从全局数组犿犵犪狋犲中读取量子门序列

１．ｉｆ犻狉狅狑＝犻犺犻犵犺＋１ｔｈｅｎ｛

２．　　ｉｆ犚犕［犻狉狅狑－１］为恒等式ｔｈｅｎ

３．　　　ｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ

４．　　ｅｌｓｅ

５．　　　ｒｅｔｕｒｎｆａｌｓｅ｝

６．ｅｌｓｅ｛

７．　　ｆｏｒ犻＝１ｔｏ狀×２
狀－１ｄｏ｛

８．　　　犿犵犪狋犲［犻狉狅狑－１］!狏犪犾狌犲＝犿犵犪狋犲犻犱狓［犻］

９．　　　犿犵犪狋犲［犻狉狅狑－１］!犻狀犱犲狓＝犻

１０． ｉｆｎｏｔ犅犅犉（犻狉狅狑－１）ｔｈｅｎｃｏｎｔｉｎｕｅ

１１． 将犿犵犪狋犲［犻狉狅狑－１］代入犚犕［犻狉狅狑－１］，经过

化简，生成新的ＲＭ展开式，存入犚犕［犻狉狅狑］

１２． ｉｆ犇犉犛（犳，犻犺犻犵犺，犻狉狅狑＋１）ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ｝

１３．　 ｒｅｔｕｒｎｆａｌｓｅ｝

递归算法犇犉犛（犻犺犻犵犺，犻狉狅狑）是从第犻狉狅狑 层开

始，在高度为犻犺犻犵犺的解空间树上深度搜索解，第１

步是判断当前第犻狉狅狑 层是否超过树的高度，若超

过，则第犻狉狅狑－１层为叶子层，否则为非叶子层；若

为叶子层，则第２～５步判断当前电路是否为解，因

为算法 ＷＨＨ是逐层寻找解，因此非叶子层中一定

没有解，只有叶子层才有可能有解；第７～１３步是在

已有电路后面，依次试探所有可能的一个量子门，生

成ＲＭ 展开式，并递归调用本算法，进入下一层试

探；若第２步成立，即找到第一个解，返回真；若叶子

层中不存在解，则返回假；第１０步犅犅犉（犻狉狅狑－１）

判断量子门犿犵犪狋犲［犻狉狅狑－１］能否追加到当前电路

的后面，若不能，则从解空间树中剪去此量子门为根

的子树，缩小搜索空间，提高算法整体性能，因此设

计限界函数犅犅犉非常重要．

设量子电路中量子门序列为犵１犵２…犵犺－１，判断

能否追加量子门犵犺，若出现如下两种情况，禁止

追加．

（１）如果犵犺能够根据定理１与前面犺－１个量

子门中某个量子门化简，此为可化简情况．因为笔者

是寻求最优解，而最优解内部是不能化简的．这与模

板的思想相反，模板是用来化简电路，而本方法是选

取不能化简的量子门，可利用模板技术快速判断大

多数可化简的情况，但判断算法的复杂度不能太高，

否则虽然访问节点数减少了，但因判断算法的复杂

性增强，算法整体性能反而变差，为此设计简单高效

的算法，判断大多数可化简情况，详见如下算法

犅犅犉的式（１０）．

（２）如果犵犺能够根据引理２移动到犵犼位置，且

犵犼的序号大于犵犺的序号，此为无解情况．因为本算

法在每个节点上是按照量子门的序号顺序试探，因

此移动后的量子门序列犵１犵２…犵犼－１犵犺犵犼…犵犺－１在前

面一定试探过，且没有获得解，否则算法会提前返

回，而不可能运行到当将状态．详见如下算法犅犅犉

的式（１１）．

此判断方法每次最多比较犺－１次，因此速度很

快；而使用模板化简电路时，因为化简的可能性很

多，需要依次试探，因此运行速度较慢．犅犅犉 算法

如下：

算法４．　算法犅犅犉（犺），判断能否在量子门序

列犵犪狋犲［１］，犵犪狋犲［２］，…，犵犪狋犲［犺－１］的后面追加量

子门犵犪狋犲［犺］．

输入：量子门犵犪狋犲［犺］的数组下标犺．

输出：如果能追加量子门犵犪狋犲［犺］，则返回ｔｒｕｅ，否则返

回ｆａｌｓｅ

１．ｆｏｒ犻＝犺－１ｄｏｗｎｔｏ１ｄｏ｛

２．　　ｉｆ犵犪狋犲［犻］!狋ｉｎ犵犪狋犲［犺］!犆ｏｒ犵犪狋犲［犺］!狋ｉｎ

犵犪狋犲［犻］．犆ｔｈｅｎ

３．　　　ｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ

４．　　ｅｌｓｅｉｆ犵犪狋犲［犺］＝犵犪狋犲［犻］ｔｈｅｎ （１０）

５．　　　ｒｅｔｕｒｎｆａｌｓｅ

６．　　ｅｌｓｅｉｆ犵犪狋犲［犺］!犻狀犱犲狓＜犵犪狋犲［犻］!犻狀犱犲狓ｔｈｅｎ

（１１）

７．　　　ｒｅｔｕｒｎｆａｌｓｅ｝

８．ｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ

算法４将量子门犵犪狋犲［犺］从后至前依次与量子

门犵犪狋犲［犻］比较；第２步是判断是否符合引理２的位

置交换条件，若不能交换，则放弃化简，认为可追加；

若能交换，第４步判断这两个门是否相同，若相同，

则根据定理１可知，这两个门可从电路中去除，为可

化简的情况，不可追加；第６步判断追加量子门

犵犪狋犲［犺］的序号是否小于当前量子门犵犪狋犲［犻］的序

号，若小于，为已探测过的无解情况，不可追加；第８

步，当前面都不能确定能否追加，则认为可追加．

本文的程序使用Ｃ＋＋编程，应用多种编程技

术，如将递归函数转变为非递归函数，缓存常用的中

间计算结果，减少重复计算相同数据，利用位操作，
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快速化简ＲＭ展开式和相关数据，增强内存的复用

率，避免反复申请与释放内存，借鉴模板技术，快速

删除无解与非最优解，优先考虑ＲＭ 的因子，设计

布尔稀疏矩阵快速算法等．如综合式（１）的可逆函

数，若应用 ＷＨＨ算法，仅需２４４步，而在高度为９

的解空间树上深度搜索，却要７１８０步，显然本文的

算法可以极大提高运行效率．

５　实验结果与分析

笔者采用国际同行认可的３变量可逆函数测试

标准的实验，共生成２３！＝８！＝４０３２０个可逆逻辑电

路．本实验的目的是用较短的时间找到全部量子代

价尽可能小的电路，因此主要有两个评价指标：

（１）运行时间要短；（２）平均使用量子门的数量要小．

实验首先根据回溯算法构造每个可逆函数，如定义２

所示，即生成０～７这８个整数的全排列，再运行

ＷＨＨ算法，快速找到每个函数对应的全部最优解．

在ＤＥＬＬＰ４３．０ＧＨｚ５１２ＭＢ电脑上，若式（９）～

（１１）这３种优化技术中只考虑去除可化简的情况，

即式（１０），历时６ｈ５ｍｉｎ１０ｓ；加入优先考虑 ＲＭ 因

子，即式（９）、（１０），历时４ｈ１ｍｉｎ２０ｓ；应用全部优化

技术，共历时仅为１ｈ５８ｍｉｎ４４ｓ．这是目前国外文献

的同类算法中速度最快、结果最优的算法．而本领域

的权威 Ｍｉｌｌｅｒ教授的最新文献［１９］公布的情况是，

在ＳｕｎＢｌａｄｅ１０００７５０ＭＨｚ电脑上，应用迭代算法，

平均门数为６．３８，历时３３ｈ；增加模板等优化技术，

达到近似最优，历时却有９６ｈ，表７实验数据表明，

本文的算法与最优解完全相同，且时间极快，因此具

有显著的优势．

表７　３变量可逆电路综合的实验数据

量子门的数量
电路数量及门数量均值

本文最优 ＰａｌｌａｖＧｕｐｔａｓ Ｍｉｌｌｅｒ［１９］ ＡＪ［２０］

９ ３６ 　　２ ３０

８ 　５７７ ３３５１ ６５９ ３２９７

７ １０２５３ １２４７６ １０３６７ １２４８８

６ １７０４９ １３５９６ １６９５３ １３６２０

５ ８９２１ ７４７９ ８８１９ ７５０３

４ ２７８０ ２６４２ ２７８０ ２６４２

３ ６２５ ６２５ ６２５ ６２５

２ １０２ １０２ １０２ １０２

１ １２ １２ １２ １２

０ １ １ １ １

门数量均值 ５．８６６ ６．１０ ５．８７５ ６．１０１

为深入了解算法中各种优化技术对性能的影

响，笔者采用４种方案分别实验，分别为（Ａ）深度优

先，仅去除相邻且相同的量子门；（Ｂ）整体广度优

先，局部深度优先，仅去除相邻且相同的量子门；

（Ｃ）深度优先，应用全部优化技术；（Ｄ）整体广度优

先，局部深度优先，应用全部优化技术，即本文最优

的算法．它们的共同点是获得全部最优解，不同的

是运行速度有差异．除了上面的优化技术有差异外，

其它优化技术都相同，因此整体运行性能都比较高．

其中（Ａ）种算法是对（Ｃ）种算法去除相应优化，而

（Ｂ）种算法是对（Ｄ）种算法去除相应优化，上述的

（Ｃ）种算法详细内容见算法犇犉犕，犇犉犆．

引用算法犠犎犎 的全局变量，再加入全局变量

犻狉狅狑犿犻狀，表示当前最优解在树中的高度，即当前最

优量子电路的门数加１，初始值置为无穷大．

算法５．　深度优先搜索最优量子电路的算法

犇犉犆（犻狉狅狑）．

输入：犻狉狅狑为当前搜索的解空间树的层号

输出：返回是否搜索到最优的量子电路，若找到，则可

以从全局数组犿犵犪狋犲中读取量子门序列

１．ｉｆ犻狉狅狑犻狉狅狑犿犻狀ｏｒ犻狉狅狑＞犕犃犡＋１ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎ

ｆａｌｓｅ

２．犿狔狅犽＝ｆａｌｓｅ

３．引用算法犇犉犛第８～１２行代码

４．　　ｉｆ犚犕［犻狉狅狑］是恒等式ｔｈｅｎ｛

５．　　　ｉｆ犻狉狅狑犿犻狀＞犻狉狅狑ｔｈｅｎ｛

６．　　　　犻狉狅狑犿犻狀＝犻狉狅狑

７．　　　　ｒｅｔｕｒｎｔｒｕｅ｝｝

８．　　　ｅｌｓｅｉｆ犻狉狅狑＋１＜犻狉狅狑犿犻狀ａｎｄ

犻狉狅狑＜犕犃犡＋１ｔｈｅｎ｛

９．　　　　ｉｆ犇犉犆（犻狉狅狑＋１）ｔｈｅｎ犿狔狅犽＝ｔｒｕｅ｝｝

１０．ｒｅｔｕｒｎ犿狔狅犽

算法犇犉犆（犻狉狅狑）是对算法犇犉犛进行了一些修

改，它是从第犻狉狅狑层深度搜索最优解．第１步，如果

犻狉狅狑犻狉狅狑犿犻狀，表示当前最优解使用的量子门数

（犻狉狅狑犿犻狀－１）比当前搜索生成的量子电路门

数（犻狉狅狑－１）少，即当前搜索生成的量子电路不可

能是最优的，则放弃搜索；如果犻狉狅狑＞犕犃犡＋１，表

示当前访问的层已超出解空间树的范围，则放弃搜

索；算法犇犉犛中已知解只能出现在叶子层，因此只

需在叶子层寻找解，且找到的第一个解一定是最优

解；而算法犇犉犆不知道最优解在哪一层，因此必须

在深度遍历时，通过各个解的层号比较，找出最小层

的解，若当前电路是解，则在第５～７步记下最小层

号犻狉狅狑犿犻狀；否则，第８步判断第犻狉狅狑＋１层是否可

能有最优解；如有则进入第９步，递归调用本算法，
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判断能否从犻狉狅狑＋１层深度搜索到最优解，当本算

法递归结束，若存在解，犻狉狅狑犿犻狀必为最优解所在的

层号．

算法６．　调用算法犇犉犆生成量子可逆逻辑电

路的算法犇犉犕（犳）．

输入：所求量子可逆逻辑电路的可逆函数犳

输出：所求量子可逆逻辑电路的量子门序列

１．引用算法犠犎犎 第１～３行代码

２．ｉｆｎｏｔ犇犉犆（２）ｔｈｅｎｒｅｔｕｒｎ无解

３．ｒｅｔｕｒｎ犿犵犪狋犲［１］，犿犵犪狋犲［２］，…，犿犵犪狋犲［犻狉狅狑犿犻狀－１］

算法的第２ 步若提前返回，是因为设定的

犕犃犡太小，无法生成所求的量子可逆逻辑电路．

表８　各个长度的量子电路访问解空间树的节点总数

电路数量 电路长度 Ａ Ｂ Ｃ Ｄ

　　１ ０ 　　　　０ 　　　　０ 　　　　０ 　　　　０

１２ １ ２４ ２４ ２４ ２４

１０２ ２ １２３３４ ２１２７ ３８４４６ ２１０４

６２５ ３ ３６４６９８６ １９３１９５ ２４７２０３２ １４９０５１

２７８０ ４ １７７３２８７２２ １３４２９３６０ ８１４１６８１１ ７２６６１５５

８９２１ ５ ５２５４９４５６１０ ６０４４２５３２４ １３４２６７８１３７ ２２８５９９１８０

１７０４９ ６ ４６４２９４４６７０８ １３５７０２６０７８１ ９９６８６０６３０６ ３６７１９９３５５２

１０２５３ ７ ９７１６８９１３８２４ ６４３２６４６５９９３ １７８７８７４４１７１ １３２７６２７９６３９

５７７ ８ １９３８２２３２０５１ ２１３２０４５２４６２ ３０５３４２３１３４ ３４９２５８６８８９

均值 ５．８６６ ４１７６９９７．１７９　 ２４７６０７２．１５４　 ８０１７７０．３１４　 ５１２８１９．３６

运行总时间 １４ｈ５９ｍｉｎ ８ｈ４９ｍｉｎ ３ｈ１３ｍｉｎ １ｈ５９ｍｉｎ

图４　各个长度的量子电路访问解空间树的节点总数比较

图５　各个长度的量子电路平均访问解空间树的节点数比较

由表８可知，程序运行时间与访问节点的总数

量基本成正比，因此优化算法主要考虑如何减少访

问节点的总数量．表８中使用１个量子门时平均都

访问了２４／１２＝２个节点，这是因为每个程序都优先

考虑了ＲＭ的因子．在使用２～７个量子门时，Ｄ算

法访问节点数都比 Ｃ算法少，但使用８个量子门

时，Ｄ算法访问节点数却比Ｃ算法多．是因为Ｄ算

法总体层次遍历，设量子门数为犖，Ｄ算法访问节点

数为依次深度遍历高度为２，３，…，犖＋１的解空间

树的节点数之和，而Ｃ算法是在高度为９的解空间

树上深度遍历．当使用量子门较少时，犖 较小，Ｄ算

法只要依次深度遍历较少且较矮的解空间树，而Ｃ

算法必须先深度遍历到较高层，然后逐步回溯到较

低层，因此Ｄ算法访问节点数要比Ｃ算法少．当使

用量子门较多时，犖 较大，Ｄ算法要依次深度遍历

较多且较高的解空间树，重复访问了许多节点，而Ｃ

算法只进行一次在高度为９的解空间树上深度遍

历，在使用８个量子门时，即解空间树高度为９的遍

历中，显然Ｄ算法访问节点数比Ｃ算法多．且算法

犅犅犉对访问节点数也有较大影响．在３个变量的量

子电路中，图６表示的通用 Ｔｏｆｆｏｌｉ门共有 犕＝

狀２狀－１｜狀＝３＝１２种，假设各种量子门使用的概率均

等，则两个相邻的门共有１２×１２＝１４４种组合情况，

对于非门、控制非门、Ｔｏｆｆｏｌｉ门可移动的情况分别

有８，６，４种，每种量子门只有一种可化简情况，即两

个相邻的门相同，可移动的概率为α＝（（８＋６＋６＋

４）×３）／（１２×１２）＝５０％，可化简的概率为β＝１２／

（１２×１２）＝８．３３％．设电路中已有狀－１个门，若追加

１个门，则可化简的概率为狆狀，计算方法如下：狆１＝０，

狆狀＝狆狀－１＋（α（１－β））
狀－２×β，而０＜α（１－β）＜１，因

此当狀较大时，狆狀收敛，计算可得狀为１，２，…，８时，

可化简的概率分别为０，８．３３％，１２．１５％，１３．９％，

图６　在３变量的实验中使用的全部量子门

１４．７％，１５．０７％，１５．２４％，１５．３１％，最终收敛于

１５．３８％．由此可知，当量子门数增加时，可化简的概

率不断增大，但最终收敛于固定值，保持不变．而每
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次化简都可以减少访问解空间树的节点空间．设树

的高度为犺，在第犻层中若有一个节点可化简，则可

以从 树 中 剪 去 （犕犺－犻＋１ －１）／（犕 －１）｜犕＝１２ ＝

（１２犺－犻＋１－１）／１１个节点．因此当犺－犻越大，去除的

节点数越多．

由图４可知，综合６，７，８个门的量子可逆逻辑

电路时，在解空间树中访问节点数最多，对算法性能

影响最大．由图５可以知，当量子门数增加时，平均

访问解空间树的节点数也快速增加，在Ｃ，Ｄ算法中

增加速度远没有解空间树的节点数增加速度快，这

是因为Ｃ，Ｄ算法应用了笔者的优化技术，快速减少

了解空间树可访问节点的空间．

实验数据表明，笔者的优化技术显著提高了程

序运行效率，在相同的软硬件环境下，加入全部优化

技术的Ｃ，Ｄ算法明显优于没有加入主要优化技术

的Ａ，Ｂ算法，但Ａ，Ｂ算法又比其它同类算法快许

多，是因为它们除了没有应用主要优化技术外，其它

与Ｃ，Ｄ算法相同，因此速度不会很慢，笔者也实验

过用高度为９的深度优先搜索，仅去除相邻且相同

的量子门，历时却有４０小时．相比而言，Ｄ的算法更

加优化．主要原因是：（１）平均访问节点少；（２）仅需

判断解空间树的叶子节点是否为解，因此判断是否

为解的次数就更少了．平均访问节点少的原因是，Ｄ

算法总体采用层次遍历，在解空间树较矮时访问节

点数很少；当解空间树较高时访问节点数增多，但采

用犅犅犉限界函数，以较大的概率去除大量子树．

６　结　论

本文提出了一种基于 ＲＭ 的新颖高效的量子

可逆逻辑电路综合算法，以国际同行认可的３变量

可逆函数测试标准，该算法不仅能够生成全部最优

电路，而且运行速度远远超过同类算法．在量子计算

机的实现过程中，量子逻辑门的量子代价与所采用

的实现技术相关．如何基于任意的量子代价标准，使

用任意的量子逻辑门，高效构造最优的量子电路，这

只要对算法犇犉犆适当修改便可实现，且运行效率

同样很高．如何综合大规模的量子电路，进一步提高

效率，还需要引入新的优化技术，这是笔者下一步要

研究的重要问题．

致　谢　对审稿人提出的有益建议表示感谢！
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