
书书书

第３２卷　第７期

２００９年７月

计　　算　　机　　学　　报

ＣＨＩＮＥＳＥＪＯＵＲＮＡＬＯＦＣＯＭＰＵＴＥＲＳ

Ｖｏｌ．３２ Ｎｏ．７

Ｊｕｌｙ２００９

　

收稿日期：２００７０４０５；最终修改稿收到日期：２００８０６１０．本课题得到国家自然科学基金（６０６６３００１，６０５７３０１０，６０６７３１３５，６０３７３０８１）、中

国科学院计算机科学国家重点实验室开放课题基金（ＳＹＳＫＦ０９０４）、广西自然科学基金（桂科青０６４００３０，桂科自０９９１１００，０８３２１０３）资

助．蒋运承，男，１９７４年生，博士，教授，主要研究方向为描述逻辑、语义 Ｗｅｂ和 Ｗｅｂ智能．Ｅｍａｉｌ：ｊｉａｎｇｙｃ＠ｉｃｓ．ｉｃｔ．ａｃ．ｃｎ．王　驹，男，

１９５０年生，博士，研究员，主要研究领域为描述逻辑、分离逻辑和人工智能．邓培民，男，１９５０年生，教授，主要研究领域为自动机理论及应

用．汤　庸，男，１９６４年生，博士，教授，博士生导师，主要研究领域为时态数据库、知识工程和ＣＳＣＷ．周生明，男，１９５６年生，硕士，副教

授，主要研究方向为数理逻辑和人工智能．

描述逻辑μ犃犔犆犐犗的语义及推理

蒋运承１），２）

　王　驹
３）

　邓培民
３）

　汤　庸
４）

　周生明
３）

１）（华南师范大学计算机学院　广州　５１０６３１）

２）（中国科学院软件研究所计算机科学国家重点实验室　北京　１００１９０）

３）（广西师范大学计算机科学与信息工程学院　广西 桂林　５４１００４）

４）（中山大学计算机科学系　广州　５１０２７５）

摘　要　循环术语集是描述逻辑长期以来的研究难点，它的最基本的问题即语义及推理问题没有得到合理的解

决．分析了描述逻辑循环术语集的研究现状和存在的问题，基于混合μ演算将不动点构造算子引入到含有枚举构

造算子的描述逻辑ＡＬＣＩＯ中，提出了一种允许包含循环术语集的描述逻辑μＡＬＣＩＯ．给出了μＡＬＣＩＯ的语法和语

义，证明了μＡＬＣＩＯ的可满足性推理等价于混合μ演算的可满足性推理，并利用树自动机理论给出了μＡＬＣＩＯ的

可满足性推理算法以及给出了推理算法正确性证明和复杂性定理．
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１　引　言

循环术语集（也称循环定义）是描述逻辑长期以

来的研究难点．它的最基本的问题即语义及推理问

题没有得到合理的解决［１３］，甚至在已给出的方法中

存在错误，例如，不动点语义是循环术语集的理论基

础，描述逻辑论著《ＴｈｅＤｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎＬｏｇｉｃＨａｎｄｂｏｏｋ：

Ｔｈｅｏｒｙ，ＩｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ》给出了

两个有关循环术语集不动点模型存在的命题（即命

题２．８和命题２．９）
［４］，这两个命题是循环术语集的

非常基本的重要定理（用来判断是否存在不动点模

型），我们已经证明命题２．９是错误的
［５］．

由于描述逻辑循环术语集的语义及推理问题没

有得到合理的解决，因此在目前已实现的描述逻辑

推理系统中都给出了强制规定：ＴＢｏｘ不允许出现

循环定义．但循环定义可以扩充描述逻辑的表达能

力，而且在许多实际应用中循环定义是不可避免

的［６８］．另外，循环定义还能够方便用户建立描述逻

辑知识库，并使所表示的知识或公理符合人们的直

觉，如果没有循环定义，则只能用非循环定义来描述

相应的循环定义，这样会使知识库变得非常复杂，用

户也很难理解［８９］．因此，无论从理论上还是实际应

用上讲，研究循环定义都相当有意义．

Ｎｅｂｅｌ最早深入研究了描述逻辑循环定义，提

出了循环定义的３种语义：最大不动点语义、最小不

动点语义和描述语义，并利用自动机给出了描述逻

辑ＴＬ循环术语集的可满足性和包含推理算法
［８９］．

Ｂａａｄｅｒ也利用自动机给出了描述逻辑ＦＬ０循环术语

集的可满足性和包含推理算法［６］．Ｂａａｄｅｒ使用描述

图给出了描述逻辑εＬ循环术语集的可满足性和包

含推理算法［１０］．可以看出，Ｎｅｂｅｌ
［８９］和Ｂａａｄｅｒ

［６，１０］

都针对一些很小的不带否定构造算子的描述逻辑，

如何将Ｎｅｂｅｌ
［８９］和Ｂａａｄｅｒ

［６，１０］的结果直接推广（即

不引入不动点构造算子）到包含否定构造算子的情

形，仍然是一个未解决的问题．

为了循环定义能处理否定构造算子，许多学者

将μ演算的不动点构造算子引入到描述逻辑中，用

不动点构造算子来描述循环术语集，从而循环术语

集可以同时采用Ｎｅｂｅｌ提出的３种语义
［８９］．基于命

题μ演算，Ｓｃｈｉｌｄ最早将不动点构造算子引入到描

述逻辑ＡＬＣ中，提出了描述逻辑μＡＬＣ，并给出了

μＡＬＣ的表达能力和推理复杂性定理
［１１］．基于模态

μ演算，Ｇｉａｃｏｍｏ将不动点构造算子引入到描述逻

辑ＡＬＣＱ 中，提出了描述逻辑 μＡＬＣＱ，证明了

μＡＬＣＱ的可满足性推理等价于模态μ演算的可满

足性推理［２］．基于完全μ演算，Ｃａｌｖａｎｅｓｅ将不动点

构造算子引入到描述逻辑 ＡＬＣＱＩ和 ＤＬＲ中，提

出了描述逻辑μＡＬＣＱＩ
［４］和μＤＬＲ

［１２］，并利用树自

动机给出了 μＤＬＲ 的可满足性推理算法
［１２］．但

μＡＬＣ
［１１］、μＡＬＣＱ

［２］、μＡＬＣＱＩ
［４］和 μＤＬＲ

［１２］都不

能处理枚举构造算子，而枚举构造算子是描述逻辑

的一个重要构造算子［１３］．为此，有必要将μＡＬＣ
［１１］、

μＡＬＣＱ
［２］、μＡＬＣＱＩ

［４］和μＤＬＲ
［１２］推广到含有枚举

构造算子的描述逻辑中．实际上已有这方面的工作，

例如，Ｂｏｎａｔｔｉ提出了描述逻辑 μＡＬＣＩＯｆａ
［１３］，但

μＡＬＣＩＯｆａ是不可判定的．

基于上述原因，本文基于混合μ演算
［１４］将不动

点构造算子引入到含有枚举构造算子的描述逻辑

ＡＬＣＩＯ中，提出描述逻辑μＡＬＣＩＯ，给出μＡＬＣＩＯ

的语法和语义，证明μＡＬＣＩＯ的可满足性推理等价

于混合μ演算的可满足性推理，并利用树自动机给

出μＡＬＣＩＯ 的可满足性推理算法．可以看出，与

Ｓｃｈｉｌｄ
［１１］、Ｇｉａｃｏｍｏ

［２］和Ｃａｌｖａｎｅｓｅ
［４，１２］的工作相比，

本文的工作是在一个新的方向上的结果．与不可判

定的μＡＬＣＩＯｆａ
［１３］相比，本文提出的μＡＬＣＩＯ是一

种可判定的描述逻辑．

２　基本概念

２．１　混合μ演算

混合μ演算是命题μ演算
［１５］的扩充，即增加

了逆程序、全局关系和枚举个体［１４］．

假设犃犘 是原子命题集合，犞犪狉是命题变量集

合，犖狅犿是枚举个体集合，犘狉狅犵是原子程序集合，

并且存在一个全局程序狅∈犘狉狅犵．一个程序是一个

原子程序，或是一个原子程序犪∈犘狉狅犵的逆犪
－．混

合μ演算的公式是由下列规则生成的最小集合：

（１）ｔｒｕｅ，ｆａｌｓｅ，狆和!狆是公式，其中狆∈犃犘∪

犖狅犿；

（２）狓∈犞犪狉是公式；

（３）如果φ１和φ２是公式，α是程序，狔是命题变

量，则φ１∧φ２，φ１∨φ２，〈α〉φ１，［α］φ１，μ狔．φ１（狔）和

ν狔．φ１（狔）是公式．

如果命题变量狓∈犞犪狉出现在公式φ的不动点

算子（最小不动点算子μ或最大不动点算子ν）的辖

域之外，则称狓是自由变量．句子是不包含自由命

题变量的公式，即变量狓的每次出现都在不动点
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算子μ或ν的辖域之内．下面用λ表示不动点算子

μ或ν．给定λ公式λ狓．φ（狓），φ（λ狓．φ（狓））表示用

λ狓．φ（狓）替换φ 的每一个自由变量狓 后得到的

公式．

混合μ演算的语义是通过 Ｋｒｉｐｋｅ结构 犓＝

（犠，犚，犔）定义的，其中，

（１）犠 是点的集合；

（２）犚：犘狉狅犵→２
犠×犠将每个原子程序映射为犠

上的一个二元关系的集合；

（３）犚（狅）＝犠×犠；

（４）犔：犃犘∪犖狅犿→２
犠将每个原子命题或枚举

个体映射为点的集合，即对任意狆∈犃犘∪犖狅犿，

犔（狆）表示狆满足的点的集合．其中对任意狀∈犖狅犿，

犔（狀）是单个元素的集合．

犚可以扩展到逆程序，其中犚（犪－）＝｛（狏，狌）｜

（狌，狏）∈犚（犪）｝．

给定一个 Ｋｒｉｐｋｅ结构 犓＝（犠，犚，犔），变量

狓１，…，狓狀，赋值犞：｛狓１，…，狓狀｝→２
犠将每个变量映射

为犠 的子集．给定一个赋值犞、一个变量狓以及点

的集合犠′犠，犞［狓／犠′］表示从犞 得到的一个赋

值，其中将狓映射为犠′．

含有自由变量狓１，…，狓狀的公式φ在Ｋｒｉｐｋｅ结

构犓＝（犠，犚，犔）上的解释是一个映射φ
犓，将每个

赋值犞 映射为犠 的子集φ
犓（犞），其中映射φ

犓归纳

定义如下：

（１）ｔｒｕｅ犓（犞）＝犠，ｆａｌｓｅ犓（犞）＝；

（２）对任意狆∈犃犘∪犖狅犿，狆
犓（犞）＝犔（犘），

（!狆）
犓（犞）＝犠＼犔（犘）；

（３）（φ１∧φ２）
犓（犞）＝（φ１）

犓（犞）∩（φ２）
犓（犞）；

（４）（φ１∨φ２）
犓（犞）＝（φ１）

犓（犞）∪（φ２）
犓（犞）；

（５）（〈α〉φ）
犓（犞）＝｛狌∈犠｜存在一个狏∈犠，使

得（狌，狏）∈犚（α）和狏∈φ
犓（犞）｝；

（６）（［α］φ）
犓（犞）＝｛狌∈犠｜对任意狏∈犠，如果

（狌，狏）∈犚（α），则狏∈φ
犓（犞）｝；

（７）（μ狔．φ（狔））
犓（犞）＝∩｛犠′犠｜φ

犓（犞［狔／

犠′］）犠′｝；

（８）（ν狔．φ（狔））
犓（犞）＝∪｛犠′犠｜φ

犓（犞［狔／

犠′］）犠′｝．

因为句子不包含自由变量，因而对句子的解释

不需要引入赋值．给定一个句子ψ、Ｋｒｉｐｋｅ结构

犓＝（犠，犚，犔）以及狑∈犠，ψ在犓 中的狑 满足，记

为犓，狑ψ，当且仅当狑∈ψ
犓，并且称犓 是ψ的一

个模型．如果句子ψ 存在一个模型，则称ψ 是可

满足的．

２．２　树自动机

首先给出无限树上两路交替自动机［１６］的有关

概念．

无限树是自然数集合犐犖 上前缀封闭的无限个

字符串的集合．形式上说，一棵无限树是字符串犜

犐犖的集合，并且满足：如果狓．犮∈犜，其中狓∈犐犖，

犮∈犐犖，则狓∈犜．如果树是完全的，则对任意０＜犮′＜

犮，有狓．犮′∈犜．犜 的元素称为节点，空字符串ε是犜

的根节点．对任意狓∈犜，节点狓．犮是狓的后继节点，

其中犮∈犐犖．约定：狓．０＝狓，（狓．犻）．－１＝狓以及ε．－１

没有定义．节点狓的后继节点的个数称为狓 的分枝

度犱（狓）．对任意节点狓∈犜，如果犱（狓）＝犽，则称树

是犽度树．犜的一条无限路径犘 是一个前缀封闭的

集合犘犜，并且满足：对任意犻０，存在唯一一个

狓∈犘，使得｜狓｜＝犻，其中｜狓｜表示节点狓的层数，即狓

到根结点的距离．字母表Σ上的一棵标签树是一个序

对（犜，犞），其中犜是一棵树，犞：犜→Σ是一个映射．

下面给出无限树上的交替自动机的定义．

无限树上的交替自动机是非确定树自动机的扩

展［１６］．给定集合犡，假设犅＋（犡）是犡上正布尔公式

的集合，即将犡 中的元素通过算子∧（合取）和∨

（析取）构造出来的布尔公式，并且ｔｒｕｅ和ｆａｌｓｅ也

是公式．给定集合犢犡，公式θ∈犅
＋（犡），犢 满足θ，

当且仅当将犢 中的元素赋值为ｔｒｕｅ，将犡＼犢 中的元

素赋值为ｆａｌｓｅ，使得公式θ为真．

引入符号［犽］＝｛－１，０，１，…，犽｝．无限犽度Σ

标签树上的一个两路交替自动机（记为２ＡＴＡ自动

机）是一个元组犃＝（Σ，犙，δ，狇０，犉），其中Σ是输入

字母表的集合，犙 是状态的有限集合，δ：犙×Σ→

犅＋（［犽］×犙）是转移函数，狇０∈犙是起始状态，犉是

接受条件．

犽度Σ标签树（犜，犞）上的一个２ＡＴＡ自动机

犃的一个运行是一棵（犜×犙）标签树（犜狉，狉），即犜狉

中的每个节点用一个元素（狓，狇）∈犜×犙来标注，用

来描述自动机犃在状态狇输入犜 的节点狓 时的一

个复制．注意：犜狉中的节点和犜 中的节点之间没有

一一对应．并且节点和后继节点（即相邻节点）上的

标注必须满足转移函数．形式上说，一个运行是一棵

Σ狉标签树（犜狉，狉），其中Σ狉＝犜×犙，并且（犜狉，狉）满足

下列条件：

（１）ε∈犜狉，狉（ε）＝（ε，狇０）；

（２）如果狔∈犜狉，并且狉（狔）＝（狓，狇）和δ（狇，
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犞（狓））＝θ，则存在一个集合（可能是空集）犛［犽］×

犙，犛满足θ，并且对任意（犮，狇′）∈犛，存在节点狔．犻∈

犜狉满足下列条件：

①如果犮＝ε，则狉（狔．犻）＝（狓，狇′）；

②如果犮１，则狉（狔．犻）＝（狓．犮，狇′）；

③如果犮＝－１，则存在１犻犽，狓＝狓′．犻，并且

狉（狔．犻）＝（狓′，狇′）．

一个运行（犜狉，狉）被接受，当且仅当它的所有无

限路径满足接受条件．在基于混合μ演算的２ＡＴＡ

自动机中需要奇偶接受条件［１４，１７］．状态集犙上的一

个奇偶接受条件是一个序列犉＝（犌１，犌２，…，犌犿），

其中犌１犌２…犌犿＝犙．给定一个运行（犜狉，狉）、

一条无限路径犘犜狉，集合犻狀犳（犘）犙定义如下：

狇∈犻狀犳（犘），当且仅当存在无限个狔∈犘，使得狉（狔）∈

犜×｛狇｝．也就是说，犻狀犳（犘）仅仅包含路径犘上出现

无限次的状态的集合．给定路径犘，如果存在一个偶

数犻，使得犻狀犳（犘）∩犌犻≠以及犻狀犳（犘）∩犌犻－１＝

，则称路径犘满足接受条件犉．一个２ＡＴＡ自动

机犃接受标签树（犜，犞），当且仅当犃存在一个接受

标签树（犜，犞）的运行．

２ＡＴＡ自动机的一个重要推理问题是空问题推

理，即给定一个２ＡＴＡ自动机犃，是否存在一棵标

签树（犜，犞），使得犃 接受（犜，犞），即犃 存在一个接

受标签树（犜，犞）的运行．已经证明：２ＡＴＡ自动机的

空问题推理是指数时间复杂的［１４，１６］．

３　描述逻辑μ犃犔犆犐犗

３．１　语　法

描述逻辑μＡＬＣＩＯ 是描述逻辑 ＡＬＣ
［１８］的扩

展，即增加了逆构造算子、枚举个体构造算子和不动

点构造算子，因而μＡＬＣＩＯ的语法是 ＡＬＣ的语法

的扩充．

下面用λ表示最小不动点算子μ或最大不动点

算子ν．将不动点算子μ或ν看成量词，则辖域、变量

的自由或受限出现、封闭公式的概念与标准的一阶

逻辑相同．

μＡＬＣＩＯ的原始符号是原子概念（用犃表示）、

概念变量（简称变量，用犡，犢，…表示）或原子关系

（用犘 表示）．μＡＬＣＩＯ的概念（用犆表示）和关系

（用犚表示）可以如下归纳定义：

犆→犃｜

⊥

｜⊥｜!犆｜犆１!犆２｜犆１"犆２｜

犚．犆｜犚．犆｜｛狅｝｜μ犡．犆｜ν犡．犆｜犡；

犚→犝犚｜犘｜犘
－．

其中概念λ犡．犆中的概念犆 必须是语法单调的，也

就是说，概念犆中变量犡 的每次自由出现必须在偶

数个否定构造算子的辖域中，从而可以保证概念犆

是单调操作，因此λ犡．犆的最小不动点和最大不动

点唯一存在［２，１２］．

最小不动点算子μ和最大不动点算子ν可以相

互定 义，即ν犡．犆 ＝!μ犡．!犆 ［犡／! 犡］，其 中

犆［犡／!犡］表示将概念犆中变量犡 的所有自由出现

用!犡替换以后得到的概念．

３．２　语　义

μＡＬＣＩＯ的解释犐＝（Δ
犐，·犐）由解释论域Δ

犐和

解释函数·犐构成，其中解释函数·犐将原子概念解释

为解释论域Δ
犐的子集，原子关系解释为Δ

犐×Δ
犐上的

子集．因为μＡＬＣＩＯ含有自由变量，因而不能直接

用解释函数·犐来解释μＡＬＣＩＯ的概念，为此引入赋

值的概念．

给定解释犐，犐上的赋值ρ是从变量到解释论

域Δ
犐的子集的映射．给定赋值ρ，ρ［犡／ε］表示ρ除

了ρ［犡／ε］（犡）＝ε．也就是说，对任意变量犢：

ρ［犡／ε］（犢）＝
ε， 如果犢＝犡

ρ（犡）， 如果犢≠｛ 犡
．

给定解释犐以及犐上的赋值ρ，可以通过扩充解

释函数·犐
ρ
给出μＡＬＣＩＯ的语义解释，即·

犐
ρ
将μＡＬＣＩＯ

的概念映射为解释论域Δ
犐的子集，关系映射为Δ

犐×

Δ
犐上的子集，定义如下：

（１）犡犐ρ＝ρ（犡）Δ
犐；

（２）犃犐ρ＝犃
犐
Δ

犐；

（３）

⊥

犐
ρ＝Δ

犐；

（４）⊥
犐
ρ＝；

（５）（!犆）犐ρ＝Δ
犐－犆犐ρ；

（６）（犆１!犆２）
犐
ρ＝（犆１）

犐
ρ∩（犆２）

犐
ρ
；

（７）（犆１"犆２）
犐
ρ＝（犆１）

犐
ρ∪（犆２）

犐
ρ
；

（８）（犚．犆）
犐
ρ＝｛狊∈Δ

犐
｜狊′．（狊，狊′）∈犚

犐
∧狊′∈犆

犐
ρ
｝；

（９）（犚．犆）
犐
ρ＝｛狊∈Δ

犐
｜狊′．（狊，狊′）∈犚

犐
→狊′∈犆

犐
ρ
｝；

（９）｛狅｝犐ρ＝｛狅
犐
ρ
｝＝｛狅｝；

（１０）（μ犡．犆）
犐
ρ＝∩｛εΔ

犐
｜犆

犐

ρ［犡／ε］ε｝；

（１１）（ν犡．犆）
犐
ρ＝∪｛εΔ

犐
｜ε犆

犐

ρ［犡／ε］
｝；

（１２）（犝犚）犐ρ＝Δ
犐×Δ

犐；

（１３）（犘－）犐
ρ＝｛（狊，狊′）｜（狊′，狊）∈犘

犐
ρ
｝．

说明：犆犐
ρ［犡／ε］

表示从Δ
犐的子集ε到Δ

犐的子集的

操作，由变量的语法单调条件可知，操作犆犐
ρ［犡／ε］

在集

合包含的条件下是单调的，从而可以用μ犡．犆表

示犆犐
ρ［犡／ε］

的最小不动点，用ν犡．犆表示犆
犐

ρ［犡／ε］
的最大
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不动点．

给定概念犆，如果存在一个犐以及犐上的赋值

ρ，使得犆
犐
ρ≠，则称犆是可满足的；否则称犆是不

可满足的．给定概念犆１和犆２，如果对任意解释犐以

及犐上的赋值ρ，使得（犆１）
犐
ρ（犆２）

犐
ρ
，则称犆２包含犆１

或犆１包含于犆２（记为犆１#犆２）．

μＡＬＣＩＯ的ＴＢｏｘ是概念包含公理犆１#犆２的

有限集合（可能是空集），其中犆１和犆２是μＡＬＣＩＯ

的封闭概念．如果犆１#犆２和犆２#犆１，则记为犆１≡

犆２，称为概念等价公理．

给定解释犐以及犐 上的任意赋值ρ，如果有

（犆１）
犐
ρ（犆２）

犐
ρ
，则犐满足概念包含公理犆１#犆２．因为

犆１和犆２是μＡＬＣＩＯ的封闭概念，因而对犆１和犆２的

解释不依赖于赋值ρ，也就是说，给定解释犐，如果有

（犆１）
犐
（犆２）

犐，则犐满足概念包含公理犆１#犆２．给定

解释犐以及μＡＬＣＩＯ的ＴＢｏｘ犜，如果犐满足犜 的

所有概念包含公理，则犐是犜 的一个模型．如果

ＴＢｏｘ犜存在一个模型，则称犜 是可满足的．给定

ＴＢｏｘ犜，对犜 的任意模型犐以及犐上的任意赋值

ρ，如果有（犆１）
犐
ρ（犆２）

犐
ρ
，则称犜 蕴含概念包含公理

犆１#犆２，记为犜犆１#犆２．

下面给出μＡＬＣＩＯ的不动点构造算子的性质．

用犆（犡）表示概念犆含有自由变量犡（当然也可

以含有其它自由变量），用犆（犇）表示犆（犡）［犡／犇］，

其中犇 是一个概念，即犆（犇）表示将概念犇 替换

犆（犡）中所有自由出现的变量犡后得到的概念．

与μＡＬＣＱ
［２］一样，μＡＬＣＩＯ也具有下列性质：

（１）如果变量犢 是犆（犡）中的自由变量，则

λ犡．犆（犡）≡λ犢．犆（犢）．

（２）如果变量犡在概念犆中不出现，则λ犡．犆≡犆．

（３）因为λ犡．犆（犡）是一个不动点，从而有

犆（λ犡．犆（犡））≡λ犡．犆（犡）．

（４）μ犡．犆（犡）#ν犡．犆（犡）．

下面给出两个定理，用来说明μＡＬＣＩＯ的不动

点构造算子的性质，这些性质是μＡＬＣＱ
［１］的性质

的推广．

定理１．　给定μＡＬＣＩＯ的ＴＢｏｘ犜、概念犆和

犇，并且概念犆和犇 中变量犡 的每次自由出现在偶

数个否定构造算子的辖域中，如果犜 犆 #犇，则

犜λ犡．犆#λ犡．犇．

证明．　因为概念犆和犇 中变量犡 的每次自

由出现在偶数个否定构造算子的辖域中，从而λ犡．犆

和λ犡．犇 存在．下面分两种情况证明：变量犡 是概

念犆或犇 中的自由变量，变量犡 不是概念犆 和犇

中的自由变量．

如果变量犡 不是概念犆 和犇 中的自由变量，

则变量犡 出现在不动点算子λ的辖域之内．不妨

假设犆＝λ犡．犆１，犇＝λ犡．犇１，由 犜 犆 #犇 可知

犜 λ犡．犆１#λ犡．犇１．又因为λ犡．（λ犡．犆１）＝λ犡．犆１，

λ犡．（λ犡．犇１）＝λ犡．犇１，从而有犜 λ犡．（λ犡．犆１）#

λ犡．（λ犡．犇１），即犜λ犡．犆#λ犡．犇．

如果变量犡 是概念犆 或犇 中的自由变量，用

反证法证明．

因为犜犆#犇，所以对犜的任意模型犐以及犐

上的任意赋值ρ，（犆１）
犐
ρ（犆２）

犐
ρ．假设存在犜的一个

模型犐 以及犐 上的一个赋值ρ，有 （λ犡．犆）
犐
ρ

（λ犡．犇）
犐
ρ．下面仅证明λ＝μ的情况，λ＝ν的情况类

似可证．

因为（μ犡．犆）
犐
ρ（μ犡．犇）

犐
ρ
，则存在个体狊∈

（μ犡．犆）
犐
ρ
，并且狊（μ犡．犇）

犐
ρ．又因为（μ犡．犆）

犐
ρ＝

∩｛εΔ
犐
｜犆

犐

ρ［犡／ε］ε｝，从而狊∈（μ犡．犆）
犐
ρ
，当且仅当狊∈

∩｛εΔ
犐
｜犆

犐

ρ［犡／ε］ε｝，当且仅当εΔ
犐．（犆犐

ρ［犡／ε］

ε→狊∈ε）．又因为（μ犡．犇）
犐
ρ＝∩｛εΔ

犐
｜犇

犐
ρ［犡／ε］ε｝，

从而狊（μ犡．犇）
犐
ρ
，当且仅当狊∩｛εΔ

犐
｜犇

犐
ρ［犡／ε］

ε｝，当且仅当ε′Δ
犐．（犇犐ρ［犡／ε′］ε′∧狊ε′）．又因为

（犆１）
犐
ρ（犆２）

犐
ρ
，从而犆犐

ρ［犡／ε′］犇
犐
ρ［犡／ε′］ε′，因此狊

ε′．又因为εΔ
犐．（犆犐

ρ［犡／ε］ε→狊∈ε）和犆
犐

ρ［犡／ε′］ε′，

所以狊∈ε′，与狊ε′矛盾． 证毕．

定理２．　给定μＡＬＣＩＯ的 ＴＢｏｘ犜 以及概念

犇（犡），对μＡＬＣＩＯ的任意概念犆１和犆２，如果犜

犆１#犆２，则

（１）当概念犇（犡）中变量犡的每次自由出现在

偶数个否定构造算子的辖域中时，有犜犇（犆１）#

犇（犆２）；

（２）当概念犇（犡）中变量犡的每次自由出现在

奇数个否定构造算子的辖域中时，有犜犇（犆２）#

犇（犆１）．

证明．　通过对概念 犇（犡）的结构进行归纳

证明．

如果犇（犡）＝犡，则犇（犡）中变量犡 的自由出

现在偶数个（即０个）否定构造算子的辖域中，并且

犇（犆１）＝犆１，犇（犆２）＝犆２．由犜犆１#犆２可知犜 

犇（犆１）#犇（犆２）．

如果犇（犡）＝｛狅｝，则犇（犡）中不含自由变量犡，

即变量犡的自由出现在偶数个（即０个）否定构造算
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子的辖域中，并且犇（犆１）＝｛狅｝，犇（犆２）＝｛狅｝．因此

犜犇（犆１）≡犇（犆２），从而有犜犇（犆１）#犇（犆２）．

如果犇（犡）＝!犇′（犡），则有两种情况：①如果

犇（犡）中变量犡的自由出现在偶数个否定构造算子

的辖域中，则犇′（犡）中变量犡 的自由出现在奇数

个否定构造算子的辖域中；②如果犇（犡）中变量犡

的自由出现在奇数个否定构造算子的辖域中，则

犇′（犡）中变量犡 的自由出现在偶数个否定构造算

子的辖域中．对于第①种情况，由归纳假设可知犜

犇′（犆２）#犇′（犆１）．由构造算子! 的语义可知犜 

!犇′（犆１）#!犇′（犆２），即犜犇（犆１）#犇（犆２）．对于

第② 种情况，由归纳假设可知 犜 犇′（犆１）#

犇′（犆２）．由构造算子! 的语义可知犜!犇′（犆２）#

!犇′（犆１），即犜犇（犆２）#犇（犆１）．

如果犇（犡）＝犇１（犡）!犇２（犡），则有两种情况：

①如果犇（犡）中变量犡 的自由出现在偶数个否定

构造算子的辖域中，则犇１（犡）和犇２（犡）中变量犡

的自由出现都在偶数个否定构造算子的辖域中．

②如果犇（犡）中变量犡 的自由出现在奇数个否定

构造算子的辖域中，则犇１（犡）和犇２（犡）中变量犡

的自由出现都在奇数个否定构造算子的辖域中．对

于第①种情况，因为犇１（犡）和犇２（犡）中变量犡 的

自由出现都在偶数个否定构造算子的辖域中，由归

纳假设可知犜犇１（犆１）#犇１（犆２）和犜犇２（犆１）#

犇２（犆２），从而犜 犇１（犆１）!犇２（犆１）#犇１（犆２）!

犇２（犆２），即犜犇（犆１）#犇（犆２）．对于第②种情况，

因为犇１（犡）和犇２（犡）中变量犡 的自由出现都在奇

数个否定构造算子的辖域中，由归纳假设可知犜

犇１（犆２）#犇１（犆１）和犜 犇２（犆２）#犇２（犆１），从而

犜犇１（犆２）!犇２（犆２）#犇１（犆１）!犇２（犆１），即犜 

犇（犆２）#犇（犆１）．

如果犇（犡）＝犇１（犡）"犇２（犡），犚．犇′（犡）或

犚．犇′（犡），类似可证．

如果犇（犡）＝λ犢．犇′（犡），其中犢≠犡，由λ犡．犆（犡）

的定义可知，犇′（犡）中变量犢 的每次自由出现在

偶数个否定构造算子的辖域中，从而由归纳假设

可知，犜犇′（犆１）#犇′（犆２）．又由定理１可知犜

λ犢．犇′（犆１）#λ犢．犇′（犆２），即犜犇（犆１）#犇（犆２）．
证毕．

４　μ犃犔犆犐犗的推理

为了给出μＡＬＣＩＯ的可满足性推理算法，下面

首先给出μＡＬＣＩＯ与混合μ演算之间的对应关系．

因为μＡＬＣＩＯ的ＴＢｏｘ中只包含封闭概念，因而下

面仅给出封闭概念的可满足性推理问题．

４１　μ犃犔犆犐犗与混合μ演算

下面给出μＡＬＣＩＯ的概念与混合μ演算的公

式之间的对应关系，该对应关系是通过下列函数狌

来归纳定义的：

狌（

⊥

）＝ｔｒｕｅ；

狌（⊥）＝ｆａｌｓｅ；

狌（犃）＝犃；

狌（犡）＝犡；

狌（｛狅｝）＝｛狅｝；

狌（犆１!犆２）＝狌（犆１）∧狌（犆２）；

狌（犆１"犆２）＝狌（犆１）∨狌（犆２）；

狌（!犆）＝!狌（犆）；

狌（μ犡．犆）＝μ犡．狌（犆）；

狌（ν犡．犆）＝ν犡．狌（犆）；

狌（犚．犆）＝〈犚〉狌（犆）；

狌（犚．犆）＝［犚］狌（犆）．

可以看出，对μＡＬＣＩＯ的任意概念犆，将概念犆

转化为混合μ演算的公式狌（犆）是多项式时间复杂

的，复杂度为犗（｜犆｜）．下面证明函数狌的正确性．

定理３．　给定μＡＬＣＩＯ的任意概念犆，狌（犆）是

通过函数狌转化后得到的混合μ演算的公式，则犆

是可满足的，当且仅当狌（犆）是可满足的．

证明．　 先证明．如果犆是可满足的，则存在

一个解释犐＝（Δ
犐，·犐）以及犐上的赋值ρ，使得犆

犐
ρ≠

．由解释犐＝（Δ
犐，·犐）和犐上的赋值ρ可以如下得

到混合μ演算的Ｋｒｉｐｋｅ结构犓＝（犠
犓，犚犓，犔犓）和

赋值犞犓，其中假设犚犛是μＡＬＣＩＯ的关系集合，犃犛

是μＡＬＣＩＯ的原子概念集合，犗犛是μＡＬＣＩＯ的枚

举概念集合：

犠犓＝Δ
犐；

犚犓＝｛犚犐：犚犛→２Δ
犐
×Δ
犐

｝；

犔犓＝｛犃犐：犃犛∪犗犛→２Δ
犐

｝；

犞犓＝ρ．

对μＡＬＣＩＯ的任意概念犆，对犆的结构进行归

纳证明．

如果犆＝

⊥

，则狌（犆）＝ｔｒｕｅ，从而（狌（犆））犓＝

（ｔｒｕｅ）犓＝犔犓（

⊥

）＝

⊥

犐＝Δ
犐＝犠犓．所以对任意狑∈

犠犓，有狑∈（狌（犆））
犓，即犓 是狌（犆）的一个模型，从

而狌（犆）是可满足的．

因为犆是可满足的，所以犆≠⊥．

如果犆＝犡，则狌（犆）＝犡，（狌（犆））犓（犞犓）＝

犡犓（犞犓）＝ρ（犡）＝犡
犐
ρΔ

犐，因为犆犐ρ≠，所以存在
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狑∈犠
犓，有狑∈（狌（犆））

犓（犞犓），即犓 是狌（犆）（犞犓）的

一个模型，从而狌（犆）是可满足的．

如果 犆 是原子概念 犃，即狌（犆）＝犃，则

（狌（犆））犓（犞犓）＝（犃）犓 （犞犓）＝犔犓 （犃）＝犃犐．因为

犆犐ρ≠，所以犃
犐
≠．从而存在 狑∈犠

犓，有 狑∈

（狌（犆））犓（犞犓），即犓 是狌（犆）（犞犓）的一个模型，从而

狌（犆）是可满足的．

如果犆＝!犇，则狌（犆）＝狌（!犇）＝!狌（犇），从而

（狌（犆））犓（犞犓）＝（!狌（犇））犓（犞犓）＝犠犓
＼（狌（犇））

犓

（犞犓）．由归纳假设可知，（狌（犇））犓（犞犓）＝犇犐ρΔ
犐．因

为犆犐ρ≠，所以（犇）
犐
ρ≠，即Δ

犐
＼犇

犐
ρ≠．从而有

犠犓
＼（狌（犇））

犓（犞犓）≠．因此存在狑∈犠
犓，有狑∈

（狌（犆））犓（犞犓），即犓 是狌（犆）（犞犓）的一个模型，从而

狌（犆）是可满足的．

如果犆＝｛狅｝，则狌（犆）＝｛狅｝，（狌（犆））犓（犞犓）＝

（｛狅｝）犓（犞犓）＝犔犓（｛狅｝）＝｛狅｝犐ρ＝｛狅
犐
ρ
｝＝｛狅｝．因为

犆犐ρ≠，所以｛狅｝
犐
ρ＝｛狅

犐
ρ
｝＝｛狅｝∈Δ

犐．从而存在狑∈

犠犓，有狑∈（狌（犆））
犓（犞犓），即犓 是狌（犆）（犞犓）的一

个模型，从而狌（犆）是可满足的．

如果犆＝犆１!犆２，则狌（犆）＝狌（犆１!犆２）＝狌（犆１）∧

狌（犆２）．由归纳假设可知，（狌（犆１））
犓（犞犓）＝（犆１）

犐
ρΔ

犐，

（狌（犆２））
犓（犞犓）＝（犆２）

犐
ρΔ

犐．因为犆犐ρ≠，所以（犆１!

犆２）
犐
ρ≠，从而（狌（犆１））

犓（犞犓）∩（狌（犆２））
犓（犞犓）≠

，因此（狌（犆））
犓（犞犓）＝（狌（犆１!犆２））

犓（犞犓）＝

（狌（犆１））
犓（犞犓）∩（狌（犆２））

犓（犞犓）≠，即存在狑∈

犠犓，有狑∈（狌（犆））
犓（犞犓），即犓 是狌（犆）（犞犓）的一

个模型，从而狌（犆）是可满足的．

如果犆＝犆１"犆２，类似可证．

如果犆＝犚．犇，则狌（犆）＝狌（犚．犇）＝〈犚〉狌（犇）．

由归纳假设可知，（狌（犇））犓（犞犓）＝犇犐ρΔ
犐．因为

犆犐ρ≠，所以（犚．犇）
犐
ρ≠，即｛狊∈Δ

犐
｜狊′．（狊，狊′）∈

犚犐ρ∧狊′∈犇
犐
ρ
｝≠．因为（〈犚〉狌（犇））

犓（犞犓）＝｛狊∈犠
犓
｜

狋∈犠
犓．（狊，狋）∈犚

犓（犚）∧狋∈狌（犇）
犓（犞犓）｝＝｛狊∈Δ

犐
｜

狋∈Δ
犐．（狊，狋）∈犚

犓（犚）∧狋∈犇
犐
ρ
｝＝｛狊∈Δ

犐
｜狋∈

Δ
犐．（狊，狋）∈犚

犐
ρ∧狋∈犇

犐
ρ
｝≠，即存在狑∈犠

犓，有狑∈

（狌（犆））犓（犞犓），即犓 是狌（犆）（犞犓）的一个模型，从而

狌（犆）是可满足的．

如果犆＝犚．犇，类似可证．

如果犆＝μ犡．犇，则狌（犆）＝狌（μ犡．犇）＝μ犡．狌（犇）．

由归纳假设可知，（狌（犇））犓（犞犓）＝犇犐ρΔ
犐．因为

犆犐ρ≠，所以（μ犡．犇）
犐
ρ≠，即∩｛εΔ

犐
｜犇

犐
ρ［犡／ε］

ε｝≠ ．因 为 （μ犡．狌（犇））
犓 （犞犓）＝ ∩ ｛犠′

犠犓
｜狌（犇）

犓（犞犓［犡／犠′］）犠′｝＝ ∩ ｛犠′Δ
犐
｜

犔（犇）犓（犞犓［犡／犠′］）犠′｝＝∩｛犠′Δ
犐
｜犇

犐
ρ［犡／ε］

犠′｝≠，即存在狑∈犠
犓，有狑∈（狌（犆））

犓（犞犓），即

犓是狌（犆）（犞犓）的一个模型，从而狌（犆）是可满足的．

如果犆＝ν犡．犇，类似可证．

再证明．如果狌（犆）是可满足的，则存在Ｋｒｉｐｋｅ

结构犓＝（犠犓，犚犓，犔犓）和赋值犞犓，使得存在狑∈

犠犓，有狑∈（狌（犆））
犓（犞犓）．由混合μ演算的Ｋｒｉｐｋｅ

结构犓＝（犠犓，犚犓，犔犓）和赋值犞犓可以如下得到

μＡＬＣＩＯ的解释犐＝（Δ
犐，·犐）和犐上的赋值ρ，其中

假设犃犘是原子命题的集合，犞犪狉是命题变量的集

合，犖狅犿 是枚举个体的集合，犘狉狅犵是原子程序的

集合：

Δ
犐＝犠犓；

犚犐＝｛犚犓：犘狉狅犵→２
犠×犠｝；

犃犐＝｛犔犓：犃犘∪犖狅犿→２
犠｝；

ρ＝犞
犓．

对混合μ演算的任意公式狌（犆），对狌（犆）的结

构进行归纳证明．

如果狌（犆）＝ｔｒｕｅ，则犆＝

⊥

，从而（犆）犐＝（

⊥

）犐＝

犔犓（ｔｒｕｅ）＝ｔｒｕｅ犓＝犠犓＝Δ
犐．所以存在一个解释犐，

使得犆犐≠，从而犆是可满足的．

因为狌（犆）是可满足的，所以狌（犆）≠ｆａｌｓｅ．

如果狌（犆）＝犡，则犆＝犡，犆犐ρ＝ρ（犡）＝犡
犐
ρ＝

犡犓（犞犓）＝（狌（犆））犓（犞犓），因为狌（犆）是可满足的，所

以存在狑∈犠
犓，使得狑∈（狌（犆））

犓（犞犓）．因此，存在

一个解释犐＝（Δ
犐，·犐）以及犐上的赋值ρ，使得犆

犐
ρ≠

，即犆是可满足的．

如果狌（犆）＝!狌（犇），则犆＝!犇，犆犐ρ＝（犇）
犐
ρ＝

Δ
犐
＼犇

犐
ρ．由归纳假设可知，犇

犐
ρ＝（狌（犇））

犓 （犞犓），

因而犆犐ρ＝Δ
犐
＼（狌（犇））

犓（犞犓）．因为狌（犆）是可满

足的，所以存在狑∈犠
犓，使得狑∈（狌（犆））

犓（犞犓）．

因此（狌（犆））犓（犞犓）＝ （!狌（犇））犓 （犞犓 ）＝犠犓
＼

（狌（犇））犓（犞犓）≠，从而犆
犐
ρ≠，即犆是可满足的．

如果狌（犆）＝｛狅｝，则犆＝｛狅｝，犆犐ρ＝｛狅｝
犐
ρ＝｛狅

犐
ρ
｝＝

｛狅｝．因为狌（犆）是可满足的，所以存在狑∈犠
犓，使

得狑∈（狌（犆））
犓 （犞犓）．又因为（狌（犆））犓 （犞犓）＝

（｛狅｝）犓（犞犓）＝犔犓（｛狅｝）＝｛狅｝，从而有｛狅｝犐ρ＝｛狅
犐
ρ
｝＝

｛狅｝∈Δ
犐，因此犆犐ρ≠，即犆是可满足的．

如果狌（犆）＝狌（犆１）∧狌（犆２），则犆＝犆１!犆２，

犆犐ρ＝（犆１!犆２）
犐
ρ＝（犆１）

犐
ρ∩（犆２）

犐
ρ．由归纳假设可知，

（犆１）
犐
ρ＝（狌（犆１））

犓（犞犓），（犆２）
犐
ρ＝（狌（犆２））

犓（犞犓）．

因为狌（犆）是可满足的，所以存在 狑∈犠
犓，使得

狑∈（狌（犆））
犓（犞犓）．因为（狌（犆））犓（犞犓）＝（狌（犆１!
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犆２））
犓（犞犓）＝（狌（犆１））

犓（犞犓）∩（狌（犆２））
犓（犞犓）＝

（犆１）
犐
ρ∩（犆２）

犐
ρ
，所以（犆１）

犐
ρ∩（犆２）

犐
ρ≠，即犆

犐
ρ≠，

从而犆是可满足的．

如果狌（犆）＝狌（犆１）∨狌（犆２），类似可证．

如果狌（犆）＝〈犚〉狌（犇），则犆＝犚．犇，犆
犐
ρ＝

（犚．犇）
犐
ρ＝｛狊∈Δ

犐
｜狊′．（狊，狊′）∈犚

犐
ρ∧狊′∈犇

犐
ρ
｝．由归

纳假设可知，犇犐ρ＝（狌（犇））
犓（犞犓）．因为狌（犆）是可满

足的，所以存在狑∈犠
犓，使得狑∈（狌（犆））

犓（犞犓）．又

因为犆犐ρ＝（犚．犇）
犐
ρ＝｛狊∈Δ

犐
｜狊′．（狊，狊′）∈犚

犐
ρ∧狊′∈

犇犐ρ｝＝｛狊∈Δ
犐
｜狋∈Δ

犐．（狊，狋）∈犚
犓（犚）∧狋∈犇

犐
ρ
｝＝

｛狊∈犠
犓
｜狋∈犠

犓．（狊，狋）∈犚
犓（犚）∧狋∈狌（犇）

犓（犞犓）｝＝

（〈犚〉狌（犇））犓（犞犓）＝（狌（犆））犓（犞犓），所以犆犐ρ≠，

从而犆是可满足的．

如果狌（犆）＝［犚］狌（犇），类似可证．

如果狌（犆）＝μ犡．狌（犇），则犆＝μ犡．犇，犆
犐
ρ＝

（μ犡．犇）
犐
ρ＝∩｛εΔ

犐
｜犇

犐
ρ［犡／ε］ε｝．由归纳假设可知，

犇犐ρ＝（狌（犇））
犓（犞犓）．因为狌（犆）是可满足的，所以存

在狑∈犠
犓，使得狑∈（狌（犆））

犓（犞犓）．又因为犆犐ρ＝

（μ犡．犇）
犐
ρ＝∩｛εΔ

犐
｜犇

犐
ρ［犡／ε］ε｝＝∩｛犠′Δ

犐
｜

犔（犇）犓 （犞犓 ［犡／犠′］）犠′｝＝ ∩ ｛犠′犠
犓
｜

狌（犇）犓（犞犓［犡／犠′］）犠′｝＝（μ犡．狌（犇））
犓（犞犓）＝

（狌（犆））犓（犞犓），所以犆犐ρ≠，从而犆是可满足的．

如果狌（犆）＝ν犡．狌（犇），类似可证． 证毕．

由定理３可以看出，μＡＬＣＩＯ的概念与混合μ

演算的公式之间具有一一对应关系，即对μＡＬＣＩＯ

的任意概念犆，可以等价地将概念犆转化为混合μ

演算的公式狌（犆）；反之也成立．由于混合μ演算的

可满足性推理问题可以转化为２ＡＴＡ自动机的空

问题推理［１４］，从而可以利用２ＡＴＡ 自动机给出

μＡＬＣＩＯ的可满足性推理算法．

４．２　μ犃犔犆犐犗的推理

因为μＡＬＣＩＯ包含枚举构造算子，从而μＡＬＣＩＯ

没有树模型性质．与混合μ演算
［１４］一样，μＡＬＣＩＯ

的概念的任何一个模型可以展开为一棵森林（即树

的集合），通过选择函数来实现可满足性推理．下面

首先给出几个相关定义和两个预备定理（定理４和

定理５）．

给定μＡＬＣＩＯ的任意封闭概念犆，犆 的闭包

犮犾（犆）是满足下列规则的最小封闭概念的集合：

（１）犆∈犮犾（犆）；

（２）如果犆′∈犮犾（犆），则!犆′∈犮犾（犆）；

（３）如果犆１!犆２∈犮犾（犆）或犆１"犆２∈犮犾（犆），则

｛犆１，犆２｝犮犾（犆）；

（４）如果犚．犆′∈犮犾（犆）或犚．犆′∈犮犾（犆），则

犆′∈犮犾（犆）；

（５）如果λ犡．犆′∈犮犾（犆），则犆′［犡／λ犡．犆′］∈

犮犾（犆）．

可以看出，犮犾（犆）中元素的个数是随｜犆｜线性增

长的．

给定μＡＬＣＩＯ的任意封闭概念犆，犆的一个原

子犪狋是犆的闭包犮犾（犆）中的公式的集合，并且犪狋满

足下列性质：

（１）如果犃∈犃犛∪犗犛，犃∈犮犾（犆），则犃∈犪狋或

!犃∈犪狋，并且｛犃，!犃｝犪狋；

（２）如果犆１!犆２∈犮犾（犆），则犆１!犆２∈犪狋，当且仅

当｛犆１，犆２｝犪狋；

（３）如果犆１"犆２∈犮犾（犆），则犆１"犆２∈犪狋，当且仅

当｛犆１，犆２｝∩犪狋≠；

（４）如果λ犡．犆′∈犮犾（犆），则λ犡．犆′∈犪狋，当且仅当

犆′［犡／λ犡．犆′］∈犪狋．

概念犆的所有原子的集合记为犪狋（犆）．

可以看出，犆的原子犪狋是犮犾（犆）中的一个一致

子集．

给定μＡＬＣＩＯ的任意封闭概念犆，犆的一个准

模型（犐，π）由解释犐＝（Δ
犐，·犐）和映射π：Δ

犐
→犪狋（犆）

组成，并且满足下列性质：

（１）存在一个犪０∈Δ
犐，使得犆∈π（犪０）；

（２）对任意犃∈犃犛∪犗犛，如果犃∈π（犪），则犪∈

犃犐；如果!犃∈π（犪），则犪犃
犐；如果｛狅｝∈π（犪），则

｛狅｝犐＝｛犪｝；

（３）如果犚．犆′∈π（犪），则存在犫∈Δ
犐，（犪，犫）∈

犚犐，并且犆′∈π（犫）；

（４）如果犚．犆′∈π（犪），则对任意犫∈Δ
犐，（犪，犫）∈

犚犐，有犆′∈π（犫）．

可以看出，概念犆的准模型（犐，π）对含有不动

点构造算子的概念不解释，对其它概念的解释与解

释犐相同．

给定封闭概念犆的准模型（犐，π），（犐，π）的选择

函数犮犺：Δ
犐×犮犾（犆）→Δ

犐
∪犮犾（犆）定义如下，对任意

的犪∈Δ
犐：

（１）如果犆１"犆２∈π（犪），则犮犺（犪，犆１"犆２）∈

｛犆１，犆２｝∩π（犪）；

（２）如果犚．犆′∈π（犪），则存在犫∈Δ
犐，（犪，犫）∈

犚犐，犆′∈π（犫），使得犮犺（犪，犚．犆′）＝犫．

可以看出，选择函数用来表示含有构造算子
"
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或的概念如何被满足．

一个修饰准模型（犐，π，犮犺）由一个准模型（犐，π）

和一个选择函数犮犺组成．

给定μＡＬＣＩＯ的任意封闭概念犆以及犆 的修

饰准模型（Δ
犐，·犐，π，犮犺），则可以如下定义修饰准模

型中封闭概念之间的推导关系
!（犮犾（犆），Δ

犐）２：

（１）如果犆１"犆２∈π（犪），则（犆１"犆２，犪）!（犮犺（犆１"

犆２），犪）；

（２）如果犆１!犆２∈π（犪），则（犆１!犆２，犪）!（犆１，犪）

和（犆１!犆２，犪）!（犆２，犪）；

（３）如果犚．犆′∈π（犪），则（犚．犆′，犪）!（犆′，

犮犺（犚．犆′，犪））；

（４）如果犚．犆′∈π（犪），则对任意犫∈Δ
犐，（犪，犫）∈

犚犐，有（犚．犆′，犪）!（犆′，犫）；

（５）如果λ犡．犆′∈π（犪），则（λ犡．犆′，犪）!（犆′［犡／

λ犡．犆′］，犪）．

给定μＡＬＣＩＯ的任意封闭概念犆以及犆 的修

饰准模型（Δ
犐，·犐，π，犮犺），犪，犫∈Δ

犐，μ犡．犆′是修饰准模

型（Δ
犐，·犐，π，犮犺）中的最小不动点封闭概念，如果存

在一个序列（β１，犪１），…，（β犽，犪犽），其中犽１，使得

β１＝β犽＝μ犡．犆′，犪１＝犪，犪犽＝犫，并且对任意１犻＜犽，

（β犻，犪犻）!（β犻＋１，犪犻＋１）以及μ犡．犆′是每个β犻的子概念，

则称μ犡．犆′在修饰准模型（Δ
犐，·犐，π，犮犺）中从犪到犫

所产生．

给定μＡＬＣＩＯ的任意封闭概念犆以及犆 的修

饰准模型（Δ
犐，·犐，π，犮犺），如果不存在最小不动点封

闭概念μ犡．犆′∈犮犾（犆）以及无限序列犪１，犪２，…，使得

对任意犻０，μ犡．犆′从犪犻到犪犻＋１所产生，则称修饰准

模型（Δ
犐，·犐，π，犮犺）是良构造的．

定理４．　给定μＡＬＣＩＯ的任意封闭概念犆，则

犆有模型犐＝（Δ
犐，·犐），当且仅当犆有良构造修饰准

模型（Δ
犐，·犐，π，犮犺）．

证明．　由定理３可知μＡＬＣＩＯ的概念犆与混

合μ演算的公式狌（犆）具有一一等价关系，即犆是

可满足的，当且仅当狌（犆）是可满足的．又由定理３

的证明过程可知，犆的模型犐＝（Δ
犐，·犐）与狌（犆）的

模型犓＝（犠犓，犚犓，犔犓）可以相互转化以及犆的良

构造修饰准模型（Δ
犐，·犐，π，犮犺）与狌（犆）的良构造修

饰准模型（犠犓，犚犓，犔犓，π，犮犺）可以相互转化．因此，

犆有模型犐＝（Δ
犐，·犐），当且仅当狌（犆）有模型犓＝

（犠犓，犚犓，犔犓）；以及 犆 有良构造修饰准模型

（Δ
犐，·犐，π，犮犺），当且仅当狌（犆）有良构造修饰准模

型（犠犓，犚犓，犔犓，π，犮犺）．根据文献［１４］引理１可知，

狌（犆）有模型犓＝（犠犓，犚犓，犔犓），当且仅当狌（犆）有

良构造修饰准模型（犠犓，犚犓，犔犓，π，犮犺）．因此，犆有

模型犐＝（Δ
犐，·犐），当且仅当犆有良构造修饰准模型

（Δ
犐，·犐，π，犮犺）． 证毕．

给定μＡＬＣＩＯ的含有枚举个体｛狅１，…，狅犿｝的

任意封闭概念犆（狅１，…，狅犿）以及犆（狅１，…，狅犿）的修

饰准模型（Δ
犐，·犐，π，犮犺），则（Δ

犐，·犐，π，犮犺）的松弛由

映射犚狉和π
狉组成，其中犚狉和π

狉定义如下：

犚狉：犚犛→２Δ
犐
×Δ
犐

，其中犚犛是μＡＬＣＩＯ的关系

的集合；

犚狉：犚→犚
犐
＼｛（犪，犫）｜存在１犻犿，使得

｛狅犻｝
犐＝｛犫｝｝；

π
狉：Δ

犐
→｛犌｜犌＝犌１∪犌２，犌１∈犪狋（犆），犌２

｛ →
犚
狅犻｜犚在犆中出现，犚≠犝犚，１犻犿｝｝；

π
狉：犪→π（犪）∪｛ →

犚
｛狅｝｜（犪，犫）∈犚

犐，犚≠犝犚，

｛狅｝犐＝｛犫｝｝．

定理５．　给定μＡＬＣＩＯ的任意封闭概念犆，如

果犆是可满足的，则犆 有一个良构造修饰准模型

（Δ
犐，·犐，π，犮犺），该良构造修饰准模型（Δ

犐，·犐，π，犮犺）

的松弛是一棵森林，并且犆标注该森林中某棵树的

根节点．

证明．　由定理３可知μＡＬＣＩＯ的概念犆与混

合μ演算的公式狌（犆）具有一一等价关系，因而直

接可以由文献［１４］引理２得到． 证毕．

下面给出如何利用２ＡＴＡ自动机对μＡＬＣＩＯ

的可满足性问题进行推理的算法．

给定μＡＬＣＩＯ的含有枚举个体｛狅１，…，狅犿｝的

任意封闭概念犆（狅１，…，狅犿），假设犗犛表示μＡＬＣＩＯ

的枚举概念的集合，犚犛犆是概念犆 中关系的集合，犆

的一个猜想犌犝＝（犌，犳，犆犗），其中猜想列表犌＝

（狉１，…，狉犿），连接犆犗犗犛×犚犛犆×犗犛，猜想映射

犳：｛１，…，犿｝→ ｛１，…，犿｝，对任意１犻，犼犿，

狉犻犮犾（犆）或狉犻＝⊥，对任意犼≠犳（犻），狅犻∈狉犳（犻），

狅犻狉犼，如果犗犛∩狉犻＝，则狉犻＝⊥，并且（狅犻，犚，狅犼）∈

犆犗，当且仅当（狅犼，犚
－，狅犻）∈犆犗．

定理６．　给定μＡＬＣＩＯ的任意封闭概念犆，对

犆的任意猜想犌犝，存在一个２ＡＴＡ自动机犃（犆，

犌犝），满足下列性质：

（１）如果犆是可满足的，则存在犆的一个猜想

犌犝′，使得２ＡＴＡ自动机犃（犆，犌犝′）接受的语言不

是空集；

（２）如果一棵树犜被２ＡＴＡ自动机犃（犆，犌犝）
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接受，则去除犜的根节点得到的森林是犆 的一个良

构造修饰准模型的松弛；

（３）２ＡＴＡ自动机犃（犆，犌犝）的状态数目随｜犆｜

线性增长．

证明．　由定理３可知μＡＬＣＩＯ的概念犆与混

合μ演算的公式狌（犆）具有一一等价关系，因而直

接可以由文献［１４］定理１可得． 证毕．

由定理４、定理５和定理６可知，μＡＬＣＩＯ的概

念可满足性推理可以通过多项式过程转化为２ＡＴＡ

自动机的空问题推理，因为２ＡＴＡ自动机的空问题

推理是指数时间复杂的［１４，１６］，因此有下列定理．

定理７．　μＡＬＣＩＯ的概念可满足性判定是指

数时间复杂的．

５　结束语

分析了描述逻辑循环术语集的研究现状和存在

的问题，基于混合μ演算将不动点构造算子引入到

含有枚举构造算子的描述逻辑 ＡＬＣＩＯ中，提出了

描述逻辑μＡＬＣＩＯ，给出了μＡＬＣＩＯ 的语法和语

义，证明了μＡＬＣＩＯ的可满足性推理等价于混合

μ演算的可满足性推理，并利用树自动机给出了

μＡＬＣＩＯ的可满足性推理算法，给出了推理算法正

确性证明和复杂性定理．进一步工作主要是研究描

述逻辑μＡＬＣＩＯ 的概念包含推理算法及其优化
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